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ｗｅｋｎｏｗｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｔｓａ（ｋ，ｄ）ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＧｔｈｅｎ

χｃ（Ｇ）≤ ｋ?ｄ．Ｉｔｍｅａｎｓｗｅｃａｎｕｓｅｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｋ?ｄ
ａｓｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｓｆｏｒχｃ（Ｇ）．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅ
ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＣｔｋ，ｅｉｔｈｅｒＣｔｋｉｓａｓｕｂｇｒａｐｈｏｆＧｄｋｗｈｅｎ
（ｋ，ｄ）＝１ｏｒｅｘｉｓｔｓａｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｆｒｏｍＣ＋ｋｔｏｔｈｅ
ｓｕｂｇｒａｐｈｏｆＧｄｋ ｗｈｅｎ（ｋ，ｄ）＞ １．Ｗｅｂｏｔｈｈａｖｅ

χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ）≤χｃ（Ｇ

ｄ
ｋ）＝ｋ?ｄ．

Ｃｌａｉｍ２ χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ）≥ ｋ?ｄ．

Ｎｏｗｗｅｃａｎｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓｏｆｔｈｅ
ｃｉｒｃｕｌａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆχｃ（Ｃ

ｔ
ｋ）．Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｏｆｇｒａｐｈＣｔｋｉｎｔｈｅｏｒｅｍ５ａｒｅ：α（Ｃ＋ｋ）＝ｄａｎｄｖ（Ｃ
ｔ
ｋ）

＝ｔｄ＋ｉ．Ｔｈｅｎｗｅｌｅａｒｎ

χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ）≥ ｖ（Ｃ

ｔ
ｋ）α（Ｃｔｋ）＝（ｔｄ＋ｉ）ｄ＝ｋｄ

Ｆｒｏｍｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆｃｌａｉｍ１ａｎｄｃｌａｉｍ２，ｗｅｈａｖｅ

χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ）＝ｔ＋ｉｄ＝ｋｄ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ９ Ｆｏｒａｎｙｖｅｒｔｅｘｖ∈Ｖ（Ｃ

ｔ
ｋ），ｗｅｈａｖｅ

χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ－ｖ）＝（ｋ－１）?ｄ＝ｔ＋（ｉ－１）?ｄ．
Ｐｒｏｏｆ Ｓｉｍｉｌａｒｌｙｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｏｒｅｍ８，ｗｅ

ｃａｎｉｄｅｎｔｉｆｙｔｈｅｕｐｐｅｒａｎｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆχｃ（Ｃ
ｔ
ｋ－ｖ）．

ＴｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｇｒａｐｈＣｔｋ－ｖｉｓｖ（Ｃｔｋ－
ｖ）＝ｔｄ＋ｉ－１，ａｎｄｔｈｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｇｒａｐｈＣｔｋ－ｖｉｓｓｔｉｌｌα（Ｃｔｋ－ｖ）＝ｄ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ
ｔｈｅｏｒｅｍ５

χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ－ｖ）≥

ｖ（Ｃｔｋ－ｖ）
α（Ｃｔｋ－ｖ）

＝ｔｄ＋ｉ－１ｄ

＝ｔ＋ｉ－１ｄ
Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，Ｃｔｋ－ｖｉｓｔｈｅｓｕｂｇｒａｐｈｏｆ

ｇｒａｐｈＣｔｋ－１．Ｆｒｏｍｔｈｅｏｒｅｍ８，ｗｅｌｅａｒｎ

χｃ（Ｃ
ｔ
ｋ－ｖ）≤χｃ（Ｃ

ｔ
ｋ－１）＝（ｋ－１）ｄ

＝ｔ＋（ｉ－１）ｄ
Ｓｏｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔχｃ（Ｃ

ｔ
ｋ－ｖ）＝（ｋ－１）ｄ＝ｔ＋（ｉ

－１）ｄ．

２ ＡＳｉｍｐｌｅＰｒｏｏｆｏｆｔｈｅＣｉｒｃｕｌａｒＣｈｒｏｍａｔｉｃ
ＮｕｍｂｅｒｏｆＨｍ，ｎ
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ６ ＷｈｅｅｌＷｎｉｓａｇｒａｐｈｆｒｏｍａｃｙｃｌｅ

Ｃｎｂｙａｄｄｉｎｇａｃｅｎｔｅｒｖｅｒｔｅｘｖａｄｊａｃｅｎｔｔｏａｌｌｖｅｒｔｉｃｅｓ
ｏｆＣｎ．Ｎｏｗｌｅｔｔｗｏｅｄｇｅｓａｂ∈ Ｅ（Ｗ２ｍ＋１）ａｎｄｃｄ∈
Ｅ（Ｗ２ｎ＋１）ｂｅｎｏｔｉｎｃｉｄｅｎｔｗｉｔｈｔｈｅｃｅｎｔｅｒｓｏｆＷ２ｍ＋１
ａｎｄＷ２ｎ＋１ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＴｈｅＨａｊóｓｓｕｍＨｍ，ｎｏｆＷ２ｍ＋１
ａｎｄＷ２ｎ＋１ｉｓｔｈｅｇｒａｐｈｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｊｏｉｎｔｕｎｉｏｎ
ｏｆＷ２ｍ＋１ａｎｄＷ２ｎ＋１ｂｙｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇａａｎｄｃ，ｄｅｌｅｔｉｎｇ
ｔｈｅｅｄｇｅｓａｂａｎｄｃｄ，ａｄｄｉｎｇａｎｅｄｇｅｂｄ．

Ｒｅｆ．［６］ｇｉｖｅｓｔｈｅｃｉｒｃｕｌａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｇｒａｐｈχｃ（Ｈｍ，ｎ）．Ｌａｔｅｒｗｅｇｉｖｅａｓｉｍｐｌｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｉｓ
ｒｅｓｕｌｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ １０［６］ Ｆｏｒａｎｙｉｎｔｅｇｅｒｓｍ，ｎ≥ １，

χｃ（Ｈｍ，ｎ）＝７?２．
Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｃｌａｉｍｓ．
Ｃｌａｉｍ１ χｃ（Ｈｍ，ｎ）≤７?２
Ｆｉｇ．１ｇｉｖｅｓａ（７，２）ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＨ１，１．Ｂｙｍａｐｐｉｎｇ

ｖｅｒｔｅｘｖ２ｉ＋１（ｉ＝１，２，…，ｍ）ｔｏｖ１，ｕ２ｉ＋１（ｉ＝１，２，
…，ｎ）ｔｏｕ１，ｖ２ｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）ｔｏｖ２ａｎｄｕ２ｉ（ｉ＝
１，２，…，ｎ）ｔｏｕ２，Ｈｍ，ｎｉｓｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＨ１，１．Ｓｏｗｅ
ｈａｖｅχｃ（Ｈｍ，ｎ）≤７?２．

４７ ＹｉｎＸｉａｎｇ，ＣｈｅｎＸｕｊｉｎ，ａｎｄＳｏｎｇＺｅｎｇｍｉｎ



Ｆｉｇ．１ ＧｒａｐｈＨｍ，ｎ

Ｃｌａｉｍ２ χｃ（Ｈｍ，ｎ）≥７?２．
Ｂｙｔｈｅｏｒｅｍ３ｉｔｉｓｅｎｏｕｇｈｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｆｏｒａｎｙ（７，

２）ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＨｍ，ｎ，Ｄｃ（Ｈｍ，ｎ）ｃｏｎｔａｉｎｓａｄｉｒｅｃｔｅｄ
ｃｙｃｌｅ．Ｓｕｐｐｏｓｅｃ：Ｖ→ Ｚ７ｉｓａ（７，２）ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＨｍ，ｎ
ｓｕｃｈｔｈａｔｃ（ｖ１）＝ｃ（ｕ１）＝０，ｔｈｅｎ｛ｃ（ｖ２），ｃ（ｖ），
ｃ（ｕ），ｃ（ｕ２）｝｛２，３，４，５｝．
Ｉｆｃ（ｖ２）＝２ａｎｄｃ（ｖ）＝４，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｉ）∈｛１，

２｝ａｎｄｃ（ｖ２ｉ＋１）∈｛０，６｝ｆｏｒａｎｙ１≤ ｉ≤ ｍ．
Ｉｆｃ（ｖ２）＝４ａｎｄｃ（ｖ）＝２，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｉ）∈｛４，

５｝ａｎｄｃ（ｖ２ｉ＋１）∈｛０，６｝ｆｏｒａｎｙ１≤ ｉ≤ ｍ．
Ｉｆｃ（ｖ２）＝２ａｎｄｃ（ｖ）＝５，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｉ）∈｛２，

３｝ａｎｄｃ（ｖ２ｉ＋１）∈｛０，１｝ｆｏｒａｎｙ１≤ ｉ≤ ｍ．
Ｉｆｃ（ｖ２）＝５ａｎｄｃ（ｖ）＝２，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｉ）∈｛４，

５｝ａｎｄｃ（ｖ２ｉ＋１）∈｛０，６｝ｆｏｒａｎｙ１≤ ｉ≤ ｍ．
Ｉｆｃ（ｖ２）＝３ａｎｄｃ（ｖ）＝５，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｉ）∈｛２，

３｝ａｎｄｃ（ｖ２ｉ＋１）∈｛０，１｝ｆｏｒａｎｙ１≤ ｉ≤ ｍ．
Ｉｆｃ（ｖ２）＝５ａｎｄｃ（ｖ）＝３，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｉ）∈｛５，

６｝ａｎｄｃ（ｖ２ｉ＋１）∈｛０，１｝ｆｏｒａｎｙ１≤ ｉ≤ ｍ．
Ｉｔｉｓｔｏｓａｙｔｈａｔｃ（ｖ２ｍ＋１）∈ ｛０，１，６｝．Ｓｉｍｉｌａｒ

ａｒｇｕｍｅｎｔｓａｐｐｌｉｅｄｏｎＷ２ｎ＋１，ｗｅｈａｖｅｃ（ｖ２ｎ＋１）∈｛０，
１，６｝，ｔｏｏ．

Ｔｈｕｓｗｅｍａｙａｓｓｕｍｅ，ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，

ｃ（ｖ２ｍ＋１） ＝ ６ ａｎｄ ｃ（ｖ２ｎ＋１） ＝ １．Ｆｒｏｍ ａｂｏｖｅ
ａｒｇｕｍｅｎｔｓ，ｗｅｄｉｓｔｉｎｃｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃａｓｅｓ．Ｗｈｅｎ
ｃ（ｖ２）＝２ａｎｄｃ（ｖ）＝４，ｉｆｃ（ｕ）＝３ａｎｄｃ（ｕ２）＝
５，ｔｈｅｎｔｈｅｃｙｃｌｅｖ１→ ｖ２→ ｖ→ ｖ２ｍ＋１→ ｖ２ｎ＋１→ ｖ２ｎ
→ ｕ→ ｖ１ｉｓａｄｉｒｅｃｔｅｄｃｙｃｌｅｉｎＤｃ（Ｈｍ，ｎ）；ｉｆｃ（ｕ）＝
５ａｎｄｃ（ｕ２）＝３ｏｒｃ（ｕ）＝５ａｎｄｃ（ｕ２）＝２，ｔｈｅｎ
ｃ（ｕ２ｎ）＝３ａｎｄｖ１→ ｖ２→ ｖ→ ｖ２ｍ＋１→ ｖ２ｎ＋１→ ｖ２ｎ
→ ｕ→ ｖ１ｉｓａｄｉｒｅｃｔｅｄｃｙｃｌｅ．

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙｗｈｅｎｃ（ｖ２）＝４ａｎｄｃ（ｖ）＝２ｏｒｃ（ｖ２）
＝５ａｎｄｃ（ｖ）＝２，ｔｈｅｎｃ（ｖ２ｍ）＝４．
Ｓｏｗｅｈａｖｅａｄｉｒｅｃｔｅｄｃｙｃｌｅｅｉｔｈｅｒｖ１→ ｖ→ ｖ２ｍ

→ ｖ２ｍ＋１→ ｖ２ｎ＋１→ ｕ→ ｕ２→ ｖ１ｏｒｖ１→ ｖ→ ｖ２ｍ→
ｖ２ｍ＋１→ ｖ２ｎ＋１→ ｖ２ｎ→ ｕ→ ｖ１．
ＡｌｌｃａｓｅｓｓｈｏｗｔｈａｔＤｃ（Ｈｍ，ｎ）ｉｓｎｏｔａｃｙｃｌｉｃｆｏｒ

ａｎｙ（７，２）ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＨｍ，ｎａｎｄχｃ（Ｈｍ，ｎ）≥７?２．
Ｓｏｉｔｆｏｌｌｏｗｓχｃ（Ｈｍ，ｎ）＝７?２ｆｏｒａｎｙｉｎｔｅｇｅｒｓｍ，

ｎ≥１．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

１ Ａ．Ｖｉｎｃｅ，Ｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ，Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．１２，
ｐｐ．５５１－５５９，１９８８

２ Ｘ．Ｚｈｕ，Ｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｐｒｏｄｕｃｔｓｏｆｇｒａｐｈｓ，Ｊ．
ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．１６，ｐｐ．５５７－５６９，１９９２

３ Ｊ．Ａ．Ｂｏｎｄｙ，ａｎｄＰ．Ｈｅｌｌ，Ａｎｏｔｅｏｎｔｈｅｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍ
ｂｅｒ，Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．１４，ｐｐ．４７９－４８２，１９９０

４ Ｘ．Ｚｈｕ，Ｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ：ａｓｕｒｖｅｙ，ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔ
ｉｃｓ，ｔｏｂｅｐｕｂｌｉｓｈｅｄ

５ Ｄ．Ｒ．Ｇｕｉｃｈａｒｄ，Ａｃｙｃｌｉｃｇｒａｐｈｃｏｌｏｒｉｎｇａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆ
ｔｈｅｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ，Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．１７，ｐｐ．１２９－
１３４，１９９３

６ Ｇ．Ｇａｏ，Ｙ．Ｗａｎｇ，ａｎｄＨ．Ｚｈｏｕ，Ｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆ
ｓｏｍｅｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ，Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．２７，ｐｐ．３３－４２，
１９９８

几类特殊图的圆色数性质

殷 翔１ 陈旭瑾２ 宋增民２

（１南京化工大学计算科学系，南京 ２１０００９）
（２东南大学应用数学系，南京 ２１００９６）

摘 要 圆色数是图的色数概念的推广．与色数相比，圆色数包含了更多有关图本身结构的信
息，因而更加难以确定．本文推导了２类特殊图———图 Ｃｔｋ和图Ｃｔｋ－ｖ的圆色数；并给出了图

Ｈｍ，ｎ圆色数的一个简单证明．
关键词 圆色数，图 Ｃｔｋ，图 Ｃｔｋ－ｖ，图 Ｈｍ，ｎ
中图分类号 Ｏ１５７．５

５７ＴｈｅＣｉｒｃｕｌａｒＣｈｒｏｍａｔｉｃＮｕｍｂｅｒｏｆＳｏｍｅＳｐｅｃｉａｌＧｒａｐｈｓ


