
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ） Ｊｕｎｅ ２００１ Ｖｏｌ．１７ Ｎｏ．１ ＩＳＳＮ１００３—７９８５

ＮｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＣｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒＣｌａｗＦｒｅｅＧｒａｐｈｓ

ＹａｎｇＺｈｉｈｕｉ ＨｕａｎｇＺｈａｏｑｉａｎｇ
（ＳｅｃｔｉｏｎｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＢｅｎｇｂｕＴａｎｋＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，Ｂｅｎｇｂｕ２３３０１３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｗｏｎｅｗｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎｃｌａｗｆｒｅｅｇｒａｐｈｓａｒｅｇｉｖｅｎ．Ｓｏｍｅｋｎｏｗｎｒｅｓｕｌｔｓｂｅｃｏｍｅｃｏｒｏｌｌａｒｉｅｓ
ｏｆｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ，ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｏｒｅｍａｒｅｔｈｅｂｅｓｔｐｏｓｓｉｂｌｅｉｎａｓｅｎｓｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ，ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ，ｃｌａｗｆｒｅｅ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２０００－０８－２３．
 ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ．
 Ｂｏｒｎｉｎ１９６７，ｍａｌｅ，ｌｅｃｔｕｒｅｒ．

ＷｅｕｓｅＢｏｎｄｙａｎｄＭｕｒｔｙ［１］ｆｏｒｔｅｒｍｉｎｏｌｏｇｙａｎｄ
ｎｏｔａｔｉｏｎｎｏｔｄｅｆｉｎｅｄｈｅｒｅａｎｄｃｏｎｓｉｄｅｒｏｎｌｙｓｉｍｐｌｅ
ｇｒａｐｈ．ＬｅｔＧｂｅａｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ，ｉｆＧｈａｓａ
Ｈａｍｉｌｔｏｎｃｙｃｌｅ，ｔｈｅＧｉｓｃａｌｌｅｄｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．Ａｇｒａｐｈ
ｉｓｃａｌｌｅｄｃｌａｗｆｒｅｅｉｆｉｔｄｏｅｓｎｏｔｃｏｎｔａｉｎａｃｏｐｙｏｆＫ１，３
ａｓａｎｉｎｄｕｃｅｄｓｕｂｇｒａｐｈ．ＴｈｅｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙｏｆＧａｎｄｉｔｓ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅａｒｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｄｅｎｏｔｅｄｂｙｋ（Ｇ）ａｎｄ
α（Ｇ）．Ｆｏｒｋ≤α（Ｇ），ｌｅｔσｋｄｅｎｏｔｅｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍ
ｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｄｅｇｒｅｅｓｕｍｏｆａｎｙｋｐａｉｒｗｉｓｅｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔ
ｖｅｒｔｉｃｅｓ．Ｆｏｒｋ＝１，ｗｅｕｓｅｔｈｅｕｓｕａｌｎｏｔａｔｉｏｎδ（Ｇ）
ｏｒδ ｉｆｔｈｅｒｅｉｓｎｏｃｏｎｆｕｓｉｏｎ．Ｔｈｅｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆａ
ｖｅｒｔｅｘｖｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙＮ（ｖ）ａｎｄｄ（ｖ）＝ Ｎ（ｖ） ｉｓ
ｔｈｅｄｅｇｒｅｅｏｆｔｈｅｖｅｒｔｅｘｖ．ＩｆＡ，Ｂａｒｅｓｕｂｇｒａｐｈｓｏｆ
Ｇ，ｗｅｄｅｆｉｎｅ

Ｎ（Ａ）＝ ∪
ｖ∈Ｖ（Ａ）

Ｎ（ｖ）

ＮＢ（Ａ）＝Ｎ（Ａ）∩ Ｖ（Ｂ）
ＡｃｙｃｌｅＣｉｓｃａｌｌｅｄａｌｏｎｇｅｓｔｃｙｃｌｅｉｆｔｈｅｒｅｉｓｎｏ

ｃｙｃｌｅＣ′ｓｕｃｈｔｈａｔＶ（Ｃ） Ｖ（Ｃ′）．ＩｆＣｉｓａｃｙｃｌｅｏｆ
ａｇｒａｐｈＧ，ｗｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙＣ→ ｔｈｅｃｙｃｌｅＣｗｉｔｈａｇｉｖｅｎ
ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ．Ｉｆｕ，ｖ∈ Ｖ（Ｃ），ｔｈｅｎｕＣ

→ｖｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ
ｃｏｎｓｅｃｕｔｉｖｅｖｅｒｔｉｃｅｓｏｎＣ→ ｆｒｏｍ ｕｔｏｖ，ｔｈｅｓａｍｅ
ｖｅｒｔｉｃｅｓ，ｉｎｒｅｖｅｒｓｅｏｒｄｅｒ，ａｒｅｇｉｖｅｎｂｙｖＣ→ｕ．Ｗｅｕｓｅ
ｕ＋ｔｏｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｕｃｃｅｓｓｏｒｏｆｕｏｎＣ→ａｎｄｕ－ｔｏｄｅｎｏｔｅ
ｉｔｓｐｒｅｄｅｃｅｓｓｏｒ，ｄｅｎｏｔｅｕ＋２＝（ｕ＋）＋，ｕ－２＝（ｕ－）－．
ＦｏｒＡ Ｖ（Ｇ）ａｎｄａｓｕｂｇｒａｐｈＢｏｆＧ，Ｇ［Ａ］ａｎｄ
Ｇ＼ＢｄｅｎｏｔｅｔｈｅｇｒａｐｈｏｆＧｉｎｄｕｃｅｄｂｙＡａｎｄＶ（Ｇ）
－Ｖ（Ｂ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｒｅｓｕｌｔｓｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇｈａｍｉｌｔｏｎｉｓｍ

ａｎｄｃｌａｗｆｒｅｅｇｒａｐｈ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｋｎｏｗｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ １［２］ Ａ ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅｇｒａｐｈ

ｗｉｔｈδ（Ｇ）≥（ｎ－２）３ｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２［３］ ＬｅｔＧｂｅａｋｃｏｎｎｅｃｔｅｄ（ｋ≥２）

ｃｌａｗｆｒｅｅｇｒａｐｈ．Ｉｆσｋ＋１ ≥ ｎ － ｋ，ｔｈｅｎ Ｇ ｉｓ
ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３［４］ ＬｅｔＧｂｅａ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅ

ｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ≥ １４．Ｉｆｆｏｒａｎｙｐａｉｒｏｆｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｕａｎｄｖｏｆＧ， Ｎ（ｕ）∪ Ｎ（ｖ）≥ （２ｎ－
５）３，ｔｈｅｎＧｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ４［５］ ＬｅｔＧｂｅａ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅ
ｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ≥ ３ｗｉｔｈｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙｋ．Ｉｆｆｏｒａｎｙ
ｐａｉｒｏｆｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｕａｎｄｖｏｆＧ，Ｎ（ｕ）∪
Ｎ（ｖ） ＞（２ｎ－３ｋ＋１）３，ｔｈｅｎＧｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．
Ｉｎｆａｃｔ，ｔｈｅｓｅｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｍｏｔｉｖａｔｅｄｂｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｏｆＭａｔｔｈｅｗｓａｎｄＳｕｍｎｅｒｉｎ［６］．
Ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ［６］ ＬｅｔＧｂｅａ４ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅ

ｇｒａｐｈ，ｔｈｅｎＧｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．
Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅａｓｔｒｏｎｇｅｒｒｅｓｕｌｔ，

ｓｉｎｃｅｉｔｓｈｏｗｓｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｗｏｖｅｒｔｉｃｅｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
ｔｈｅｇｉｖｅｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎａｎｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｉｓｅｎｏｕｇｈｔｏ
ｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｈａｍｉｌｔｏｎｉｃｉｔｙ．Ｉｔａｌｓｏｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｍａｎｙ
ｒｅｓｕｌｔｓａｂｏｖｅ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇ［１］ａｎｄ［５］．

Ｔｈｅｐｒｉｎｃｉｐａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐａｐｅｒａｒｅａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ５ ＬｅｔＧｂｅａ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅ

ｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ≥３，ｗｉｔｈｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙｋ．Ｉｆｆｏｒｅｖｅｒｙ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｏｆｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙｋ＋１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｕ≠
ｖｉｎＳｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｎ（ｕ）∪ Ｎ（ｖ）≥ ｎ－δ－ｋ
ｏｒ Ｎ（ｕ）∩ Ｎ（ｖ）≥ ｎ－δ－３ｋ
ｔｈｅｎＧｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ６ ＬｅｔＧｂｅａ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅ
ｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ≥３，ｗｉｔｈｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙｋ．Ｉｆｆｏｒｅｖｅｒｙ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｏｆｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙｋ＋１ａｎｄｆｏｒｅｖｅｒｙｐａｉｒ
ｏｆｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｕａｎｄｖ

ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）≥（２ｎ－３ｋ＋２）３
ｔｈｅｎＧｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．

Ｂｙｔｈｅｏｒｅｍ ６， ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｇｒａｐｈ Ｇ， ｗｉｔｈ
ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙｋ＝２．Ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｆｏｒｅｖｅｒｙ
ｐａｉｒｏｆｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｕａｎｄｖｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｄ（ｕ）
＋ｄ（ｖ）≥（２ｎ－４）３，ｓｏｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｒｅｍ６
ｉｓｔｈｅｂｅｓｔｐｏｓｓｉｂｌｅｉｎａｓｅｎｓｅ．



２ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ５

ＬｅｔＧｂｅａ２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｌａｗｆｒｅｅｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒｎ
≥３ｗｉｔｈｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙｋ．ＩｆＧｉｓｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ，ｗｅｈａｖｅ
ｐｒｏｖｅｄ．Ｂｙｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ， ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔＧ ｉｓ
ｎｏｎｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ．ＬｅｔＣｂｅａｌｏｎｇｅｓｔｃｙｃｌｅｏｆＧｗｉｔｈａ
ｆｉｘｅｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ，ＢｂｅａｎｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆＧ＼Ｖ（Ｃ）．
ＬｅｔＮｃ（Ｂ）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｍ｝，Ｎ－＝｛ｖ１－，ｖ２－，…，
ｖｍ－｝ａｎｄＮ＋＝ ｛ｖ１＋，ｖ２＋，…，ｖｍ＋｝．ＳｉｎｃｅＧ ｉｓ
２ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ，ｋ≥ｍ≥２．ＬｅｔｘｊｂｅａｖｅｒｔｅｘｏｆＢａｎｄｉｔ
ｉｓａｄｊａｃｅｎｔｔｏｖｊ（ｆｏｒｉ≠ ｊ，ｐｏｓｓｉｂｌｙｘｉ＝ｘｊ）．Ｆｏｒａｎｙ
ｖｉ，ｖｊ∈Ｎｃ（Ｂ）ｗｉｔｈｉ≠ｊ，ｌｅｔｖｉＢｖｊｂｅａｐａｔｈｏｆｌｅｎｇｔｈ
ａｔｌｅａｓｔ２ｗｈｉｃｈｊｏｉｎｖｉａｎｄｖｊｗｉｔｈａｌｌｉｎｔｅｒｎａｌｖｅｒｔｉｃｅｓ
ｏｆｐａｔｈｉｎＢ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｌａｉｍｉｓｃｌｅａｒ．

Ｃｌａｉｍ１ Ｆｏｒａｎｙｖｅｒｔｅｘｘ∈Ｖ（Ｂ）ａｎｄｆｏｒａｎｙｉ
≠ ｊｗｉｔｈ１≤ ｉ，ｊ≤ ｍ，ｗｅｈａｖｅ① Ｎ＋∪｛ｘ｝ａｎｄ
Ｎ－∪｛ｘ｝ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｓ；② ｖ－ｊｖ＋ｊ∈ Ｅ（Ｇ）；

③ ｖ＋ｉ，ｖ－ｉ∈?Ｎ（ｖｊ）ａｎｄｖ＋ｊ，ｖ－ｊ∈?Ｎ（ｖｉ）．
Ｆｏｒａｎｙｊｗｉｔｈ１≤ ｊ≤ ｍ，ｂｙｃｌａｉｍ１，ｓｕｐｐｏｓｅ

ｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｖｅｒｔｅｘｖｈｊ∈ ｛ｖ＋ｊ－１，ｖ＋２ｊ－１，…，ｖ－ｊ｝，
ｓｕｃｈｔｈａｔｖｈｊｖ＋ｊ∈?Ｅ（Ｇ）ｗｉｔｈｈｊｏｆｌａｒｇｅｓｔｐｏｓｓｉｂｌｅｖａｌｕｅ
（ｉｎｄｉｃｅｓｔａｋｅｎｍｏｄｕｌｏｍ），ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｃｌａｉｍ．

Ｃｌａｉｍ２ Ｆｏｒａｎｙｊｗｉｔｈ１≤ ｊ≤ ｍ，ｖｈｊ≠ ｖ－ｊ，
ａｎｄｖｈｊ≠ ｖ＋ｊ－１．

Ｐｒｏｏｆ Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｉｆｖｈｊ ＝ ｖ－ｊ，ｔｈｅｎｖｈｊｖ＋ｊ ∈
Ｅ（Ｇ），ｂｙｃｌａｉｍ１②，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ａｎｄｉｆｖｈｊ ＝

ｖ＋ｊ－１，ｔｈｅｎｖｈｊｖ－ｊ－１∈ Ｅ（Ｇ），ｔｈｕｓＣ′＝ ｖｈｊｖｊ－１ＢｖｊＣ
←

×ｖ＋ｈｊｖ＋ｊＣ
→ｖ－ｊ－１ｖｈｊｉｓａｌｏｎｇｅｒｃｙｃｌｅｔｈａｎＣ，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．
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无爪图的邻集条件

杨治辉 黄昭强

（蚌埠坦克学院数学室，蚌埠 ２３３０１３）

摘 要 给出了关于无爪Ｈａｍｉｌｔｏｎ图的两个新的充分条件，其结果可推出一些已知的结果，在
某种意义下，条件是最好可能的．
关键词 邻集，充分条件，哈密尔顿图，无爪
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