
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ） Ｊｕｎｅ ２００１ Ｖｏｌ．１７ Ｎｏ．１ ＩＳＳＮ１００３—７９８５

ＳｌｏｄｋｏｗｓｋｉＪｏｉｎｔＳｐｅｃｔｒｕｍａｎｄＴｅｎｓｏｒＰｒｏｄｕｃｔ

ＳｈｉＰｉｎｇ１ ＪｉＧｕｏｊｕｎ２

（１ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＴｅａｃｈｉｎｇＢａｓｉｃＣｏｕｒｓｅｓ，ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＥｃｏｎｏｍｉｃｓ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１０００３，Ｃｈｉｎａ）
（２ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｏｊｉｎｇ２１００９６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： ＳｌｏｄｋｏｗｓｋｉｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏＴａｙｌｏｒｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ，ｂｕｔｉｔｈａｓｍｏｒｅｉｍｐｏｒｔａｎｔｍｅａｎｉｎｇｉｎｔｈｅｏｒｙａｎｄ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．ＩｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｗｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅＳｌｏｄｋｏｗｓｋｉｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｓｏｍｅｒｅｓｕｌｔｓａｂｏｕｔｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ，ｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔ，Ｋｏｓｚｕｌｃｏｍｐｌｅｘ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２０００－１１－３０．
Ｂｏｒｎｉｎ１９６３，ｍａｌｅ，ｍａｓｔｅｒ．

１ Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

ＬｅｔＨｂｅａｃｏｍｐｌｅｘＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅ，Ｌ（Ｈ）ｄｅｎｏｔｅｓ
ｔｈｅＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｏｆａｌｌｂｏｕｎｄｅｄｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｓｏｎ
Ｈ．ＴｈｅｓｐａｃｅＬ（Ｈ）（ｎ） ｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆａｌｌｎｔｕｐｌｅｓｏｆ
ｂｏｕｎｄｅｄｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｓＴ ＝（Ｔ１，…，Ｔｎ）ｏｎＨ．
Ｌ（Ｈ）（ｎ）ｃｏｍ ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｕｂｓｅｔｏｆａｌｌｃｏｍｍｕｔｉｎｇｎｔｕｐｌｅｓ
ｉｎＬ（Ｈ）（ｎ）（ｉ．ｅ．，ＴｉＴｊ ＝ ＴｊＴｉ，ｉ≠ ｊ），ｃｌｅａｒｌｙ
Ｌ（Ｈ）（ｎ）ｃｏｍ ｉｓｃｌｏｓｅｄｉｎＬ（Ｈ）

（ｎ）．
ＩｆＴ＝（Ｔ１，…，Ｔｎ）∈ Ｌ（Ｈ）

（ｎ）
ｃｏｍ，ｔｈｅｎＥ（Ｔ，Ｈ）

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅＫｏｓｚｕｌｃｏｍｐｌｅｘａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈＴ［１，２］．
Ｆｒｏｍ ［３］， ｗｅｈａｖｅ ｔｈａｔＥ（Ｔ，Ｈ） ｉｓｎａｔｕｒａｌｌｙ
ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｍｐｌｅｘＥ′（Ｔ，Ｈ）：０→Ｈｎ
Ｄ（ｎ）
→
ｎ
Ｈｎ－１→ … → Ｈｋ

Ｄ（ｎ）
→
ｋ
Ｈｋ－１→ …

Ｄ（ｎ）
→
１
Ｈ０→ ０，

ｗｈｅｒｅＨｋ ＝Ｈ Ｃ
ｎ( )ｋ ＝Ｈ Ｃ

ｎ－１( )ｋ  Ｈ

Ｃ
ｎ－１
ｋ－( )１ ，ｆｏｒｋ＝０，１，…，ｎ．
Ｄ（ｎ）ｋ ＝

Ｄ（ｎ－１）ｋ （－１）ｋ＋１ｄｉａｇＴｎ
０ Ｄ（ｎ－１）ｋ－

( )
１

ｆｏｒｋ＝０，１，…，ｎ，ａｎｄ

Ｄ（ｎ）１ ＝（Ｔ１，…，Ｔｎ），Ｄ
（ｎ）
ｎ ＝

（－１）ｎ＋１Ｔｎ


Ｔ









１

Ｄ（ｎ）ｋ ＝０
ｆｏｒａｌｌｋ≤０ｏｒｋ≥ ｎ．

ＬｅｔＨｋ（Ｔ，Ｈ）＝ ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｋ ?ＲａｎＤ

（ｎ）
ｋ＋１ ｄｅｎｏｔｅｔｈｅ

ｋｔｈｈｏｍｏｌｏｇｉｃａｌｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅ．Ｔｈｅｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

Ｈｎ（Ｔ，Ｈ）＝ｋｅｒＴ＝∩
ｎ

ｉ＝１
ｋｅｒＴｉ

Ｈ０（Ｔ，Ｈ）＝Ｈ∑
ｎ

ｉ＝１
ＴｉＨ

Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｌｅｔ

∑ｊ
（Ｔ，Ｈ）＝｛λ∈ Ｃｎ：Ｈｊ（Ｔ－λ，Ｈ）≠０｝

＝｛λ∈ Ｃｎ：Ｅ′（Ｔ－λ，Ｈ）ｉｓｎｏｔｅｘａｃｔａｔｊ｝

σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）＝∪
ｋ

ｊ＝０∑ｊ
（Ｔ，Ｈ），σπ，ｋ（Ｔ，Ｈ）＝∪

ｎ

ｊ＝ｎ－ｋ∑ｊ

（Ｔ，Ｈ）∪｛λ∈ Ｃｎ：ＲａｎＤ
（ｎ）
ｎ－ｋ（Ｔ－λ）ｉｓｎｏｔｃｌｏｓｅｄ｝，

ｋ≥ ０，σδ，ｋ，σπ，ｋ ａｒｅｃａｌｌｅｄＳｌｏｄｋｏｗｓｋｉｊｏｉｎｔ
ｓｐｅｃｔｒｕｍ［１］．

Ｒｅｍａｒｋ１ Ｓｌｏｄｋｏｗｓｋｉｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｈａｓｔｈｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｐｅｃｔｒａｌｍａｐｐｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍａｎｄσπ，ｋ（Ｔ，Ｈ）
＝σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）＝σＴ（Ｔ）（ｋ≥ ｎ），ｗｈｅｒｅσＴ（Ｔ）ｉｓ
Ｔａｙｌｏｒｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ．

Ｒｅｍａｒｋ２σπ，０（Ｔ，Ｈ）＝σπ（Ｔ），ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅ
ｌｅｆｔｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ，ａｎｄσδ，０（Ｔ，Ｈ）＝σδ（Ｔ），ｗｈｉｃｈ
ｉｓｔｈｅｒｉｇｈｔｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ．

Ｒｅｍａｒｋ３σπ，ｋ（Ｔ，Ｈ）＝σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）．

２ ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｆｉｒｓｔｗｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅａｒｅｓｕｌｔｏｆ［３］，
ａｎｄ ｐｏｓｓｅｓｓ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ
Ｓｌｏｄｋｏｗｓｋｉｊｏｉｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１ Ｓｏｍｅｎｏｔｉｏｎｓａｒｅａｓａｂｏｖｅ，ｔｈｅｎ
（ｉ）０ σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）Ｄ

（ｎ）
ｉ Ｄ（ｎ）ｉ ＋Ｄ（ｎ）ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１ ｉｓ

ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｏｎＨ Ｃ
ｎ( )ｉ ，ｉ＝０，１，…，ｋ．

（ｉｉ）０ σπ，ｋ（Ｔ，Ｈ）Ｄ
（ｎ）
ｎ－ｉＤ

（ｎ）
ｎ－ｉ＋Ｄ

（ｎ）
ｎ－ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｎ－ｉ＋１

ｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｏｎＨ Ｃ
ｎ
ｎ－( )ｉ ，ｉ＝０，１，…，ｋ．

Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｗｉｌｌｏｎｌｙｎｅｅｄｔｏｓｈｏｗ （ｉ），ｆｏｒ
σπ，ｋ（Ｔ，Ｈ）＝σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）．０ σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）Ｈｉ（Ｔ，
Ｈ）＝０（ｉ＝０，…，ｋ）．ＳｉｎｃｅＤ（ｎ）０ ＝０ａｎｄＥ′（Ｔ，Ｈ）

ｉｓｅｘａｃｔａｔｉ＝０，Ｄ（ｎ）１ Ｄ
（ｎ）
１ ｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．Ｓｕｐｐｏｓｅ

Ｄ（ｎ）


ｉ Ｄ（ｎ）ｉ ＋Ｄ
（ｎ）
ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１ ｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｆｏｒｉ≤ ｋ－１．

Ｎｏｗ，ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔＤ（ｎ）


ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ＋Ｄ（ｎ）ｋ＋１Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１ ｉｓ

ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．ＵｓｉｎｇｔｈｅｅｘａｃｔｎｅｓｓａｔｋｏｆＥ′（Ｔ，Ｈ），ｗｅ
ｏｂｔａｉｎｔｈａｔＨｋ＝ＫｅｒＤ

（ｎ）
ｋ  ＲａｎＤ

（ｎ）
ｋ ．Ｔｈｅｎ，ｆｏｒｙ

∈ Ｈｋ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｘ０∈ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｋ ａｎｄｘ１∈ＲａｎＤ

（ｎ）
ｋ ＝

ＫｅｒＤ（ｎ）ｋ－１ｓｕｃｈｔｈａｔｙ＝ ｘ０ ＋Ｄ
（ｎ）
ｋ ｘ１．Ｓｉｎｃｅｘ０∈



ＫｅｒＤ（ｎ）ｋ ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｘ２∈ Ｈｋ＋１ ｓｕｃｈｔｈａｔｘ０ ＝

Ｄ（ｎ）ｋ＋１ｘ２ａｎｄｙ＝Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１ｘ２＋Ｄ

（ｎ）
ｋ ｘ１，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅ

ｅｘａｃｔｎｅｓｓａｔｉ＝ ｋ－１，ｔｈａｔ（１）ｙ＝ Ｄ（ｎ）ｋ＋１ｘ２ ＋

Ｄ（ｎ）


ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ｙ１， ｆｏｒｓｏｍｅ ｙ１ ∈ Ｈｋ．ＲａｎＤ
（ｎ）
ｋ＋１ ＝

Ｒａｎ（Ｄ（ｎ）ｋ＋１Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１ ）

１
２ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ （２） Ｄ（ｎ）ｋ＋１ｘ２ ＝

（Ｄ（ｎ）ｋ＋１Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１ ）

１
２ｘ′２ｆｏｒｓｏｍｅｘ′２∈ Ｈｋ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｘ３∈ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｋ ａｎｄｘ４∈Ｈｋ－１ｓｕｃｈｔｈａｔｘ′２ ＝ｘ３＋

Ｄ（ｎ）


ｋ ｘ４，ａｎｄｘ３∈ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｋ ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｆｏｒｓｏｍｅｘ５∈

Ｈｋ＋１，ｘ３ ＝Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１ｘ５∈ ＲａｎＤ

（ｎ）
ｋ＋１ ＝Ｒａｎ（Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１ ）

１
２．

Ｔｈｕｓ（３）ｘ３＝（Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１）

１
２ｙ２，ｆｏｒｓｏｍｅｙ２∈Ｈｋ．

Ｆｒｏｍ（１），（２）ａｎｄ（３），ｗｅｈａｖｅｙ＝Ｄ（ｎ）ｋ ｘ２ ＋

Ｄ（ｎ）


ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ｙ１＝（Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１）

１
２ｘ′２＋Ｄ（ｎ）



ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ｙ１＝Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１

Ｄ（ｎ）


ｋ＋１ｙ２ ＋ Ｄ
（ｎ）
ｋ Ｄ

（ｎ）
ｋ ｙ１ （ｓｉｎｃｅＤ

（ｎ）
ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ ＝０，

（Ｄ（ｎ）ｋ＋１Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１）

１
２Ｄ（ｎ）



ｋ ＝０），ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｙ＝Ｄ（ｎ）


ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ｙ１
＋Ｄ（ｎ）ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１ｙ２，ａｎｄｙ１，ｙ２∈Ｈｋ．

ＦｒｏｍＨｋ＝ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｋ ＲａｎＤ

（ｎ）
ｋ ，ｗｅｃａｎｃｈｏｏｓｅ

ｔｈａｔｙ１∈ＲａｎＤ
（ｎ）
ｋ ，ｙ２∈ＫｅｒＤ

（ｎ）
ｋ ．Ｈｅｎｃｅ，ｙ∈Ｈｋ，

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｙ２∈ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｋ ，ｙ１∈ＲａｎＤ

（ｎ）
ｋ ｓｕｃｈｔｈａｔｙ＝

（Ｄ（ｎ）


ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ＋ Ｄ（ｎ）ｋ＋１ Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１ ）（ｙ１ ＋ ｙ２）， ｗｈｅｎｃｅ

Ｄ（ｎ）


ｋ Ｄ（ｎ）ｋ ＋Ｄ
（ｎ）
ｋ＋１Ｄ

（ｎ）
ｋ＋１ ｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｏｎＨｋ．

Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｉｆＤ（ｎ）


ｉ Ｄ（ｎ）ｉ ＋Ｄ
（ｎ）
ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１ ｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ

ｏｎＨｉ，ｉ＝０，１，…，ｋ，ｔｈｅｎｆｏｒｘ∈ ＫｅｒＤ
（ｎ）
ｉ ，

（Ｄ（ｎ）


ｉ Ｄ（ｎ）ｉ ＋Ｄ
（ｎ）
ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１）ｘ＝Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１ ｘ，ｗｅｈａｖｅｘ

＝（Ｄ（ｎ）


ｉ Ｄ（ｎ）ｉ ＋Ｄ
（ｎ）
ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１
）－１Ｄ（ｎ）ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１ ｘ＝Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１

Ｄ（ｎ）


ｉ＋１ （Ｄ
（ｎ）
ｉ Ｄ（ｎ）ｉ ＋Ｄ（ｎ）ｉ＋１Ｄ

（ｎ）
ｉ＋１ ）

－１ｘ∈ ＲａｎＤ（ｎ）ｉ＋１，
ｗｈｅｎｃｅＫｅｒＤ（ｎ）ｉ ＝ＲａｎＤ

（ｎ）
ｉ＋１．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｈｉ（Ｔ，Ｈ）＝０，

ｉ＝０，１，…，ｋ，ｉ．ｅ．，０ σδ，ｋ（Ｔ，Ｈ）．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓ
ｔｈｅｐｒｏｏｆ．

ＬｅｔＡｉｊ∈ Ｌ（Ｈ１），Ｂ∈ Ｌ（Ｈ２），ｆｏｒ１≤ ｉ≤ ｍ，

１≤ ｊ≤ ｎ，ａｎｄＡ＝
Ａ１１ Ｂ … Ａ１ｎ Ｂ
 

Ａｍ１ Ｂ … Ａｍｎ









Ｂ
∈

Ｌ（Ｈ１ Ｈ２ Ｃｎ，Ｈ１ Ｈ２ Ｃｍ），ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
ａｕｎｉｔａｒｙｏｐｅｒａｔｏｒＵｍ∈ Ｌ（Ｈ１ Ｈ２ Ｃｍ，Ｈ１ Ｃｍ

Ｈ２）ｔｏｓａｔｉｓｆｙｔｈａｔＵｍ（（ｘ１ ｙ１，…，ｘｍ ｙｍ））＝
（ｘ１，０，…，０）ｙ１＋…＋（０，…，ｘｍ）ｙｍ，ａｎｄｓｕｃｈ
ｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｉａｇｒａｍｉｓｃｏｍｍｕｔｉｎｇ：

Ｈ１ Ｈ２ Ｃｎ →
Ａ

Ｈ１ Ｈ２ Ｃｍ

↓Ｕｎ ↓Ｕｍ

Ｈ１ Ｃｎ Ｈ２
Ａ′
→
Ｂ
Ｈ１ Ｃｍ Ｈ２

ｗｈｅｒｅＡ′＝
Ａ１１ … Ａ１ｎ
 

Ａｍ１ … Ａ









ｍｎ

∈ Ｌ（Ｈ１ Ｃｎ，Ｈ２

Ｃｍ）．Ｂｙｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｅｐａｒａｔｉｏｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｒｅｓｕｌｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２ ＳｕｐｐｏｓｅＨ１，Ｈ２ ａｒｅｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘ
Ｈｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅｓ，Ｔ＝（Ｔ１，…，Ｔｎ）∈ Ｌ（Ｈ１）
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