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ＦｏｒａｎｙｇｒａｐｈＧ，ｌｅｔω（Ｇ），α（Ｇ）， Ｇ ｄｅｎｏｔｅ
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ｉｎｔｅｇｅｒｓａｎｄｍ′ａｎｄｋ′ａｒｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ｉｆｒ＞ｓ，
ｔｈｅｎχｆ＝χｃ＝χ ＝（ｍ＋ｋ＋１）?２．



Ｗｅ ｓｈａｌｌｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｈｒｏｍａｔｉｃ
ｎｕｍｂｅｒｓｏｆｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｇｒａｐｈＧ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２）ｆｏｒ
ｏｔｈｅｒｐａｉｒｓｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓｍａｎｄｋ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ４ Ｉｆｍ＝２ｋｏｒ２ｋ＋２，ｔｈｅｎχｆ＝χｃ
＝（ｍ＋１）?２．
Ｐｒｏｏｆ Ｂｙｔｈｅｏｒｅｍ３［８］，χｆ＝（ｍ＋１）?２ｗｈｅｎｍ
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ｗｈｅｎｍ ≥ ２ｋ＋４．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（１），ｗｅｈａｖｅ
χｆ（Ｇｍ＋ｋ）≥ （ｍ＋ｋ＋１）?２．ＳｉｎｃｅｇｒａｐｈＧｍ＋ｋｉｓａ
ｓｕｂｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｇｒａｐｈＧ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２），ｉｔ
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１）?２ｗｈｅｎ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ）＝１．ＳｉｎｃｅｇｒａｐｈＧ（Ｚ，
Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２）ｉｓａｓｕｂｇｒａｐｈｏｆＧ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ），ｓｏχｃ≤
χｃ（Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ））＝（ｍ＋ｋ＋１）?２．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（１），χｆ＝χｃ＝（ｍ＋ｋ＋１）?２．
Ｌｅｍｍａ２ Ｓｕｐｐｏｓｅｍ≥２ｋ＋４，ｍ＋ｋ＋１＝

２ｒｍ′ａｎｄｋ＝２ｓｋ′，ｗｈｅｒｅｒａｎｄｓａｒｅｉｎｔｅｇｅｒｓ，ｍ′
ａｎｄｋ′ａｒｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ｉｆ１≤ ｒ≤ ｓ，ｔｈｅｎ
χｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）＞（ｍ＋ｋ＋１）?２．

Ｐｒｏｏｆ Ｓｉｎｃｅｍ＋ｋ＋１ｉｓｅｖｅｎａｎｄχｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）
＞χ（Ｇｍ＋２ｋ－１）－１，ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔχ（Ｇｍ＋２ｋ－１）
＞（ｍ ＋ ｋ＋１）?２．Ａｓｓｕｍｅｔｏｔｈｅｃｏｎｔｒａｒｙｔｈａｔ
χ（Ｇｍ＋２ｋ－１）≤（ｍ＋ｋ＋１）?２，ａｎｄｔｈａｔｃｉｓａｎ（ｍ＋
ｋ＋１）?２ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＧｍ＋２ｋ－１．
Ｆｏｒｅａｃｈｉｎｔｅｇｅｒｉｗｉｔｈ０≤ ｉ≤ ｋ－２，ｃｏｎｓｉｄｅｒ

ｔｈｅｓｕｂｇｒａｐｈｏｆＧｍ＋２ｋ－１ ｉｎｄｕｃｅｄｂｙｔｈｅｍ＋ｋ＋１
ｖｅｒｔｉｃｅｓ｛ｉ，ｉ＋１，…，ｉ＋ｍ＋ｋ｝．Ｔｈｅｎｔｈｅｓｕｂｇｒａｐｈ
ｈａｓａｎｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｎｕｍｂｅｒ２．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｅａｃｈｏｆｔｈｅ
（ｍ＋ｋ＋１）?２ｃｏｌｏｒｓｉｓｕｓｅｄａｔｍｏｓｔ，ａｎｄｔｈｕｓｅｘａｃｔｌｙ
ｔｗｉｃｅｉｎｔｈｉｓｓｕｂｇｒａｐｈ．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｖｅｒｔｉｃｅｓｉａｎｄｉ
＋ｍ＋ｋ＋１ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｃｏｌｏｒｓｆｏｒａｎｙｉ．Ｓｏｖｅｒｔｉｃｅｓ
ｉ＋ｋ＋１ａｎｄｉ＋ｋ＋２ａｒｅａｄｊａｃｅｎｔｔｏｖｅｒｔｅｘｉ＋ｍ＋
ｋ＋１．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｏｒｅａｃｈｊ∈Ｓ＝｛０，１，…，ｍ＋ｋ｝，
ｔｈｅｏｎｌｙｐｏｓｓｉｂｌｅｖｅｒｔｉｃｅｓｉｎＳｈａｖｉｎｇｔｈｅｓａｍｅｃｏｌｏｒａｓ
ｊａｒｅｊ＋ｋａｎｄｊ－ｋ．
ＣｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃｉｒｃｕｌａｎｔｇｒａｐｈＣ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ），

ｗｉｔｈｖｅｒｔｅｘｓｅｔＳａｎｄｉｎｗｈｉｃｈｖｅｒｔｅｘｉｉｓａｄｊａｃｅｎｔｔｏ
ｖｅｒｔｅｘｊｉｆｆｊ≡ ｉ＋ｋｏｒｉ－ｋ（ｍｏｄｍ＋ｋ＋１）．Ｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｉｎｔｈｅｐｒｅｃｅｄｉｎｇｐａｒａｇｒａｐｈ
ｔｈａｔｔｈｅｔｗｏｖｅｒｔｉｃｅｓｘａｎｄｙｉｎＳｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｃｏｌｏｒ
ｏｎｌｙｉｆｘｙｉｓａｎｅｄｇｅｏｆｇｒａｐｈＣ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ）．Ｓｉｎｃｅ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｏｆｅａｃｈｃｏｌｏｒｃｌａｓｓｗｉｔｈＳｃｏｎｔａｉｎｓ
ｅｘａｃｔｌｙｔｗｏｖｅｒｔｉｃｅｓ，ｔｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｉｎｄｕｃｅｓａｐｅｒｆｅｃｔ
ｍａｔｃｈｉｎｇｏｆＣ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ）．Ｈｏｗｅｖｅｒ，Ｃ（ｍ＋ｋ＋
１，ｋ）ｉｓｔｈｅｄｉｓｊｏｉｎｔｕｎｉｏｎｏｆｄｃｙｃｌｅｓｏｆｌｅｎｇｔｈ（ｍ＋ｋ
＋１）?ｄ，ｗｈｅｒｅｄ＝ｇｃｄ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ）．ＳｉｎｃｅＣ（ｍ＋
ｋ＋１，ｋ）ｈａｓａｐｅｒｆｅｃｔｍａｔｃｈｉｎｇ，ｅａｃｈｃｙｃｌｅｈａｓａｎ
ｅｖｅｎｌｅｎｇｔｈ．Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｒ＞ｓ，ｃｏｎｔｒａｒｙｔｏｔｈｅ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｒ≤ ｓ．Ｈｅｎｃｅ，χｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）＞（ｍ＋ｋ＋
１）?２．

Ｌｅｍｍａ３ Ｓｕｐｐｏｓｅｍ≥２ｋ＋４．Ｉｆｍ＋ｋ＋１ｉｓ
ｏｄｄａｎｄｇｃｄ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ）≠１，ｔｈｅｎχｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）＞
（ｍ＋ｋ＋１）?２．

Ｐｒｏｏｆ ＬｅｔＨｉ（０≤ ｉ≤ ｋ－２）ｄｅｎｏｔｅｔｈｅ
ｓｕｂｇｒａｐｈｏｆＧｍ＋２ｋ－１ｉｎｄｕｃｅｄｂｙｃｏｎｓｅｃｕｔｉｖｅｍ＋ｋ＋１
ｖｅｒｔｉｃｅｓ｛ｉ，ｉ＋１，…，ｉ＋ｍ＋ｋ｝ａｎｄｃｌｅａｒｌｙχｃ（Ｈｉ）
≥（ｍ＋ｋ＋１）?α（Ｈｉ）＝（ｍ＋ｋ＋１）?２．

Ｓｕｐｐｏｓｅχｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）＝（ｍ＋ｋ＋１）?２．Ｓｉｎｃｅｍ
＋ｋ＋１ａｎｄ２ａｒｅｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｐｒｉｍｅ，ｅｖｅｒｙ（ｍ＋ｋ＋１，
２）ｃｏｌｏｒｉｎｇｃｏｆＧｍ＋２ｋ－１，ｗｈｉｃｈｉｓａｌｓｏａｎ（ｍ＋ｋ＋１，
２）ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆＨｉ，ｉｓｏｎｔｏａｎｄｈｅｎｃｅｏｎｅｔｏｏｎｅｏｎ
ｇｒａｐｈＨｉ．Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｏｒｄｅｒｉｎｇｘ０，ｘ１，…，
ｘｍ＋ｋ，ｘ０ｏｆＶ（Ｈｉ）ｓｕｃｈｔｈａｔｃ（ｘｊ）＝ｊｆｏｒ０≤ ｊ≤ ｍ
＋ｋ．ＳｏＸ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｍ＋ｋ，ｘ０）ｉｓａｃｙｃｌｅｉｎｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔＨ′ｉｏｆＨｉ．Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ，ｄｕｅｔｏ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｉａｎｄｉ＋ｍ＋ｋ＋１ｈａｖｅｔｈｅｓａｍｅｃｏｌｏｒｓ，ｔｈｅ
ｏｎｌｙｐｏｓｓｉｂｌｅｖｅｒｔｉｃｅｓｈａｖｉｎｇｔｈｅｃｏｌｏｒｃ（ｉ）±１ｍｕｓｔ
ｂｅｉ＋ｋａｎｄｉ＋ｍ＋１≡ ｉ－ｋ（ｍｏｄｍ＋ｋ＋１）．Ｉｔ
ｍｅａｎｓｅａｃｈｘｉｘｉ＋１∈ Ｘｓａｔｉｓｆｉｅｓｘｉ－ｘｉ＋１≡±ｋ（ｍｏｄ
ｍ＋ｋ＋１）．
ＦｏｒｇｒａｐｈＨ０，ｌｅｔｍ＝ａｋ＋ｂ，ｗｈｅｒｅ０≤ｂ＜ｋ．

ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐａｔｈｓｍｕｓｔｂｅｏｎｔｈｅｃｙｃｌｅＸ：
Ｐｉ∶ｉ，ｋ＋ｉ，２ｋ＋ｉ，…，ａｋ＋ｉ，（ａ＋１）ｋ＋ｉ
０≤ ｉ≤ ｂ

Ｐｊ∶ｊ，ｋ＋ｊ，２ｋ＋ｊ，…，ａｋ＋ｊ

４６１ ＹｉｎＸｉａｎｇ，ａｎｄＷｕＪｉａｎｚｈｕａｎ



ｂ＋１≤ ｊ≤ ｋ－１
ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔＰｂＰｋ－１ｉｓａｐａｔｈｏｆｔｈｅｃｙｃｌｅ

Ｘ，ｓｏｉｓＰｂ－１Ｐｋ－２．Ｃｏｎｔｉｎｕｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｓｓ，ｗｅｈａｖｅ
ｔｈａｔＰ′ｔ ＝Ｐｂ＋１＋ｔＰｔ，ｗｈｅｒｅｔｈｅｉｎｄｅｘｂ＋１＋ｔｉｓ
ｔａｋｅｎｍｏｄｕｌｏｋ，ｉｓａｐａｔｈｏｆｔｈｅｃｙｃｌｅＸｆｏｒ０≤ ｔ≤
ｋ－１．Ｓｉｎｃｅｇｃｄ（ｍ＋ｋ＋１，ｋ）≠１，ｗｅｈａｖｅｇｃｄ（ｂ
＋１，ｋ）≠ １．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｓｅｐａｔｈｓＰ′ｔｆｏｒｍａｔｌｅａｓｔ
ｔｗｏｄｉｓｊｏｉｎｔｃｙｃｌｅｓ，ｃｏｎｔｒａｒｙｔｏｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｔｈａｔＸ
ｉｓａｃｙｃｌｅ．Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｃｄｏｅｓｎｏｔｅｘｉｓｔａｎｄ
χｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）＞（ｍ＋ｋ＋１）?２．

Ｔｈｅｏｒｅｍ６ Ｓｕｐｐｏｓｅｍ≥２ｋ＋４，ｍ＋ｋ＋１＝
２ｒｍ′ａｎｄｋ＝２ｓｋ′，ｗｈｅｒｅｒａｎｄｓａｒｅｉｎｔｅｇｅｒｓａｎｄｍ′
ａｎｄｋ′ａｒｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ｉｆｒ≤ ｓａｎｄｇｃｄ（ｍ＋ｋ＋１，
ｋ）≠１，ｔｈｅｎχｃ＝（ｍ＋ｋ＋２）?２．
Ｐｒｏｏｆ Ｓｉｎｃｅｔｈｅｏｒｅｍ３．６［３］ｓｈｏｗｅｄｔｈａｔχｃ（Ｇ

（Ｚ，Ｄｍ，ｋ））≤（ｍ＋ｋ＋２）?２ｗｈｅｎｍ≥２ｋ，ａｎｄｔｈｅ
ｄｉｓｔａｎｃｅｇｒａｐｈＧ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２）ｉｓａｓｕｂｇｒａｐｈｏｆｔｈｅ
ｄｉｓｔａｎｃｅｇｒａｐｈＧ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ），ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅχｃ ≤
χｃ（Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ））≤（ｍ＋ｋ＋２）?２．

Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｓｕｐｐｏｓｅχｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）＝ｐ?ｑ，
ｗｈｅｒｅｐａｎｄｑａｒｅｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｐｒｉｍｅ．Ｔｈｅｎ，ｐ≤
Ｇｍ＋２ｋ－１ ＝ ｍ ＋２ｋａｎｄｐ?ｑ＞（ｍ ＋ｋ＋１）?２
ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｌｅｍｍａ２ａｎｄｌｅｍｍａ３．Ｉｆｑ≥３，ｔｈｅｎｐ
＞（ｍ＋ｋ＋１）ｑ?２≥３（ｍ＋ｋ＋１）?２＞ｍ＋２ｋ，ａ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｈｅｎｃｅ，ｑ≤２ａｎｄｓｏχｃ≥χｃ（Ｇｍ＋２ｋ－１）
＝ｐ?ｑ≥（ｍ＋ｋ＋２）?２．Ｔｈｕｓ，χｃ＝（ｍ＋ｋ＋２）?２．
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｏｒｅｍｓ７－９．
Ｔｈｅｏｒｅｍ７ Ｉｆｍ＜２ｋ，ｔｈｅｎχｃ（Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１））

＝ｋ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ８ Ｉｆｍ＝２ｋ，２ｋ＋１，ｔｈｅｎχｃ（Ｇ（Ｚ，

Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１））＝（ｍ＋１）?２．
Ｔｈｅｏｒｅｍ９ Ｗｈｅｎｍ≥２ｋ＋２，ｍ＋ｋ＋１＝

２ｒｍ′ａｎｄｋ＝２ｓｋ′，ｗｈｅｒｅｒａｎｄｓａｒｅｉｎｔｅｇｅｒｓ，ｍ′
ａｎｄｋ′ａｒｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ｉｆｒ≤ ｓａｎｄｇｃｄ（ｍ＋ｋ＋１，
ｋ）≠１，ｔｈｅｎχｃ（Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１））＝（ｍ＋ｋ＋２）?２；
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，χｃ（Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１））＝（ｍ＋ｋ＋１）?２．

Ｒｅｍａｒｋｓ Ｂｙｕｓｉｎｇｓｉｍｉｌａｒｍｅｔｈｏｄ，ｗｅｍａｙ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ，ｔｈｅｃｉｒｃｕｌａｒ
ｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒａｎｄｔｈｅｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆｔｈｅ
ｄｉｓｔａｎｃｅｇｒａｐｈＧ（Ｚ，Ｄ）ｗｉｔｈｔｈｅｄｉｓｔａｎｃｅｓｅｔＤ ＝
１，２，…，{ }ｍ － ｋ，ｋ＋１，…，ｋ{ }′，ｗｈｅｒｅｋ′≤２ｋ－
１．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

１ Ｘ．Ｚｈｕ，Ｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｐｒｏｄｕｃｔｓｏｆｇｒａｐｈｓ，Ｊ．
ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．１６，ｐｐ．５５７－５６９，１９９２

２ Ｍ．Ｌａｒｓｅｎ，Ｊ．Ｐｒｏｐｐ，ａｎｄＤ．Ｕｌｌｍａｎ，Ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃ
ｎｕｍｂｅｒｏｆＭｙｃｉｅｌｓｋｉ’ｓｇｒａｐｈｓ，Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．１９，ｐｐ．
４１１－４１６，１９９５

３ Ｇ．Ｊ．Ｃｈａｎｇ，Ｄ．ＤＦ．Ｌｉｕ，ａｎｄＸ．Ｚｈｕ，ＤｉｓｔａｎｃｅＧｒａｐｈａｎｄ
Ｔｃｏｌｏｒｉｎｇ，Ｊ．Ｃｏｍｂｉｎ．ＴｈｅｏｒｙＢ，ｖｏｌ．７５，ｐｐ．２５９－２６９，
１９９９

４ Ｇ．Ｊ．Ｃｈａｎｇ，Ｌ．ＨｕａｎｇａｎｄＸ．Ｚｈｕ，Ｃｉｒｃｕｌａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍ
ｂｅｒｓａｎｄｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｓｏｆｄｉｓｔａｎｃｅｇｒａｐｈｓ，
Ｅｕｒｏｐ．Ｊ．Ｃｏｍｂｉｎ．，ｖｏｌ．１９，ｐｐ．４２３－４３１，１９９８

５ Ｊ．Ｃｈｅｎ，Ｇ．Ｊ．Ｃｈａｎｇ，ａｎｄＫ．Ｈｕａｎｇ，Ｉｎｔｅｇｒａｌｄｉｓｔａｎｃｅ
ｇｒａｐｈｓ，Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，ｖｏｌ．２５，ｐｐ．２８７－２９４，１９９７
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一类距离图的圆色数

殷 翔１ 吴建专２

（１南京化工大学应用数学系，南京 ２１０００９）
（２东南大学应用数学系，南京 ２１００９６）

摘 要 圆色数是图的一个重要参数．距离图 Ｇ（Ｚ，Ｄ）是具有顶点集 Ｚ＝｛０，±１，±２，…｝、距
离集 Ｄ，且满足顶点 ｘ与ｙ相邻的充要条件是 ｙ－ｘ∈Ｄ的无限图．本文确定了两类距离图
Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１）和 Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１．ｋ＋２）的圆色数．
关键词 距离图，分式色数，圆色数
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