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ｒｅｃａｌｌｔｈｅｏｕｔｌｉｎｅｓｏｆｔｈｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓ．Ｏｕｒｆｏｃｕｓｉｓｏｎ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｉｏｒｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ．

１．１ Ｂｏｕｎｄａｒｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ

Ｔｈｅ ｏｕｔｌｉｎｅ ｏｆｔｈｅ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆｂｏｕｎｄａｒｙ
ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｇｏｅｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ：
１）Ｃｒｅａｔｅｔｈｅｓｅｔｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｏｉｎｔｓｗｈｉｃｈ

ｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙａｎｄｔｈｅｓｐｅｃｉｆｉｅｄｐｏｉｎｔｓ；
２）Ｃｒｅａｔｅｔｈｅｆｏｕｒｐｏｉｎｔｓｄｅｆｉｎｉｎｇａｒｅｃｔａｎｇｌｅ

ｅｎｃｌｏｓｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｓｅｔ；
３）Ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｌｅｂｙｔｗｏｔｒｉａｎｇｌｅｓ；
４）Ｉｎｓｅｒｔｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｏｉｎｔｓａｎｄｇｅｔａｎｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ

ｉｎｃｌｕｄｉｎｇｔｈｅｓｅｐｏｉｎｔｓ；
５）Ｒｅｇｅｎｅｒａｔｅｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｅｄｇｅｓａｎｄｄｅｆｉｎｅｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｏｍａｉｎｓ；
６）Ｒｅｍｏｖｅｔｈｅｅｘｔｅｒｉｏｒｔｒｉａｎｇｌｅｓｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅ

ｂｏｕｎｄａｒｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ．
Ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ， ｗｅ ｕｓｅ

ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｔｏｄｅｒｉｖｅａｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｃｅｏｒｓｉｚｉｎｇ
ｓｐａｃｅｆｒｏｍｉｔ．Ｔｈｅｎｆｏｒａｐｏｉｎｔｐｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎ，ｗｅ
ｈａｖｅｈ（ｐ）ａｓｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｚｅｏｒｔｈｅｓｉｚｉｎｇｖａｌｕｅｆｏｒ
ｉｔ．Ｗｉｔｈｔｈｉｓｓｉｚｉｎｇｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅ
ｎｏｔｉｏｎｏｆｅｄｇｅｎｏｒｍａｌｌｅｎｇｔｈ．ＬｅｔＡａｎｄＢｂｅｔｈｅｔｗｏ
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓｏｆｅｄｇｅＡＢ，ｔｈｅｎｔｈｅｎｏｒｍａｌｌｅｎｇｔｈｏｆＡＢｉｓ
Ｌ（ＡＢ）＝２·ｄｉｓ（ＡＢ）?（ｈ（Ａ）＋ｈ（Ｂ））ｗｈｅｒｅｄｉｓ（ＡＢ）
ｉｓｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆＡＢ．Ａｎｄｗｅｓａｙａｔｒｉａｎｇｌｅｉｓ
ａｃｃｅｐｔａｂｌｅｉｆａｌｌｉｔｓｔｈｒｅｅｅｄｇｅｓ’ｎｏｒｍａｌｅｄｇｅｌｅｎｇｔｈｉｓ
ｌｅｓｓｔｈａｎａｇｉｖｅｎｃｒｉｔｅｒｉｏｎ（ 槡ｗｅｓｅｔｉｔｔｏｂｅ ２），
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅｕｎａｃｃｅｐｔａｂｌｅ．

１．２ Ｉｎｔｅｒｉｏｒｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ

Ｏｎｃｅ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ ｈａｓ ｂｅｅｎ
ｏｂｔａｉｎｅｄ，ｗｅｃｏｍｅｔｏｔｈｅｎｅｘｔｔａｓｋ：ｉｎｔｅｒｉｏｒｒｅｆｉｎｅｍｅｎｔ
ｗｈｉｃｈｉｎｃｌｕｄｅｓｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｉｎｎｅｒｆｉｅｌｄ ｐｏｉｎｔｓａｎｄ
ｉｎｓｅｒｔｉｎｇｔｈｅｍｉｎｔｏｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｓｈ．Ｆｏｒｔｈｉｓ，ｏｕｒ
ｍｅｔｈｏｄｉｓｕｓｉｎｇＡＦＴｔｏｇｅｎｅｒａｔｅｉｎｎｅｒｐｏｉｎｔｓｗｉｔｈ
ｏｐｔｉｍａｌｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄ ｉｎｓｅｒｔｔｈｅｍ ｉｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
Ｄｅｌａｕｎａｙｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

１）ＩｎｉｔｉａｌｉｚｅｔｈｅｆｒｏｎｔＦｉ（ｉ＝ ０）ｔｏｂｅｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙｅｄｇｅｓｏｆｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｍｅｓｈ，ａｎｄｍａｒｋａｌｌ

ｔｒｉａｎｇｌｅｓｔｏｂｅｕｎａｃｃｅｐｔａｂｌｅ．ＬｅｔＡｉｅｑｕａｌｔｏａｌｌｔｈｅ
ａｃｃｅｐｔａｂｌｅｅｌｅｍｅｎｔｓ，Ｕｉｅｑｕａｌｔｏａｌｌｔｈｅｕｎａｃｃｅｐｔａｂｌｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ．ＯｂｖｉｏｕｓｌｙＡ０ ＝Ｔ０（Ｔｉｉｓｔｈｅｔｒｉａｎｇｌｅｏｆｔｈｅ
ｉｔｈｓｔａｇｅ）．
２）Ｆｉｎｄａｎｏｐｔｉｍａｌｐｏｉｎｔｆｏｒｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｅ ｏｆ

Ｆｉ．ＯｎｃｅｔｈｅｆｒｏｎｔＦｉｉｓｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ，ａｎｏｐｔｉｍａｌｐｏｉｎｔｉｓ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｆｏｒｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｏｆＦｉ．Ｔｈｉｓｐｏｉｎｔｌｉｅｓｏｎ
ｔｈｅｓａｍｅｓｉｄｅｏｆｔｈｅｅｄｇｅｅ ａｓｔｈｅｕｎａｃｃｅｐｔａｂｌｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｌｅａｎｉｎｇｏｎｉｔ，ａｎｄｉｓｐｌａｃｅｄａｔａｐｏｓｉｔｉｏｎｗｈｉｃｈ
ｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｔｏｆｏｒｍａｎｏｐｔｉｍａｌｔｒｉａｎｇｌｅｗｉｔｈｅ．
Ｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｃｅａｎｄｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌｉｚｅ
ｌｅｎｇｔｈ，ｗｅｃａｒｒｙｏｕｔａｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔ
ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｐｏｉｎｔ．Ｔｈｅｓｅｐｏｉｎｔｓｆｏｒｍｔｈｅｐｏｉｎｔｓｃｌｏｕｄ
Ｎｉ＋１．
３）ＦｉｌｔｅｒｉｎｇｏｆｔｈｅＮｉ＋１．Ａｓｅｖｅｒｙｐｏｉｎｔｏｆｔｈｅ

Ｎｉ ＋１ｐｏｉｎｔｓｃｌｏｕｄｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｙｃｒｅａｔｅｄ，ａ
ｆｉｌｔｒａｔｉｏｎｍｕｓｔｂｅｐｅｒｆｏｒｍｅｄｔｏｒｅｍｏｖｅｆｒｏｍＮｉ＋１ａ
ｐｏｉｎｔｗｈｉｃｈｖｉｏｌａｔｅｓｔｈｅｓｉｚｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎ（ｖｉａｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌ
ｓｐａｃｅ）ｗｈｅｎｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈａｐｒｅｖｉｏｕｓｓｅｌｅｃｔｅｄｐｏｉｎｔ
ｆｒｏｍＮｉ＋１．
４）ＩｆｔｈｅｆｉｌｔｅｒｅｄｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄＮｉ＋１ｉｓｅｍｐｔｙ，ｇｏ

ｔｏｅｎｄ．
５）ＩｎｓｅｒｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｔａｉｎｅｄｐｏｉｎｔｓｉｎｔｏＴｉｖｉａｔｈｅ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＤｅｌａｕｎａｙｉｎｓｅｒｔｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｗｈｉｃｈｉｓａ
ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄＤｅｌａｕｎａｙｉｎｓｅｒｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｔｏ
ａｖｏｉｄｔｈｅｄｅｌｅｔｉｏｎｏｆａｎｅｘｉｓｔｉｎｇｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｅｎｔｉｔｙｌｉｋｅ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｐｏｉｎｔｓ，ｅｄｇｅｓ［４，２０－２２］．

６）ＵｐｄａｔｅｔｈｅｆｒｏｎｔＦｉａｎｄｇｏｔｏ２）．ＯｎｃｅｔｈｅＴｉ
ｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ，ｗｅｃｌａｓｓｉｆｙｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＴｉｉｎｔｏＡｉ
ａｎｄＵｉ．Ｔｈｅｎ：Ｆｉ：＝（ｆ：ｆ＝（ｋ１，ｋ２），ｗｈｅｒｅｋ１ｉｓｉｎ
Ａｉａｎｄｋ２ｉｓｉｎＵｉ），ｗｈｅｒｅ（ｋ１，ｋ２）ｉｎｄｉｃａｔｅｓａｐａｉｒｏｆ
ｎｅｉｇｈｂｏｒｉｎｇｅｌｅｍｅｎｔｓ，ｉ．ｅ．ｆｉｓａｎｅｄｇｅｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏ
ｅｌｅｍｅｎｔｓ，ｏｎｅｉｓａｃｃｅｐｔａｂｌｅ，ｔｈｅｏｔｈｅｒｉｓｕｎａｃｃｅｐ
ｔａｂｌｅ．

１．３ Ｍｅｓｈｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ

Ｔｈｅｏｕｔｌｉｎｅｏｆｔｈｅｍｅｓｈ ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｉｓａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：
１）Ｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｍｅｓｈｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｂｙｍｅｓｈ

ｒｅｌａｘａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ；
２） Ａｐｐｌｙ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｍｏｏｔｈｉｎｇ ｏｒ Ｌａｐａｃｉａｎ

ｓｍｏｏｔｈｉｎｇｔｏｓｍｏｏｔｈｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｍｅｓｈｔｏｒｅｃｏｖｅｒｔｈｅ
ｍｅｓｈｑｕａｌｉｔｙ；

３）Ｕｓｅｅｄｇｅｓｓｗａｐｐｉｎｇｔｏｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｌｙｏｐｔｉｍｉｚｅ
ｔｈｅｑｕａｌｉｔｙｏｆａｆｅｗｂａｄｌｙｓｈａｐｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｓ．

Ｎｏｗ，ｗｅｈａｖｅｃｏｍｐｌｅｔｅｄｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｏｕｒ
ＤｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｃｏｕｐｌｅｄｗｉｔｈＡＦＴ．

２ ＭｏｄｉｆｉｅｄＰａｖｉｎｇＭｅｔｈｏｄ

ＳｉｎｃｅｔｈｅｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｂｙＴｅｄＤ．Ｂｌａｃｋｅｒ［８］，

０７ ＷａｎＳｈｕｉ，ａｎｄＷａｎｇＤｅｓｈｅｎｇ



ｐａｖｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ ｂｙ ｍａｎｙ
ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ［１２，１３，１５，１６］．Ａｍｏｎｇｔｈｅｓｅｍｏｄｉｆｉｅｄｐａｖｉｎｇ
ｓｃｈｅｍｅｓ，ｔｈｅｔｙｐｉｃａｌｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔｄｅｖｅｌｏｐｅｄ
ａｎｄｍａｔｕｒｅｏｎｅｓｃｏｍｅｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

１）Ｉｎｐｕｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｎｏｄｅｌｏｏｐｓ；
２）Ｆｉｎｄｔｈｅｂｅｓｔｓｔａｒｔｉｎｇｌｏｏｐ；
３）Ｆｉｎｄｔｈｅｂｅｓｔｓｔａｒｔｉｎｇｅｄｇｅｏｆｔｈｅｌｏｏｐ；
４）Ｃｒｅａｔｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｆｏｒｔｈｅｓｅｌｅｃｔｅｄｅｄｇｅ；
５）Ｃｈｅｃｋｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ，ｉｆｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ

ｏｃｃｕｒｓ，ｓｏｌｖｅｉｔａｎｄｇｏｔｏ２）；ｅｌｓｅ，ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
６）Ｉｎｓｅｒｔｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｉｎｔｏｔｈｅｄａｔａｓｔｒｕｃｔｕｒｅ；
７）Ｐｅｒｆｏｒｍｌｏｃａｌｓｍｏｏｔｈｉｎｇｆｏｒｉｍｐｒｏｖｅｄｑｕａｌｉｔｙ；
８）Ｕｐｄａｔｅｔｈｅｌｏｏｐ；ｉｆｔｈｅｌｏｏｐｓａｒｅｎｏｔｅｍｐｔｙ

ｇｏｔｏ２）；
９）Ｇｌｏｂａｌｌｙｏｐｔｉｍｉｚｅｔｈｅｍｅｓｈ．
Ｔｗｏｋｅｙｓｔｅｐｓｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｏｃｅｄｕｒｅａｒｅ４）ａｎｄ

５）．Ｂｌａｃｋｅｒ’ｓｐａｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄｃｒｅａｔｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｌｏｃａｌｌｙ
ａｎｄｐｅｒｆｏｒｍｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｔｅｓｔｇｌｏｂａｌｌｙ，ｗｈｉｃｈｒｅｓｕｌｔｓｉｎ
ｃｒｅａｔｉｎｇｍｅｓｈｅｓｗｉｔｈｏｕｔｓｍｏｏｔｈｅｌｅｍｅｎｔｓｉｚｅｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ａｎｄ ｎｅｅｄｉｎｇ ｃｏｓｔｌｙ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ
ｃｈｅｃｋｉｎｇ［８］．ＯｗｅｎａｎｄＳ．Ｈ．Ｌｏｈａｖｅｄｏｎｅｇｏｏｄｊｏｂｓ
ｆｏｒｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ［１２，１３，１６］．Ｔｈｅｙｍａｋｅｕｓｅｏｆａｐｒｉｏｒ
ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｏｍａｉｎ ｔｏｇｏｖｅｒｎ ｔｈｅｓｉｚｉｎｇ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｐｅｒｆｏｒｍｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｃｒｅａｔｉｎｇｇｌｏｂａｌｌｙ，
ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｔｅｓｔｇｌｏｂａｌｌｙ． Ｂｕｔｔｈｉｓ ｉｎｄｉｒｅｃｔ
ｔｒｅａｔｍｅｎｔｒｅｑｕｉｒｅｓａｖｅｒｙｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄｄａｔａｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓｔｈｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｄｉｆｆｉｃｕｌｔｔｏｍａｎａｇｅ．
Ａｌｓｏｉｔｎｅｅｄｓａｄｄｉｔｉｏｎａｌｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｆｏｒｔｈｅ
ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｓｐｅｅｄｉｓ
ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｌｙｓｌｏｗ．

Ｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ：

１）Ｕｓｉｎｇａｂｏｕｎｄａｒｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｔｏｄｅｒｉｖｅａ
ｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｃｅｏｒｓｉｚｉｎｇｓｐａｃｅｔｏｇｏｖｅｒｎｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｉｚｉｎｇｇｌｏｂａｌｌｙ；

２）Ｕｓｉｎｇａｎｅｉｇｈｂｏｒｇｒｉｄａｎｄｔｈｅａｂｏｖｅｃｏｎｔｒｏｌ
ｓｐａｃｅｔｏｇｏｖｅｒｎｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｔｅｓｔａｎｄｐｅｒｆｏｒｍｔｈｅ
ｃｈｅｃｋｉｎｇｌｏｃａｌｌｙ，ｔｈｕｓｉｎｅｘｐｅｎｓｉｖｅｌｙ．

Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅａｂｏｖｅｔｗｏ
ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ．

２．１ Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｔｏｅｌｅｍｅｎｔｃｒｅａｔｉｏｎ

Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅｍａｋｅａＤｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙａｎｄｓｐｅｃｉｆｉｅｄｐｏｉｎｔｓ．Ａｎｄａｓｉｎｓｅｃｔｉｏｎ１，
ｕｓｉｎｇｔｈｉｓｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｗｅｄｅｒｉｖｅａｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｃｅ（ｏｒ
ｓｉｚｉｎｇｓｐａｃｅ）ｆｒｏｍｉｔａｎｄａｌｓｏｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆ
ｎｏｒｍａｌｅｄｇｅｌｅｎｇｔｈ．Ｔｈｅｎｆｏｒａｐｏｉｎｔｐｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎ，
ｗｅｈａｖｅｈ（ｐ）ａｓｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｚｅｆｏｒｉｔ；ｆｏｒａｎｅｄｇｅ
ＡＢｗｅｈａｖｅＬ（ＡＢ）ａｓｉｔｓｎｏｒｍａｌｅｄｇｅｌｅｎｇｔｈ．Ａｌｓｏ，
ｉｎｔｈｅｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅａｎｅｉｇｈｂｏｒｉｎｇｇｒｉｄＧ

ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｄｂｙａｓｅｔｏｆｕｎｉｆｏｒｍｒｅｃｔａｎｇｌｅｓ（ｗｅ
ｃａｌｌｔｈｅｓｅｒｅｃｔａｎｇｌｅｓｔｈｅｃｅｌｌｓｏｆＧ）ｗｈｏｓｅｓｉｄｅｓａｒｅ
ｐａｒａｌｌｅｌｔｏｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓａｘｉｓａｎｄｗｈｉｃｈｃｏｖｅｒｓｔｈｅ
ｗｈｏｌｅｄｏｍａｉｎ．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｗｉｔｈｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｅｐａｒａｔｉｏｎ，ｗｅｃｏｍｅｔｏ
ｅｌｅｍｅｎｔｅｄｇｅｓ’ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ．Ｉｎｏｕｒｓｔａｒｔｉｎｇｅｄｇｅ’ｓ
ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｍｅｔｈｏｄｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＯｗｅｎ［１３］．
Ｆｉｒｓｔｗｅｄｅｆｉｎｅａｓｔａｔｅｄｕａｌｆｏｒｅａｃｈｅｄｇｅｏｆｔｈｅｓｔａｒｔｉｎｇ
ｌｏｏｐ．Ｔｈｅｐｏｓｓｉｂｌｅｓｔａｔｅｓｉｎｃｌｕｄｅ（１，１），（１，０），（０，
１），（０，０）．Ｔｈｅｎｗｅｓｔａｒｔｆｒｏｍｔｈｅｅｄｇｅｓｗｉｔｈｓｔａｔｅｓ
（１，１），ｎｅｘｔ（１，０），（０，１），（０，０）ｉｎｏｒｄｅｒ．Ｌｅｔｅｉ（ａｓ
ｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１）ｂｅｔｈｅｓｔａｒｔｉｎｇｅｄｇｅａｎｄｐ，ｐｒａｒｅｉｔｓ
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ．ｐｌｉｓｔｈｅｌｅｆｔｐｏｉｎｔｏｆｐｏｎｔｈｅｌｏｏｐ．
Ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅ（０，０）
ｃａｓｅ，ｉ．ｅ．ｗｅｎｅｅｄｔｏｃｒｅａｔｅｔｈｒｅｅｅｄｇｅｓｅｌ（ｔｈｅｌｅｆｔ
ｏｎｅ），ｅｒ（ｔｈｅｒｉｇｈｔｏｎｅ），ｅｃ（ｔｈｅａｂｏｖｅｏｎｅ）．Ｔｏｔｈｉｓ
ｅｎｄ，ｗｅｆｉｒｓｔｃｒｅａｔｅｐ ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

１）Ｆｉｎｄｐ ｓａｔｉｓｆｉｎｇ：ｔｈｅｌｉｎｅｐｐｂｉｓｅｃｔｓｔｈｅ
ｉｎｎｅｒａｎｇｌｅａｎｇ１ａｎｄｄｉｓ（ｐｐ）＝ （ｄｉｓ（ｐｌｐ）＋
ｄｉｓ（ｐｐｒ））?２．０．

２）Ｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｎｏｒｍａｌｌｅｎｇｔｈ Ｌ（ｐｐ）．Ｉｆ
Ｌ（ｐｐ）ｉｓａｂｏｖｅ１．０，ｍｏｖｅｐ ｉｎｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｒｏｍ
ｐ ｔｏｐｕｎｔｉｌＬ（ｐｐ）ｉｓｎｅａｒ１．０；ｅｌｓｅ，ｍｏｖｅｐ ｉｎ
ｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｆｒｏｍ ｐｔｏｐ．Ｔｈｅｎ，ｉｎｔｈｅｓａｍｅ
ｍａｎｎｅｒ， ｗｅ ｃｒｅａｔｅ ｐ ｆｏｒ ｐｒ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｗｅ
ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙｍｏｖｅｐ ａｎｄｐ ｉｎｐｒｏｐｅｒｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
（ｂｅｇｉｎｎｉｎｇｆｒｏｍｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｐｍ ｏｆｔｈｅｅｄｇｅｐｐ）
ａｌｏｎｇｔｈｅｌｉｎｅｐｐ ｕｎｔｉｌＬ（ｐｐ）ｉｓｉｎｔｈｅ
ｒａｎｇｅ［１－ａ，１＋ａ］．Ｈｅｒｅ，ｗｅｌｅｔａｅｑｕａｌｔｏ０．２５．

Ｔｈｕｓ，ｗｅｆｏｒｍａｎｅｌｅｍｅｎｔｆｏｒｅｉｗｉｔｈｔｈｅａｂｏｖｅ
ｃｒｅａｔｅｄｔｈｒｅｅｅｄｇｅｓ．

Ｆｉｇ．１ Ｅｌｅｍｅｎｔｅｄｇｅｓ’ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

２．２ Ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｔｏｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｃｈｅｃｋ

ＢｅｃａｕｓｅｔｈｅｎｅｉｇｈｂｏｒｉｎｇｇｒｉｄＧｃｏｖｅｒｓｔｈｅｅｎｔｉｒｅ
ｄｏｍａｉｎ，ｗｅｃａｎａｓｓｏｃｉａｔｅｗｉｔｈｅａｃｈｃｅｌｌｏｆＧ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙｐｏｉｎｔｓａｎｄｎｅｗｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｉｅｌｄｐｏｉｎｔｓ．Ｆｏｒ
ａｐｏｉｎｔｐ，ｗｅｆｉｎｄｔｈｅｃｅｌｌｗｈｉｃｈｐｉｓｉｎａｎｄａｓｓｏｃｉａｔｅ
ｔｈｅｃｅｌｌｗｉｔｈｉｔ．Ｔｈｕｓ，ｕｓｉｎｇＧｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｃｈｅｃｋ．

Ｆｏｒａｎｅｗｌｙｃｒｅａｔｅｄｅｄｇｅｅ．ｇ．ｅｌ（ｓｅｅＦｉｇ．１），ｗｅ
ｆｉｒｓｔｆｉｎｄｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｃｅｌｌｓｓｅｔｇ ｗｈｉｃｈｃｏｖｅｒｓｔｈｅ
ｅｄｇｅｅｌ；ｔｈｅｎｗｅｕｓｅｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｐａｃｅｔｏｄｅｒｉｖｅｔｈｅ

１７ＭｅｓｈＧｅｎｅｒａｔｉｏｎｆｏｒＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＥｌｅｃｔｒｉｃＭａｃｈｉｎｅｓ



ｍａｘｉｍｕｍｅｌｅｍｅｎｔｓｉｚｅｈｍ ａｎｄｗｉｔｈｈｍ，ｗｅｄｅｆｉｎｅ
ａｎｏｔｈｅｒｃｅｌｌｓｓｅｔｇ ｗｈｉｃｈｉｎｃｌｕｄｅｓｇ ａｎｄｈａｓａ
ｒａｄｉｕｓｌａｒｇｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆｇｂｙｈｍ．Ｔｈａｔｉｓｔｏｓａｙ，ｉｆａ
ｐｏｉｎｔｐｌｉｅｓｏｕｔｓｉｄｅｇ，ｉｔｈａｓｎｏｅｄｇｅｓ（ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ
ｐ）ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇｔｈｅｅｄｇｅｅｌ．Ｆｒｏｍｇ，ｗｅｆｉｎｄｔｈｅｓｅｔ
Ａｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｄｂｙｔｈｅｐｏｉｎｔｓｗｈｉｃｈａｒｅｉｎｇ．Ｆｉｎａｌｌｙ，
ｆｏｒｅａｃｈｐｏｉｎｔｑｏｆＡ，ｗｅｐｅｒｆｏｒｍｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｔｅｓｔ
ｏｆｔｈｅｅｄｇｅｓ（ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｑ）ｗｉｔｈｔｈｅｅｄｇｅｅｌ，ａｎｄｓｔｏｒｅ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｅｄｇｅｓｆｏｒｌａｔｅｒｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｔｒｅａｔｍｅｎｔｓｉｆ
ｔｈｅｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｏｃｃｕｒｓ．ＩｆｎｏｐｏｉｎｔｏｆＡｈａｓｅｄｇｅｓ
ｗｈｉｃｈｉｎｔｅｒｓｅｃｔｅｌ，ｗｅｓａｙｅｌｈａｓｎｏｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｌｏｏｐ．Ｉｎｔｈｉｓｍａｎｎｅｒ，ｗｅｃａｎｐｅｒｆｏｒｍｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｃｈｅｃｋｉｎｇｌｏｃａｌｌｙ，ｎｏｔｇｌｏｂａｌｌｙ，ｔｈｕｓｍｏｒｅ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｔｈａｎｂｅｆｏｒｅ．

Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｔｗｏ ｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｓ， ｗｅ ｃａｎ
ｇｅｎｅｒａｔｅ ｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌｓ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｇｌｏｂａｌｌｙ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄａｎｄｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｃｈｅｃｋｌｏｃａｌｌｙｐｅｒｆｏｒｍｅｄ．
Ｈｅｎｃｅ，ｉｎｔｈｉｓｍｏｄｉｆｉｅｄｐａｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ｗｅｃａｎ
ｇｅｎｅｒａｔｅｈｉｇｈｑｕａｌｉｔｙｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌｍｅｓｈｅｓｗｉｔｈｌａｒｇｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓｉｚｅｒａｔｉｏｓｒｏｂｕｓｔｌｙａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ．

３ ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎＥｘａｍｐｌｅｓ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｔｗｏｍｅｓｈｉｎｇｅｘａｍｐｌｅｓ
ｆｏｒｅｌｅｃｔｒｉｃｍａｃｈｉｎｅｓ．Ｏｎｅｉｓａｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍｅｓｈ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄｉｎｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄｍｅｔｈｏｄｏｆＤｅｌａｕｎａｙ
ｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｃｏｕｐｌｅｄｗｉｔｈＡＦＴ．Ｆｉｇ．２ｓｈｏｗｓａｑｕａｒｔｅｒ
ｏｆｔｈｅｍｅｓｈ．Ｔｈｅｏｔｈｅｒｉｓａｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌｍｅｓｈ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄｉｎｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄｐａｖｉｎｇｍｅｔｈｏｄ．Ｆｉｇ．３ｓｈｏｗｓ
ａｐａｒｔｏｆｔｈｅｍｅｓｈ．Ｔｈｅｓｅｔｗｏｅｘａｍｐｌｅｓｏｂｖｉｏｕｓｌｙ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓａｎｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｏｕｒｔｗｏ
ｍｏｄｉｆｉｅｄｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．

Ｆｉｇ．２ Ａｑｕａｒｔｅｒｏｆａｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍｅｓｈｏｆａｎｅｌｅｃｔｒｉｃｍａｃｈｉｎｅ
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电机有限元分析的网格生成
万 水 王德生

（东南大学交通学院，南京 ２１００９６） （中国科学院数学与系统科学研究院数学研究所，北京 １０００８０）

摘 要 该文描述了电机有限元分析中的２种修正的三角形和四边形网格的生成方法．一种是结
合经典的Ｄｅｌａｕｎａｒｙ方法和波前法产生优化的三角形网格，另一种是结合传统的铺砖法和 Ｄｅｌａｕｎａｒｙ
三角形方法来生成优化的四边形网格．这２种网格生成方法已成功地用于多种电机模型的网格划
分，证实了该方法的可靠性与有效性．
关键词 波前法，自动网格生成，Ｄｅｌａｕｎａｒｙ三角形生成，铺砖法
中图分类号 Ｏ２４２．２１
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