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ｈ（θ）－ｈ（ρ）≤ ｌρ θ－ρ θ∈ Ｒ （３）
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ｃａｓｅｓ，ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，

１）ＷｈｅｎｇｉｉｓｔｈｅＳｉｇｍｏｉｄｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｆｉ（ｘ）＝ｘ，
ｉ∈ ｛１，２，…，ｎ｝，ｍｏｄｅｌ（１）ｔｕｒｎｓｔｏａＨｏｐｆｉｅｌｄ
ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ；

２）Ｗｈｅｎｇｉｉｓｐｉｅｃｅｗｉｓｅｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｆｉ（ｘ）＝
ｘ，ｉ∈ ｛１，２，…，ｎ｝，ｍｏｄｅｌ（１）ｔｕｒｎｓｔｏａＣｅｌｌｕｌａｒ
ｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ［１８，１９］；

３）ＷｈｅｎＤｉｓａｎｉｄｅｎｔｉｔｙｍａｔｒｉｘ，ｆｉ（ｘ）＝ｘ，ｎ
ｉｓａｎｅｖｅｎｎｕｍｂｅｒａｎｄｔｈｅｗｅｉｇｈｔｍａｔｒｉｃｅｓＴ ＝
０ Ｔ１
Ｔ２( )０ ，ａｎｄＴ１，Ｔ２ａｒｅ（ｎ／２）×（ｎ／２）ｍａｔｒｉｃｅｓ，
ｍｏｄｅｌ（１） ｒｅｄｕｃｅｓｔｏａＢｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ
ｍｅｍｏｒｙ（ＢＡＭ）ｎｅｔｗｏｒｋ［２０］．

Ｉｆｇ∈ ＰＬＩ，ｔｈｅｎｔｈｅｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅ
ｒｉｇｈｔｈａｎｄｏｆｓｙｓｔｅｍ（１），－Ｄｆ（ｘ）＋Ｔｇ（ｘ）＋Ｉ，
ｓａｔｉｓｆｉｅｓａｌｏｃａｌＬｉｐｓｃｈｉｔｚｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．Ｂｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍｏｆ
ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｆｏｒｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ
ｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ（ＯＤＥ）［２１］，ｆｏｒａｎｙｘ０
∈Ｒｎ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ
ｓｙｓｔｅｍ（１）ｄｅｎｏｔｅｄｂｙｘ（ｔ，ｘ０）ｆｏｒｔ∈ ［０；ｔ（ｘ０））
ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｘ（０；ｘ０）＝ｘ０，ｗｈｅｒｅｔ（ｘ０）∈（０，＋∞）
ｏｒｔ（ｘ０） ＝＋ ∞ ｓｕｃｈｔｈａｔ［０，ｔ（ｘ０））ｉｓｔｈｅ
ｍａｘｉｍａｌｒｉｇｈｔｅｘｉｓｔｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｘ（ｔ；
ｘ０）．Ｉｔｗｉｌｌｂｅｆｏｕｎｄ，ｉｎｓｅｃｔｉｏｎ２，ｔｈａｔｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｘ（ｔ；ｘ０）ｉｓａｃｔｕａｌｌｙｂｏｕｎｄｅｄｆｏｒｔ∈［０，ｔ（ｘ０））．Ｂｙ
ｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＯＤＥ，ｗｅ
ｃａｎｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｔ（ｘ０）＝＋∞．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓｏｆｓｔａｂｉｌｉｔｙ，ｗｅｗｉｌｌｄｅｎｏｔｅｘ（ｔ；ｘ０）ｆｏｒｔ
∈ ［０，＋∞）ａｓｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（１）

ｕｎｉｑｕｅｌｙｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｘ（０；ｘ０）
＝ｘ０∈ Ｒｎ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｗｅｗｉｌｌｕｓｅｔｗｏｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｎｏｒｍｓｏｆｖｅｃｔｏｒｘｉｎＲｎ，ｉ．ｅ．，

 
ｘ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘ２( )ｉ １／２

ａｎｄ

 

ｘ１ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１ Ａｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｘ ∈ Ｒｎｏｆ
ｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１），ｉ．ｅ．，ｉｔ
ｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅａｌｇｅｂｒａｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ－Ｄｆ（ｘ）＋Ｔｇ（ｘ）
＋Ｉ＝０．Ｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｘ ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅＧＥＳｉｆｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｔｗｏｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓα ＞０ａｎｄβ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｆｏｒａｎｙｘ０∈ Ｒｎａｎｄｔ∈［０，＋∞）

ｘ（ｔ；ｘ０）－ｘ
  ≤α ｘ０－ｘ

  ｅｘｐ（－βｔ）
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２ Ｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅＡＥＳＴｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｃｌａｓｓＰＬＩｉｆｉｔｐｏｓｓｅｓｓｅｓａＧＥＳ
ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｆｏｒｅｖｅｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎｇ∈ ＰＬＩ，ｅｖｅｒｙ
ｉｎｐｕｔｖｅｃｔｏｒＩ∈ Ｒｎ，ａｎｄａｎｙｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘ
Ｄ．
ＩｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔａｎＡＥＳＴｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓｙｓｔｅｍ

（１）ｉｓＡＢＳＴｂｅｃａｕｓｅｔｈｅＧＥＳｐｒｏｐｅｒｔｙｉｍｐｌｉｅｓｔｈｅＧＡＳ
ｏｎｅ．

ＦｏｒｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＡＥＳＴｒｅｓｕｌｔｏｆｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ
ｍｏｄｅｌ（１）ｉｎｓｅｃｔｉｏｎ２，ｗｅｒｅｑｕｉｒｅｓｏｍｅｋｎｏｗｌｅｄｇｅｉｎ
ｍａｔｒｉｘｔｙｐｅｓｗｉｔｈ ｔｈｅｉｒｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓａｎｄ ｓｏｍｅ
ｃｏｎｃｅｐｔｓｆｒｏｍｄｅｇｒｅｅｔｈｅｏｒｙ．Ｔｈｅｉｒｄｅｔａｉｌｓｃａｎｂｅｆｏｕｎｄ
ｉｎＲｅｆ．［９］ａｎｄｉｔｓｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｔｈｅｒｅｉｎ．

２ ＡＥＳＴＲｅｓｕｌｔａｎｄＩｔｓＰｒｏｏｆ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｇｉｖｅｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ １ Ｉｆ－ Ｔ ｉｓａｎ Ｈｍａｔｒｉｘｗｉｔｈ

ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｄｉａｇｏｎａｌｅｌｅｍｅｎｔｓ， ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓＡＥＳＴｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｃｌａｓｓ
ＰＬＩ．

Ｐｒｏｏｆ Ｆｉｘｇ∈ ＰＬＩ，Ｉ∈ Ｒｎａｎｄｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘＤ．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ－ＴｉｓａｎＨｍａｔｒｉｘ
ｗｉｔｈ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｄｉａｇｏｎａｌ ｅｌｅｍｅｎｔｓ． Ｔｈｅｎ， ｉｔｓ
ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｍａｔｒｉｘΜ（－Ｔ）ｉｓａｎＭｍａｔｒｉｘｗｈｉｃｈ
ｄｉａｇｏｎａｌｅｌｅｍｅｎｔｓａｒｅ－Ｔｉｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）．Ｔｈｕｓ，ｆｏｒ
ａｎｙｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘＫ＝ｄｉａｇ（Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ）
ｔｈｅｍａｔｒｉｘΜ（－Ｔ）＋ＫｉｓａｎｏｎｓｉｎｇｕｌａｒＭｍａｔｒｉｘ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｔｓｔｒａｎｓｐｏｓｉｔｉｏｎ（Μ（－Ｔ）＋Ｋ）Ｔｉｓａｌｓｏ．
ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘΛ
＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ

λｊＴｊｊ＋∑
ｉ≠ｊ
λｉ Ｔｉｊ ＜λｊＫｊ ｊ＝１，２，…，ｎ （４）

Ｓｔｅｐ１ ＬｅｔＨ（ｘ）＝Ｄｆ（ｘ）－Ｔｇ（ｘ）－Ｉ（ｘ∈
Ｒｎ），ｔｈｅｎｘ ∈ Ｒｎｉｓａｎｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋ
ｓｙｓｔｅｍｔｈｅｆｏｒｍＨ（ｘ）＝Ｄｆ（ｘ）－ＴＧ（ｘ）＋Ｖ，ｗｈｅｒｅ
ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎＧ（ｘ）＝（Ｇ１（ｘ１），Ｇ２（ｘ２），…，Ｇｎ（ｘｎ））Ｔ

＝ｇ（ｘ）－ｇ（０）∈ＰＬＩｓａｔｉｓｆｙｉｎｇＧ（０）＝０，ａｎｄｔｈｅ

０６１ ＳｕｎＣｈａｎｇｙｉｎ，ＦｅｉＳｈｕｍｉｎ，ａｎｄＦｅｎｇＣｈｕｎｂｏ



ｖｅｃｔｏｒＶ＝（Ｖ１，Ｖ２，…，Ｖｎ）Ｔ ＝－Ｔｇ（０）－Ｉ∈ Ｒｎ．
Ｓｉｎｃｅｇ∈ ＰＬＩ，ｂｙ（２）ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｃｏｎｓｔａｎｔｓｌｉ＞０（ｉ＝１，２，…，ｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ
Ｇｉ（ｘｉ） ＝ ｇｉ（ｘｉ）－ｇｉ（０）≤ ｌｉ ｘｉ

ｆｏｒｘｉ∈ Ｒａｎｄｉ＝１，２，…，ｎ．Ｗｅｃａｎｓｅｌｅｃｔｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘＫａｓＫｊ＝ｄｊ／２ｌｊ＞０（ｊ＝１，
２，…，ｎ）ｆｏｒｗｈｉｃｈｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（４）ｈｏｌｄｓｆｏｒｓｏｍｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘΛ ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）．

Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｎｏｎｅｍｐｔｙ，ｂｏｕｎｄｅｄａｎｄｏｐｅｎｓｕｂｓｅｔ

Ωｒ＝｛ｘ∈Ｒｎ

 

ｘ１＜ｒ｝｛０｝ｆｏｒｓｏｍｅｒ＞０ａｎｄ

ｔｈｅｈｏｍｏｔｏｐｙｈ（ｘ；λ）＝ ［ｈ１（ｘ；λ），ｈ２（ｘ；λ），…，
ｈｎ（ｘ；λ）］Ｔ∈ Ｒｎｄｅｆｉｎｅｄａｓ

ｈ（ｘ；λ）＝λｆ（ｘ）＋（１－λ）Ｈ（ｘ）
ｘ∈珡Ωｒ，λ∈［０，１］

ｗｈｅｒｅ珡Ωｒ＝｛ｘ∈ Ｒｎ

 

ｘ１≤ ｒ｝．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，

ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｒ＞０，ｈ（ｘ；λ）

≠０ｆｏｒｘ∈Ωｒ＝｛ｘ∈Ｒｎ

 

ｘ１＝ｒ｝ａｎｄλ∈［０，

１］．
Ｌｅｔｔｈｅｓｉｇｎｕｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｇｎ（ρ）（ρ ∈ Ｒ）ｂｅ

ｄｅｆｉｎｅｄａｓ１ｉｆρ ＞０；０ｉｆρ ＝０；ａｎｄ－１ｉｆρ ＜０．
Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｓｇｎ（ｘｉ）ｈｉ（ｘ；λ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｓｇｎ（ｘｉ）［λ＋（１－λ）ｄｉ］ｆ（ｘｉ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｓｇｎ（ｘｉ）（λ－１）∑

ｎ

ｊ＝１
ＴｉｊＧｊ（ｘｊ）＋（１－λ）Ｖ[ ]ｉ ≥

∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ［λ＋（１－λ）ｄｊ］ｘｊ －（１－λ）∑

ｎ

ｊ＝１
λｊＴｊｊ Ｇｊ（ｘｊ）－

（１－λ）∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｉ≠ｊ
λｉ Ｔｉｊ Ｇｊ（ｘｊ）－θ≥

∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ［λ＋（１－λ）ｄｊ］ｘｊ －（１－λ）∑

ｎ

ｊ＝１
λｊＫｊ Ｇｊ（ｘｊ）－

θ≥∑
ｎ

ｊ＝１
λｊλ＋

１
２（１－λ）ｄ[ ]ｊ ｘｊ －θ≥ω

 

ｘ１－θ

ｗｈｅｒｅθ ＝ （１－λ）∑
ｎ

ｊ＝１
λｊ Ｖｊ ≥ ０ａｎｄω ＝

ｍｉｎ
ｊ＝１，２，…，ｎ

（ｍｉｎ（λｊ／２，λｊｄｊ／４））＞０．

Ｔｈｕｓ，ｉｆｒ＞θ／ω，ｆｒｏｍｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｂｏｖｅ，
ｔｈｅｎｗｅｃａｎｇｅｔｔｈａｔｆｏｒｘ∈Ωｒａｎｄλ∈ ［０，１］，

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｓｇｎ（ｘｉ）ｈｉ（ｘ；λ）＞０，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｈ（ｘ；

λ）≠０．Ｂｙｔｈｅｈｏｍｏｔｏｐｙｉｎｖａｒｉａｎｃｅｐｒｏｐｅｒｔｙ，ｗｅｈａｖｅ
ｔｈａｔｄ（ｈ（ｚ；０）；０，Ωｒ）＝ ｄ（ｈ（ｚ；１）；０，Ωｒ），ｉ．ｅ．，
ｔｈａｔｄ（Ｈ；０，Ωｒ）＝ｄ（ｉｄ；０，Ωｒ）＝１≠ ０．Ｔｈｕｓ，
Ｈ（ｘ）＝０ｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎΩｒＲｎ．Ｎｏｗ，
ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｔｍｏｓｔｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＨ（ｘ）＝０
ｉｎＲｎｂｙｔｈｅｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｘ（１）＝
（ｘ（１）１ ，ｘ

（１）
２ ，…，ｘ

（１）
ｎ ）

Ｔ∈ Ｒｎａｎｄｘ
（２）＝（ｘ（２）１ ，ｘ

（２）
２ ，…，

ｘ（２）ｎ ）Ｔ∈ ＲｎｂｅｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＨ（ｘ）＝０．

Ｔｈｉｓｍｅａｎｓ
Ｄｆ（ｘ（１））－Ｔｇ（ｘ（１））－Ｉ＝

Ｄｆ（ｘ（２））－Ｔｇ（ｘ（２））－Ｉ＝０
ａｎｄｈｅｎｃｅ

（－Ｔ）ｇｘ（２( )） －ｇｘ（１( )[ ]） ＝
Ｄ［ｆ（ｘ（１））－ｆ（ｘ（２））］≠０

Ｌｅｔ珓ｘ＝（珓ｘ１，珓ｘ２，…，珓ｘｎ）Ｔ＝ｇ（ｘ（２））－ｇ（ｘ（１））∈Ｒｎ，
ｔｈｅｎ（－Ｔ）珓ｘ≠０ａｎｄｈｅｎｃｅ珓ｘ≠０．Ｓｉｎｃｅ－Ｔ∈Ρ０，
ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｉｎｄｅｘｉ∈｛１，２，…，ｎ｝ｓｕｃｈｔｈａｔ珓ｘｉ＝
ｇｉ（ｘ

（２）
ｉ ） － ｇｉ（ｘ

（１）
ｉ ）≠ ０ ａｎｄ珓ｘｉ（－ Ｔ珓ｘ）ｉ ＝

ｄｉ珓ｘｉ［ｆ（ｘ（１）ｉ ）－ｆ（ｘ（２）ｉ ）］≥ ０．Ｔｈｅｌａｓｔｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｓ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ珓ｘｉ［ｘ（１）ｉ －ｘ（２）ｉ ］≥ ０ｂｅｃａｕｓｅｏｆｄｉ＞０
ａｎｄ［ｆ（ｘ（１）ｉ ）－ｆ（ｘ

（２）
ｉ ）］［ｘ

（１）
ｉ －ｘ

（２）
ｉ ］≥０．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，

ｎｏｔｉｎｇｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｘ（１）ｉ －ｘ
（２）
ｉ ≠０ｆｒｏｍ珓ｘｉ≠０，ｗｅ

ｋｎｏｗｔｈａｔ珓ｘｉ［ｘ（１）ｉ －ｘ（２）ｉ ］≠ ０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｓｈｏｕｌｄ
ｈａｖｅ珓ｘｉ［ｘ（１）ｉ －ｘ（２）ｉ ］＞０，ｉ．ｅ．，ｔｈａｔ［ｇｉ（ｘ

（２）
ｉ ）－

ｇｉ（ｘ
（１）
ｉ ）］［ｘ

（１）
ｉ －ｘ

（２）
ｉ ］＞０．Ｔｈｉｓｉｓｉｎｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ

ｗｉｔｈｔｈｅｍｏｎｏｔｏｎｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｇｉ（ｘｉ）．
Ａｔｔｈｉｓｐｏｉｎｔ，ｗｅｈａｖｅｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋ

ｓｙｓｔｅｍ（１）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｗｈｉｃｈｃａｎ
ｂｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙｘ ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）Ｔ∈ Ｒｎ．

Ｓｔｅｐ２ Ｆｏｒａｎｙｘ０∈ Ｒｎ，ｌｅｔｘ（ｔ；ｘ０）ｆｏｒｔ∈
［０，ｔ（ｘ０））ｂｅｔｈｅｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ
ｓｙｓｔｅｍ （１） ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｙｓｔｅｍ（１）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｘ（０；ｘ０）＝ｘ０，ｗｈｅｒｅｔ（ｘ０）∈（０，＋∞）ｏｒｔ（ｘ０）
＝＋∞ ｓｕｃｈｔｈａｔ［０，ｔ（ｘ０））ｉｓｔｈｅｍａｘｉｍａｌｒｉｇｈｔ
ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｉｎｔｅｒｖａｌｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｘ（ｔ；ｘ０）．Ｌｅｔｚ（ｔ）＝
（ｚ１（ｔ），ｚ２（ｔ），…，ｚｎ（ｔ））Ｔ＝ｘ（ｔ；ｘ０）－ｘ ∈ Ｒｎｆｏｒ
ｔ∈ ［０，ｔ（ｘ０））．Ｔｈｅｎ，ｚ（ｔ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ＯＤＥｏｆｔｈｅｆｏｒｍ

ｄｚ（ｔ）／ｄｔ＝－Ｄ珋ｆ（ｚ（ｔ））＋Ｔ珔ｇ（ｚ（ｔ））
ｔ∈［０，ｔ（ｘ０）） （５）

ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｚ（０）＝ｘ０－ｘ，ｗｈｅｒｅｔｈｅ
ｖｅｃｔｏｒｖａｌｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎ珋ｆ（ｚ）＝（珋ｆ１（ｚ１），珋ｆ２（ｚ２），…，
珋ｆｎ（ｚｎ））Ｔ∈ Ｒｎｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ珋ｆ（ｚ）＝珋ｆ（ｚ＋ｘ）－
珋ｆ（ｘ）ａｎｄ珔ｇ（ｚ）＝（珔ｇ１（ｚ１），珔ｇ２（ｚ２），…，珔ｇｎ（ｚｎ））Ｔ∈
Ｒｎｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ珔ｇ（ｚ）＝珔ｇ（ｚ＋ｘ）－珔ｇ（ｘ）ｆｏｒｚ＝
（ｚ１，ｚ２，…，ｚｎ）Ｔ∈Ｒｎｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ珋ｆ（０）＝０ａｎｄ珔ｇ（０）＝
０，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｆｒｏｍｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｏｆｇ∈
ＰＬＩ，ｂｙ（３）ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓμｉ＞０（ｉ＝
１，２，…，ｎ）ｓｕｃｈｔｈａｔ

珔ｇｉ（ｚｉ） ＝ ｇｉ（ｚｉ＋ｘｉ）－ｇｉ（ｘｉ）≤μｉ ｚｉ
ｆｏｒｚｉ∈ Ｒａｎｄｉ＝１，２，…，ｎ．Ｉｎｗｈａｔｆｏｌｌｏｗｓ，ｗｅ
ｗｉｌｌｔａｋｅｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘＫ ａｓＫｊ ＝
ｄｊ／（２μｊ）＞０（ｊ＝１，２，…，ｎ）ｆｏｒｗｈｉｃｈｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘΛ ＝ ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）

１６１ＡｂｓｏｌｕｔｅＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＳｔａｂｉｌｉｔｙｏｆＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｙｎａｍｉｃａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ



ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（４）．
Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｖ（ｚ） ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ ｚｉ ｆｏｒｚ∈ Ｒｎ．Ｄｅｆｉｎｅｔｈｅｒｉｇｈｔａｎｄｕｐｐｅｒ

ＤｉｎｉｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆＶ（ｚ）ａｌｏｎｇｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｚ（ｔ）ｂｙ
ｄ＋Ｖ（ｚ（ｔ））

ｄｔ ＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｓｕｐ［Ｖ（ｚ（ｔ＋ｈ））－

Ｖ（ｚ（ｔ））］／ｈ
ＣｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅＤｉｎｉｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆＶ（ｚ）ａｌｏｎｇｔｈｅ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｚ（ｔ）ｆｏｒｔ∈［０，ｔ（ｘ０）），ｗｅｈａｖｅ
ｄ＋Ｖ（ｚ（ｔ））
ｄｔ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｓｇｎ（ｚｉ（ｔ））－ｄｉ珋ｆ（ｚｉ（ｔ））[ ＋

∑
ｎ

ｊ＝１
×Ｔｉｊ珋ｇｊ（ｚｊ（ｔ ]））≤－∑

ｎ

ｉ＝１
ｄｊλｊ珋ｆ（ｚｊ（ｔ））＋

∑
ｎ

ｊ＝１
λｊＴｊｊ珋ｇｊ（ｚｊ（ｔ））＋∑

ｎ

ｊ＝１ ∑ｉ≠ｊλｉ Ｔ( )ｉｊ ×珋ｇｊ（ｚｊ（ｔ））≤

－∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｊλｊ ｚｊ（ｔ）＋∑

ｎ

ｊ＝１
λｊＫｊ珋ｇｊ（ｚｊ（ｔ））≤

－１２∑
ｎ

ｊ＝１
ｄｊλｊ ｚｊ（ｔ）≤－（ｄｍｉｎ／２）Ｖ（ｚ（ｔ））≤０ ｔ∈［０，ｔ（ｘ０））

ｗｈｅｒｅｄｍｉｎ ＝ ｍｉｎ
ｊ＝１，２，…，ｎ

ｄｊ＞０．

Ｂｙｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ｆｒｏｍ ｔｈｅａｂｏｖｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｗｅｈａｖｅ

Ｖ（ｚ（ｔ））≤ Ｖ（ｚ（０））ｅｘｐ（－ｄｍｉｎｔ／２）
ｔ∈［０，ｔ（ｘ０）） （６）

Ｌｅｔｔｈｅｔｗｏｃｏｎｓｔａｎｔｓλｍａｘ ＝ ｍａｘ
ｊ＝１，２，…，ｎ

λｊ＞０ａｎｄ

λｍｉｎ ＝ ｍｉｎ
ｊ＝１，２，…，ｎ

λｊ＞０，ｔｈｅｎｗｅｇｅｔλｍｉｎ

 

ｚ１≤
Ｖ（ｚ）≤λｍａｘ

 
ｚ１ｆｏｒｚ∈Ｒｎ．Ｔｈｕｓ，ｎｏｔｅｔｈａｔｚ（ｔ）＝

（ｚ１（ｔ），ｚ２（ｔ），…，ｚｎ（ｔ））Ｔ ＝ｘ（ｔ；ｘ０）－ｘ，ｉｔｃａｎ
ｂｅｉｎｆｅｒｒｅｄｆｒｏｍ（６）ｔｈａｔｆｏｒｔ∈［０，ｔ（ｘ０））

ｘ（ｔ；ｘ０）－ｘ

 
１≤
λｍａｘ
λｍｉｎ

ｘ０－ｘ

 
１ｅｘｐ（－ｄｍｉｎｔ／２）

（７）
Ｔｈｅａｂｏｖｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｘ（ｔ；ｘ０）ｉｓｂｏｕｎｄｅｄｆｏｒｔ∈ ［０，ｔ（ｘ０））．Ｂｙｔｈｅ
ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＯＤＥ，ｗｅｃａｎ
ｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｔ（ｘ０）＝＋∞ ａｎｄｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（７）
ｓｔｉｌｌｈｏｌｄｓｆｏｒｔ∈［０，∞）．Ｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ
ｏｆｔｈｅｎｏｒｍｓ

 

ｘ１ａｎｄ

 

ｘ，ｂｙｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１ａｎｄ（７），
ｘ ｉｓｔｈｅＧＥＳｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（１）．
Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｒｅｓｕｌｔｓ，ｗｅｈａｖｅｃｏｍｐｌｅｔｅｄ

ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＡＥＳＴｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋｓｙｓｔｅｍ（１）．
Ｒｅｍａｒｋ１ Ｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（７）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅ

ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆａｎｙｎｅｔｗｏｒｋｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
ｈａｓａｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆｄｍｉｎ／２．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，
ｐｕｔｔｉｎｇＴｅｑｕａｌｔｏｔｈｅｚｅｒｏｍａｔｒｉｘｉｎｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌ
（１），ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｐｏｓｓｉｂｌｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ
ｆｏｒｔｈｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋ
ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃａｎｎｏｔｂｅｇｒｅａｔｅｒｔｈａｎ ｄｍｉｎ．Ｗｈｅｎｔｈｅ
ｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌ（１）ｉｓｕｓｅｄｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｔｈｅｌａｒｇｅｒｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆ
ｎｅｔｗｏｒｋ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｉｓｄｅｓｉｒｅｄ， ｗｅｃａｎ ｕｓｅｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｍｏｄｉｆｉｅｄｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌ
τｄｘ／ｄｔ＝－Ｄｆ（ｘ）＋Ｔｇ（ｘ）＋Ｉ

ｗｈｅｒｅτ ＞０ｉｓａｔｉｍｅｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔｔｈｅ
ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆａｎｙｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｆｏｒｔｈｅ
ａｂｏｖｅｍｏｄｉｆｉｅｄｎｅｔｗｏｒｋｍｏｄｅｌｈａｓａｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆ
ｄｍｉｎ／（２τ）．Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｏｆ
ｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃａｎｂｅｍａｄｅａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙｌａｒｇｅｂｙ
ｔｕｎｉｎｇｄｏｗｎｗａｒｄｔｈｅｔｉｍｅｃｏｎｓｔａｎｔτ ＞０．

Ｒｅｍａｒｋ ２ Ｌｅｔ ｇ（ｘ） ｉｓ ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｌｉｎｅａｒ
ａｃｔｉｖａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｔｈｅｎｅｔｗｏｒｋｓｙｓｔｅｍ（１）ｉｓａ
ＶＬＳＩｏｒｉｅｎｔｅｄｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅｃｅｌｌｕｌａｒｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ
（ＣＮＮｓ）ｐｒｏｐｏｓｅｄｂｙ［２３］．Ｓｏ，ｔｈｅＧＥＳｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅ
ＶＬＳＩｏｒｉｅｎｔｅｄ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅ ＣＮＮｓ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ．
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广义动态神经网络的绝对指数稳定性
孙长银 费树岷 冯纯伯

（东南大学自动化研究所，南京 ２１００９６）

摘 要 本文研究了一类具偏李普希兹连续和单调增加激活函数的神经网络绝对指数稳定性问

题．所得结果归结为如果联接矩阵 Ｔ的负矩阵是一个非负对角元的Ｈ矩阵，那么在任意输入向量
和网络参数的条件下，所选激活函数只要是偏李普希兹连续且单调增加的，广义动态神经网络绝对

指数稳定．该广义动态神经网络包含常用的Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络，双向联想记忆神经网络和细胞神经
网络作为其特殊情形，所得结论推广了现有文献中的有关结论．
关键词 绝对指数稳定性，偏李普希兹连续性，神经网络
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