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ｄｔ＝－ｋｆ（ｘ１）－β［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］－ｋＧ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］

α

ｄｘ３
ｄｔ＝ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）－Ｇ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］

α －ｕ２－ｐ（ｔ）

ｄｘ４
ｄｔ＝－ｋｆ（ｘ３）－β［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］－ｋＧ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］













α

（３）

ｗｈｅｒｅ

ｕ１ ＝∫
ｔ

－π６

珘ｕ１（ｓ）ｄｓ＋珘ｕ１ －π( )６ ，ｕ２ ＝∫
ｔ

－π６

珘ｕ２（ｓ）ｄｓ＋珘ｕ２ －π( )６ ，ｐ（ｔ）＝槡３２Ｅ∫
ｔ

－π６

ｃｏｓｓ＋π( )６ ｄｓ．
ＴｈｅｄｅｄｕｃｔｉｏｎｉｓａｎａｌｏｇｏｕｓｉｎＲｅｆ．［５］．Ｗｅｗｉｌｌｃｈｏｏｓｅ（２）ａｎｄ（３）ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｏｕｒｎｅｅｄｓ．ＦｏｒＧ＝０，ｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｙｓｔｅｍｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙ（４）ｏｒ（５），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｉ．ｅ．，
ｄｘ１
ｄｔ＝ｘ２－ｋｘ１－ｆ（ｘ１）

ｄｘ２
ｄｔ＝－ｋｆ（ｘ１）－β［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］－

珘ｕ１＋槡
３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )６
ｄｘ３
ｄｔ＝ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）

ｄｘ４
ｄｔ＝－ｋｆ（ｘ３）－β［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］－

珘ｕ２－槡
３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )















６

（４）

ａｎｄ
ｄｘ１
ｄｔ＝ｘ２－ｋｘ１－ｆ（ｘ１）－ｕ１＋ｐ（ｔ）

ｄｘ２
ｄｔ＝－ｋｆ（ｘ１）－β［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］

ｄｘ３
ｄｔ＝ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）－ｕ２－ｐ（ｔ）

ｄｘ４
ｄｔ＝－ｋｆ（ｘ３）－β［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３













）］

（５）

ＬｅｔＳ０１ ＝｛ｘｘ∈ Ｒ４ａｎｄｘ１＋ｘ３ ＝０｝，Ｓ０２ ＝｛ｘｘ∈ Ｒ４ａｎｄｘ２＋ｘ４ ＝０｝，ａｎｄＳ＝｛ｘｘ∈ Ｒ４ａｎｄｘ∈ Ｓ０１
∩ Ｓ０２｝．ＴｈｅｎＳｉｓｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｍａｎｉｆｏｌｄｏｆ（４）

［５］．

３ ＴｈｅＩｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅＩｎｔｅｇｒａｌＭａｎｉｆｏｌｄＵｎｄｅｒ

Ｌｅｔｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔｓｂｅｃｈｏｓｅｎｂｙ

６６１ ＷｕＱｉｏｎｇ，ＪｉＧｕｏｊｕｎ，ＳｏｎｇＷｅｎｚｈｏｎｇ，ａｎｄＤａｉＸｉａｎｚｈｏｎｇ



ｕ１ ＝－ｋ１［ｘ１＋ｘ３］＋ｌ１［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］ （６）
ａｎｄ

ｕ２ ＝－ｋ２［ｘ１＋ｘ３］＋ｌ２［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］ （７）
Ｔｈｅｎｔｈｅｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｍａｎｉｆｏｌｄｕｎｄｅｒｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｍａｙｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄ

ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：
Ｃａｓｅ１ ［Ｇ＝０— ｎｏｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｓｉｓｔｏｒ］ＨｅｒｅＳｉｓａｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｍａｎｉｆｏｌｄｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ

ｓｙｓｔｅｍ（５）．ＴｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｏｎｌｙｏｎｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｈａｒｍｏｎｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｎＳ，ａｎｄｔｈｉｓｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ
ｓｙｓｔｅｍｉｓａｌｓｏｇｌｏｂａｌｌｙｓｔａｂｌｅｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎ［５］．

Ｃａｓｅ２ ［Ｇ≠ ０— ｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｓｉｓｔｏｒｉｓｊｏｉｎｉｎｇｕｐｉｎｓｅｒｉｅｓ］ＨｅｒｅＳｉｓｓｔｉｌｌａｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌ
ｍａｎｉｆｏｌｄｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（３）．Ｔｈｅｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｎｉｔｋｅｅｐｓｉｎｖａｒｉａｎｔ，
ｉ．ｅ．，ｔｈｅｓａｍｅａｓｔｈａｔｏｆｃａｓｅ１，ｓｉｎｃｅｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）＝０ｏｎＳ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（３）ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｓ
ｉｎｔｏｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（５）ｏｎＳ．

Ｃａｓｅ３ ［ｎｏｓａｔｕｒａｂｌｅｃｏｒｅ］Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｏｆ（５）．
ｄｘ１
ｄｔ＝－（ｋ＋ａ－ｋ１）ｘ１＋ｘ２＋ｋ１ｘ３＋ｐ（ｔ）

ｄｘ２
ｄｔ＝－ａ（ｋ＋β）ｘ１－ａβｘ３

ｄｘ３
ｄｔ＝ｋ１ｘ１－（ｋ＋ａ－ｋ１）ｘ３＋ｘ４－ｐ（ｔ）

ｄｘ４
ｄｔ＝－ａβｘ１－ａ（ｋ＋β）ｘ















３

（８）

Ｓｉｍｉｌａｒｔｏ［５］，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＳｉｓｓｔｉｌｌａｎｉｎｔｅｇｒａｌｍａｎｉｆｏｌｄｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）．Ｔｈｅｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｎｉｔｉｓｔｈｅｓａｍｅａｓｔｈａｔｏｆｔｈｅｔｗｏｃａｓｅｓａｂｏｖｅ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）ｈａｓｔｗｏｎｅｇａｔｉｖｅｒｏｏｔｓａｎｄａｐａｉｒｏｆｃｏｎｊｕｇａｔｅｃｏｍｐｌｅｘｒｏｏｔｓａｔｌｅａｓｔａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ：

λ１ ＝－ａ，λ２ ＝－ｋ，λ３，４ ＝ ｋ１－ａ－ｋ± （ａ＋ｋ－２ｋ１）２－４ａｋ－８ａ槡( )β ２ （９）

Ｗｈｅｎｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌａｗｓ（６）ａｎｄ（７）ｓａｔｉｓｆｙｔｈａｔ
ａ＋ｋ
２ －２ ａｋ＋２ａ槡 β ＜ｋ１ ＜

ａ＋ｋ
２ ＋２ ａｋ＋２ａ槡 β （１０）

ｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）ｈａｓｏｎｌｙｈａｒｍｏｎｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆ４ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．Ｔｈｅｎｔｈｅｕｎｉｑｕｅｈａｒｍｏｎｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）ｏｎＳｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆ４ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｃｏｉｎｃｉｄｅｓｗｉｔｈｔｈａｔｏｆｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ
（８）ｏｎＳｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｎ２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ．Ｉｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）ｉｓｒｅｇａｒｄｅｄａｓａｎｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄｅｑｕａｔｉｏｎ，ｔｈｅｎ
ｃａｓｅ１ｍｅａｎｓｔｈａｔＳａｎｄｔｈｅｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｎｉｔｒｅｍａｉｎｉｎｖａｒｉａｎｔｕｎｄｅｒｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｎｃｅ
ｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｅｒｍｓｂｘ３１，ｂｘ３３ｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｓｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）．Ｃａｓｅ２ｍｅａｎｓｔｈａｔＳａｎｄｔｈｅ
ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｎｉｔａｌｓｏｋｅｅｐｉｎｖａｒｉａｎｔｕｎｄｅｒｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｎｃｅｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｅｒｍｓｂｘ９１，
ｂｘ９３ａｎｄＧ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］α ｏｎｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｓｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（８）．Ｔｈｉｓｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｉｎｔｅｇｒａｌ
ｍａｎｉｆｏｌｄｒｅｆｌｅｃｔｓｔｈａｔｓａｔｕｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｒｅｏｆＰ．Ｔ．Ｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｏｆｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇｒｅｓｏｎａｎｃｅｉｓｇｉｖｅｎｂｙｔｈｅ
ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｓｉｓｔｏｒｉｎｓｅｒｉｅｓｔｏｔｈｅｎｅｕｔｒａｌｐｏｉｎｔｏｆＰ．Ｔ．，ａｎｄｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓａｒｅａｐｐｌｉｅｄ，
ｗｈｉｃｈｄｏｎｏｔｄａｍａｇｅｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｂａｓｉｓｆｏｒｔｈｅｎｏｒｍａｌｆｕｒｎｉｓｈｉｎｇｐｏｗｅｒｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅｎｉｔｒｅａｌｉｚｅｓｔｈｅ
ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｔｏｅｌｉｍｉｎａｔｅｒｅｓｏｎａｎｃｅｂｙａｎｔｉｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔｓｔａｇｅ．

４ ＴｈｅＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＥｌｉｍｉｎａｔｉｎｇＲｅｓｏｎａｎｃｅ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇｒｅｓｏｎａｎｃｅｗｉｔｈｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｓｉｓｔｏｒ
ａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ．Ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ Ｌｅｔｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔｏｆ（２）ｂｅｇｉｖｅｎｂｙ
珘ｕ１，２ ＝ｃ［ｘ１＋ｘ３］＋ｅ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］ （１１）

ｗｈｅｒｅ

７６１ＴｈｅＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＥｌｉｍｉｎａｔｉｎｇＨａｒｍｏｎｉｃＲｅｓｏｎａｎｃｅｗｉｔｈＣｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｔｈｅＰｏｗｅｒＳｙｓｔｅｍｓ



ｅ＜ｍｉｎ２β（ｋ＋β）ｋ＋３ａβ（ｋ＋２β）ｋ（ｋ＋２β）
，

３βｋｂ
２

（２ｋ２＋４）（ｋ＋２β槡( )
）

ｃ＋ａｅ＜ｍｉｎａβ（ｋ＋ａ）ｋ＋２β
，
ｋ
４－ｂ槡( )









２

（１２）

ｔｈｅｎａｌｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｏｆ（２）ａｒｅｕｎｉｆｏｒｍｌｙｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｂｏｕｎｄｅｄａｎｄｔｈｅｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｂｏｕｎｄｅｄｒｅｇｉｏｎ
ｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｏｆ（２）ｍｕｓｔｂｅａｐｒｏｐｅｒｓｕｂｓｅｔｏｆΞ，ｗｈｉｃｈｔｈｅｓｅｔΞ ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

Ξ ＝ ｘｘ



１ ≤ Ｍ２，ｘ２ ≤ Ｍ１，ｘ３ ≤ Ｍ２，ｘ４ ≤ Ｍ{ }１ （１３）

Ｓｕｐｐｏｓｅα＝
ｑ
ｐ，ｐａｎｄｑａｒｅｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｐｒｉｍｅｏｄｄｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｈｒｅｅｃｏｎｓｔａｎｔｓＬｊ（ｊ＝１，２，３）ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ
ｆ２（ｘ２ｉ）≤ Ｌ１，ｆ３（ｘ２ｉ－１）≤ Ｌ２，ｆ４（ｘ２ｉ－１）≤ Ｌ３ ｉ＝１，２ （１４）

ｆｏｒａｎｙ ｘ２ｉ ≤ Ｎ１，ｘ２ｉ－１ ≤ Ｎ２ａｎｄ ｘ２ｉ－１ ≤ Ｎ
１
８
３．

ＬｅｔＬ＝２∑
３

ｊ＝１
Ｌｊ，ｓｏｍｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅｄｅｎｏｔｅｄｂｙ

Ω１ ＝
ｋ
２－２（ａｅ＋ｃ）

２＋ｂ２），Ｎ４ ＝
２Ｌ
Ω槡１

Ω２ ＝
３β（ｋ＋２β）ｂ

２

２ｋ －（ｋ＋２β）
２ｅ２－２（ｋ＋２β）

２ｅ２

ｋ２
，Ｎ５ ＝

Ｌ
Ω( )
２

１
１８

Ｍ１ ＝ｍａｘ｛Ｎ１，Ｎ４｝，Ｍ２ ＝ｍａｘ｛Ｎ２，Ｎ３，Ｎ５













｝

（１５）

Ｐｒｏｏｆ ＬｅｔｔｈｅＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎｂｅｄｅｎｏｔｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｖ＝ｋ＋２β２ｋ （ｘ
２
２＋ｘ２４）＋

ｋ（ｋ＋２β）
２ （ｘ２１＋ｘ２３）＋ β( )ｋ

２

（ｘ２－ｘ４）２＋

２β（ｋ＋２β）
ｋ ［Ｆ（ｘ１）＋Ｆ（ｘ３）］－（ｋ＋β）ｘ１ｘ２－（ｋ＋β）ｘ３ｘ４－βｘ１ｘ４－βｘ２ｘ３ （１６）

ｗｈｅｒｅＦ（ｘｊ）＝∫
ｘｊ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ，ｊ＝１，３．

ＴｈｅｎＶｉｓａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙｌａｒｇｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓＡ（ｒ）ａｎｄ
Ｂ（ｒ）ｓｕｃｈｔｈａｔ 

( )Ａ ｘ ≤ Ｖ（ｘ）≤

 

( )Ｂ ｘ ，ｌｉｍ
ｒ→∞
Ａ（ｒ）＝＋∞ （１７）

ＴｈｅｐｒｏｏｆｉｓａｎａｌｏｇｏｕｓｔｏｔｈｅｗｏｒｋｉｎＲｅｆ．［６］，ｈｅｒｅｗｅｄｏｎｏｔｅｘｐｌａｉｎａｎｙｍｏｒｅ．
Ｌｅｔｇ＝［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］α，ｔｈｅｎ

Ｖ （２） ＝
ｋ＋２β
ｋ ｘ２ －ｋｆ（ｘ１）－β（ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３））－ｋＧｇ－珘ｕ１＋

槡３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )( )６ ＋

ｋ＋２β
ｋ ｘ４ －ｋｆ（ｘ３）－β（ｆ（ｘ１＋ｆ（ｘ３））－ｋＧｇ－珘ｕ２－

槡３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )( )６ ＋

［ｋ（ｋ＋２β）］ｘ１［ｘ２－ｋｘ１－ｆ（ｘ１）－Ｇｇ］＋［ｋ（ｋ＋２β）］ｘ３［ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）－Ｇｇ］＋

２β( )ｋ
２

（ｘ２－ｘ４）－ｋｆ（ｘ１）＋ｋｆ（ｘ３）＋槡３Ｅｃｏｓｔ＋π( )６ －珘ｕ１＋珘ｕ( )２ ＋
２β（ｋ＋２β）

ｋ ｆ（ｘ１）［ｘ２－ｋｘ１－ｆ（ｘ１）－Ｇｇ］＋
２β（ｋ＋２β）

ｋ ｆ（ｘ３）［ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）－Ｇｇ］－

（ｋ＋β）ｘ１ －ｋｆ（ｘ１）－β（ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３））－ｋＧｇ－珘ｕ１＋
槡３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )( )６ －

（ｋ＋β）ｘ２［ｘ２－ｋｘ１－ｆ（ｘ１）－Ｇｇ］－（ｋ＋β）ｘ４［ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）－Ｇｇ］

－（ｋ＋β）ｘ３ －ｋｆ（ｘ３）－β（ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３））－ｋＧｇ－珘ｕ２－
槡３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )( )６ －

βｘ１ －ｋｆ（ｘ３）－β（ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３））－ｋＧｇ－珘ｕ２－
槡３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )( )６ －

βｘ４［ｘ２－ｋｘ１－ｆ（ｘ１）－Ｇｇ］－βｘ２［ｘ４－ｋｘ３－ｆ（ｘ３）－Ｇｇ］

８６１ ＷｕＱｉｏｎｇ，ＪｉＧｕｏｊｕｎ，ＳｏｎｇＷｅｎｚｈｏｎｇ，ａｎｄＤａｉＸｉａｎｚｈｏｎｇ



－βｘ３ －ｋｆ（ｘ１）－β（ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３））－ｋＧｇ－珘ｕ１＋
槡３
２Ｅｃｏｓｔ＋

π( )( )６ ＝

Ｖ （４）－
２β（ｋ＋２β－２ｌ）

ｋ Ｇ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］１＋α （１８）

Ｐｕｔｔｉｎｇｔｈｉｓｉｎｏｒｄｅｒ，ｗｅｈａｖｅ
Ｖ （４）≤－ｆ１（ｘ）－ｆ２（ｘ２）－ｆ３（ｘ１）－ｆ２（ｘ４）－ｆ３（ｘ３）－ｆ４（ｘ１）－ｆ４（ｘ３） （１９）

ｗｈｅｒｅ

ｆ１（ｘ）＝
ｋ
２－２（（ａｅ＋ｃ）

２＋ｂ２[ ]）ｘ２２＋ ３β（ｋ＋２β）ｂ
２

２ｋ －（ｋ＋２β）
２ｅ２－２（ｋ＋２β）

２ｅ２

ｋ[ ]２ ｘ１１８＋

ｋ
２－２（（ａｅ＋ｃ）

２＋ｂ２[ ]）ｘ４２＋ ３β（ｋ＋２β）ｂ
２

２ｋ －（ｋ＋２β）
２ｅ２－２（ｋ＋２β）

２ｅ２

ｋ[ ]２ ｘ３１８

ｆ２（ｘ２ｉ）＝
ｋ
６ｘ２ｉ

２－ 槡３Ｅ（ｋ＋２β）２ｋ ＋ 槡２３Ｅβ
２

ｋ[ ]２ ｘ２ｉ

ｆ３（ｘ２ｉ－１）＝［β（ｋ＋β）ａ－（ｋ＋２β）（ｃ＋ａｅ）］ｘ
２
２ｉ－１－槡

３Ｅｋ
２ ｘ２ｉ－１

ｆ４（ｘ２ｉ－１）＝ ２β（ｋ＋β）ｂ＋３ａｂβ
（ｋ＋２β）
ｋ －（ｋ＋２β）[ ]ｂｅｘ１０２ｉ－１

{
－

３ｋ（２ｋ＋３β）
２

２ ＋３ｋβ
２

２ ＋２ｋβ（ｋ＋β）
２

ｋ＋２β
－β（ｋ＋β）ａ－

３β（ｋ＋２β）ａ
２

２ｋ －ｋ２（ｋ＋２β）＋
２（ｋ＋２β）

２

ｋ２ ＋（ｋ＋２β）
２（ａｅ＋ｃ）２＋ｂ}２ ｘ２２ｉ－１ ｉ＝１，





















２

（２０）

Ｔｈｅｎｆ２（ｘ２ｉ）≥０ｆｏｒｅｖｅｒｙ ｘ２ｉ ≥ Ｎ１；ｆ３（ｘ２ｉ－１）≥０ｆｏｒｅｖｅｒｙ ｘ２ｉ－１ ≥ Ｎ２；ａｎｄｆ４（ｘ２ｉ－１）≥０ｆｏｒｅｖｅｒｙ

ｘ２ｉ－１ ≥ Ｎ
１
８３，ｉ＝１，２．Ｏｎｅｏｒｍｏｒｅｏｆｆ２（ｘ２ｉ），ｆ３（ｘ２ｉ－１）ａｎｄｆ４（ｘ２ｉ－１）ｍａｙｂｅｎｅｇａｔｉｖｅｉｆ ｘ２ｉ ≤ Ｎ１，

ｘ２ｉ－１ ≤ Ｎ２ａｎｄ ｘ２ｉ－１ ≤ Ｎ
１
８３ ａｒｅｉｎｖｏｌｖｅｄ．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｔｈｏｓｅｈａｖｅｍａｘｉｍａｌｖａｌｕｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅ

ｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｈｒｅｅｃｏｎｓｔａｎｔｓＬｊ（ｊ＝１，２，３）ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｆ２（ｘ２ｉ）≤ Ｌ１，ｆ３（ｘ２ｉ－１）≤ Ｌ２，ｆ４（ｘ２ｉ－１）≤ Ｌ３ ｉ＝１，２

ｔｈｅａｂｏｖｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄｒｅｓｕｌｔｓｉｍｐｌｙｔｈａｔ

Ｖ （４）≤∑
２

ｉ＝１
［ｆ２（ｘ２ｉ）＋ ｆ３（ｘ２ｉ－１）＋ ｆ４（ｘ２ｉ－１）］－

３β（ｋ＋２β）ｂ
２２

２ｋ －（ｋ＋２β）
２ｅ２[ －

２（ｋ＋２β）
２ｅ２

ｋ ]２ ｘ１１８－
ｋ
２－２（（ａｅ＋ｃ）

２＋ｂ２[ ]）ｘ４２－ ｋ
２－２（（ａｅ＋ｃ）

２＋ｂ２[ ]）ｘ２２－
３β（ｋ＋２β）ｂ

２

２ｋ －（ｋ＋２β）
２ｅ２－２（ｋ＋２β）

２ｅ２

ｋ[ ]２ ｘ３１８ （２１）

ＮｏｔｅｔｈａｔΩ１

２ｘ２ｉ
２≥ Ｌｆｏｒｅｖｅｒｙ ｘ２ｉ ≥ Ｎ４；Ω２ｘ２ｉ－１１８≥ Ｌｆｏｒｅｖｅｒｙ ｘ２ｉ－１ ≥ Ｎ５．

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｈａｖｅ

Ｖ （４）≤－
Ω１

２（ｘ
２
２＋ｘ２４）－

Ω２

２（ｘ
１８
１ ＋ｘ１８３）≤－Ｃ（ｒ）

 

ｘ≤０ （２２）

ＯｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙｓｅｔΞｃｏｆΞ ＝ ｘｘ



１ ≤ Ｍ２，ｘ２ ≤ Ｍ１，ｘ３ ≤ Ｍ２，ｘ４ ≤ Ｍ{ }１ ，ｗｈｅｒｅΞ ｉｓａ
ｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔａｎｄＣ（ｒ）ｉｓａｃｅｒｔａｉｎｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎａｌｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（４）ａｒｅ
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｂｏｕｎｄｅｄ［８］ａｎｄｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｓｅｔΞ ｉｓａｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｒｅｇｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ（４）．Ｓｕｐｐｏｓｅ１＋α ＝
ｑ＋ｐ
ｐ ，ｐ＋ｑｉｓａｎｅｖｅｎｎｕｍｂｅｒ，ｉ．ｅ．，－２β（ｋ＋２β）Ｇ[ｋ ｆ（ｘ１）＋

ｆ（ｘ３ ]）１＋α

≤ ０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（１９）ａｎｄ（２２），ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｏｆ（２）ａｒｅ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｂｏｕｎｄｅｄａｎｄｔｈｅｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｂｏｕｎｄｅｄｒｅｇｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｏｆ（２）
ｍｕｓｔｂｅａｐｒｏｐｅｒｓｕｂｓｅｔｏｆΞ，ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｏｕｒｐｒｏｏｆ．

Ｒｅｍａｒｋ１ Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｇｒａｓｐｔｈｅｒｅｌｅｖａｎｔｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｒｏｐｅｒｓｕｂｓｅｔｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｓｉｓｔｏｒａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｔｅｒｍｓ，ｆｏｒａｎｙＭ３ ＞０，Ｍ４ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔＭ３ ＜Ｍ１，Ｍ４ ＜Ｍ２，
ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｓｕｂｓｅｔΞ１ｏｆΞ ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

９６１ＴｈｅＭｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＥｌｉｍｉｎａｔｉｎｇＨａｒｍｏｎｉｃＲｅｓｏｎａｎｃｅｗｉｔｈＣｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｔｈｅＰｏｗｅｒＳｙｓｔｅｍｓ



Ξ１ ＝ ｘｘ



１ ≤ Ｍ４，ｘ２ ≤ Ｍ３，ｘ３ ≤ Ｍ４，ｘ４ ≤ Ｍ{ }３
ＯｎΞ ＼Ξ１，－ｆ２（ｘ２）－ｆ３（ｘ１）－ｆ２（ｘ４）－ｆ３（ｘ３）－ｆ４（ｘ１）－ｆ４（ｘ３）ｈａｓａｍａｘｉｍａｌｖａｌｕｅ珗Ｌａｎｄ［ｆ（ｘ１）＋

ｆ（ｘ３）］１＋α ｈａｓａｍｉｎｉｍａｌｖａｌｕｅＬ
←
．Ｉｆｔｈｅｒｅｈｏｌｄｓ

Ｇ≥
ｋ珗Ｌ

２β（ｋ＋２β）Ｌ←
（２３）

ｔｈｅｎ

－ｆ２（ｘ２）－ｆ３（ｘ１）－ｆ２（ｘ４）－ｆ３（ｘ３）－ｆ４（ｘ１）－ｆ４（ｘ３）－
２β（ｋ＋２β）Ｇ

ｋ ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］１＋α≤

珗Ｌ－
２β（ｋ＋２β）ＧＬ←

ｋ ≤０

ＯｎｔｈｅｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙｓｅｔΞｃ１ｏｆΞ１，ｔｈｉｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ
Ｖ （２） ＝Ｖ （４）－

２β（ｋ＋２β）Ｇ
ｋ ［ｆ（ｘ１）＋ｆ（ｘ３）］１＋α≤－ｆ１（ｘ）＝－

Ω１（ｘ２２＋ｘ４２）－Ω２（ｘ１１８＋ｘ３１８）≤－
Ω１

２（ｘ１
２＋ｘ２２）－

Ω２

２（ｘ１
１８＋ｘ３１８）≤０ （２４）

ＴｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｅｒｓｕｂｓｅｔΞ１ｉｓａｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｂｏｕｎｄｅｄｒｅｇｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ

ｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｏｆ（２）．ＴｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈＡｉｎＧ＝
Ａ（φｍω）

α－１

ｒα ｓｕｃｈｔｈａｔＥｑ．（２４）ｈｏｌｄｓ．

Ｔｏｔｈｅｍａｔｔｅｒｏｆｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｒｏｌｌａｒｙ．
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控制消谐机理及其在电力系统中的应用
吴 琼１ 计国君２ 宋文忠２ 戴先中２

（１安庆师范学院数学系，安庆 ２４６０１１）
（２东南大学自动化研究所，南京 ２１００９６）

摘 要 发生在积分流形上的周期解反对称分叉现象是导致电力系统谐振过电压的原因之一．利
用反分叉技巧消谐的原理已经有结果．本文讨论的模型是电力系统中出现的非线性过电压控制模
型．利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接方法和反馈控制，给出了非线性电阻中性不接地爆破情况下的消谐方法．将
参数电阻的消谐与消谐的实际过程相比较，即利用非线性控制率，我们的结果使得发生在积分流形

上高频谐逐渐消失．理论和计算所得到的结论经过实际验证比已经出现的结论要好．
关键词 消谐，过电压，反馈控制，分叉，流形
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