
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ） Ｊｕｎｅ ２００２ Ｖｏｌ．１８ Ｎｏ．２ ＩＳＳＮ１００３—７９８５

Ｑｕａｓｉχ
２Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅ

ＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆＷｉｓｈａｒｔＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ＺｈｕＤａｏｙｕａｎ１ ＺｈａｏＳｈｅｎｇｌｉ２

（１ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００９６，Ｃｈｉｎａ）
（２ＱｕｆｕＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｑｕｆｕ２７３１６５，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆχ
２ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｉｎｔｒｏｄｕｃｅａｑｕａｓｉχ

２ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ａｎｄ
ｔｈｅｎｐｒｏｖｅｓｅｖｅｒａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｉｔ，ｆｉｎｄｔｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅａｂｏｕｔｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ，ｍａｔｒｉｘｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｗｏｐａｒｔｓｏｆｔｈｅＷｉｓｈａｒｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｑｕａｓｉχ

２，Ｗｉｓｈａｒｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００１０６０５．
 Ｂｏｒｎｉｎ１９４７，ｍａｌｅ，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ Ｌｅｔｘ～Ｎｎ（μ，Λｎ），Λｎ＝ｄｉａｇ（λ１，
…，λｎ），λｊ≥０，ｊ＝１，…，ｎ，ｔｈｅｎｘ′ｘｉｓａｑｕａｓｉχ

２

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ａｎｄｗｅｄｅｎｏｔｅｉｔａｓｘ′ｘ～ｇχ
２（μ，Λｎ）．

Ｉｆμ ＝０，ｔｈｅｎｉｔｉｓｗｒｉｔｔｅｎａｓｘ′ｘ～ ｇχ
２（Λｎ）．

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｉｆΛｎ ＝Ｉｎ，ｔｈｅｎｑｕａｓｉχ
２ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｓａ

χ
２ｏｎｅ．Ｉｔ’ｓｏｂｔａｉｎｅｄｔｈａｔｑｕａｓｉχ

２ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｇｅｎｅｒａ
ｌｉｚｅｓｔｈｅχ

２ｏｎｅ．Ｆｉｒｓｔａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｌｅｍｍａｐｒｏｖｅｄｉｎ
Ｒｅｆ．［４］ｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．

Ｌｅｍｍａ１ １
２π槡 λ∫

＋∞

－∞
ｅｉｔｘ

２
－（ｘ－μ）

２

２λ ｄｘ＝（１－２ｉλｔ）－
１
２×

ｅｘｐ ｉμ
２ｔ

１－２ｉλ{ }ｔ，λ ＞０．
Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｑｕａｓｉχ

２

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ Ｉｆｚ～ｇχ

２（μ，Λｎ），μ ＝（μ１，…，

μｎ）′，Λｎ ＝ ｄｉａｇ（λ１，…，λｎ），ｔｈｅｎｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ｃ．ｆ．） ｏｆ ｚ ｉｓ Φｚ（ｔ） ＝

ｅｘｐ∑
ｎ

ｊ＝１

ｉμ
２
ｊｔ

１－２ｉλｊ{ }ｔ∏
ｎ

ｊ＝１
（１－２ｉλｊｔ）－

１
２．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｃａｎｂｅ

ｆｏｕｎｄｉｎｐａｇｅ１４１ｏｆＲｅｆ．［４］．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１ Ｉｆｚ～ｇχ

２（Λｎ），ｔｈｅｎｔｈｅｃ．ｆ．ｏｆ

ｚｉｓΦｚ（ｔ）＝∏
ｎ

ｊ＝１
１－２ｉλｊ( )ｔ－１２．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２ Ｉｆｚ～ ｇχ
２（μ，Λｎ），ｚ＋ａ ～

ｇχ
２ μ

μｎ＋
( )

１
，
Λｎ ０( )( )０ ０

，ｗｈｅｒｅａｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔ

ｗｉｔｈμ
２
ｎ＋１＝ａ．Ｆｒｏｍｔｈｉｓ，ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｗｉｔｈλｎ＋１＝０

ｃａｎｂｅｃｈａｎｇｅｄｉｎｔｏｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎｏｆａｃｏｎｓｔａｎｔａｎｄａ
ｇχ
２ｖａｒｉａｂｌｅｗｉｔｈａｌｌλｊａｒｅｐｏｓｉｔｉｖｅ．Ｓｏｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｄｉｓｃｕｓｓ，ｗｅｌｅｔλｊ＞０．ｊ＝１，…，ｎ．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ Ｉｆｚ～ｇχ

２（μ，Λｎ），Ｅｚ＝μ′μ＋

ｔｒ（Λｎ），Ｖａｒ（ｚ）＝４μ′Λｎμ＋２ｔｒ（Λ
２
ｎ）．

Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｇｅｔｉｔｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎｏｎｏｆ
ｔｈｅｃ．ｆ．ｏｆｚ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３ Ｌｅｔｘ～Ｎｎ（μ，Σ），ｔｈｅｎｘ′ｘ～
ｇχ
２（Ｐ′μ，Λｎ），ｗｈｅｒｅΛｎ ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｎ），ａｎｄ

λｉ，ｉ＝ １，…，ｎａｒｅｔｈｅｌａｔｅｎｔｒｏｏｔｓｏｆΣ．Ｐ ｉｓ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘｗｉｔｈｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｉｚｅｄｌａｔｅｎｔｖｅｃｔｏｒｓ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏΣ．

Ｐｒｏｏｆ ＦｏｒΣ ≥ ０，ｗｅｍａｋｅａｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｆｒｏｍΣ ｔｏｉｔｓｌａｔｅｎｔｒｏｏｔｓａｎｄｖｅｃｔｏｒｓｉ．ｅ．，ｐｕｔＰ′ΣＰ
＝ Λｎ ≥ ０， ｗｈｅｒｅ Ｐ ∈ Ｏ（ｎ） ａｎｄΛｎ ＝
ｄｉａｇλ１，…，λ( )ｎ ．Ｌｅｔｙ＝Ｐ′ｘ～Ｎｎ（Ｐ′μ，Λｎ），ｂｙ
ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ，ｗｅｇｅｔｘ′ｘ＝ｙ′ｙ～ｇχ

２（Ｐ′μ，Λｎ）．

Ｌｅｍｍａ２ ＩｆＰ′
Λｎ１ Λ１２

Λ２１ Λｎ







２
Ｐ＝

Λｎ１ ０

０ Λｎ







２
，

ｗｈｅｒｅΛｎ
α
ｉｓｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｅｄｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘａｎｄＰ

∈ Ｏ（ｎ），Λ１２ ＝Λ′２１，ｔｈｅｎΛ１２ ＝０．
Ｐｒｏｏｆ Ｂｙｐａｇｅ６７ｉｎＲｅｆ．［４］，ｔｈｅｓｑｕａｒｅｓｕｍ

ｏｆｍａｔｒｉｘ’ｓｅｌｅｍｅｎｔｓｄｏｅｓｎｏｔｃｈａｎｇｅｕｎｄｅｒｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ．Ｓｏｔｈｅｓｑｕａｒｅｓｕｍｏｆｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎ
Λ１２ｉｓｚｅｒｏ，ｔｈｉｓｈｏｌｄｓΛ１２ ＝０．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ４ ｌｅｔｚ１ ～ ｇχ
２（μ１，Λｎ１），ｚ２ ～

ｇχ
２（μ２，Λｎ２），ｚ１ ＝ ｘ′１ｘ１，ｚ２ ＝ ｘ′２ｘ２，ｘｉ ～ Ｎ（μｉ，

Λｎｉ），ｉ＝１，２，ｔｈｅｎｚ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｚ２ｉｆａｎｄｏｎｌｙ

ｉｆｚ１＋ｚ２ ～ｇχ
２（μ，Λ），ａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ

ｘｉｉｓａｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，μ ＝（μ′１，μ′２）′，ａｎｄΛ ＝
ｄｉａｇ（Λｎ１，Λｎ２）．

Ｐｒｏｏｆ ① Ｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ Ｌｅｔｚ１ ＋ ｚ２ ～
ｇχ
２（μ，Λ）ａｎｄμα ＝ μα１，…，μαｎ( )

α
′，Λｎ

α
＝ｄｉａｇ



λα１，…，λαｎ( )
α
，α ＝１，２，ｔｈｅｎｆｒｏｍｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆ

ｇχ
２ａｎｄｔｈｅａｂｏｖｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｗｏｒａｎｄｏｍ

ｖｅｃｔｏｒｓｘ１，ｘ２ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｙｚ１＝ｘ′１ｘ１，ｚ２＝ｘ′２ｘ２．ｘ＝
ｘ′１，ｘ′( )２ ′ ～ Ｎｎ１＋ｎ２ μ，Λ( )ｎ ｗｈｅｒｅ Λｎ ＝

Λｎ１ Λ１２

Λ２１ Λｎ







２
．

Ｎｏｔｅｔｈａｔｚ＝ｚ１＋ｚ２ ＝ｘ′ｘ～ｇχ
２
μ，( )Λ ，ｂｕｔ

ｂｙｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３，ｚ＝ｘ′ｘ～ｇχ
２（μ

，珚Λｎ），ｗｈｅｒｅμ


＝Ｐ′μ，Ｐ＝ Ｐ１，Ｐ( )２ ｉｓａｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘ，ａｎｄｐｉ
ｉｓｔｈｅｌａｔｅｎｔｖｅｃｔｏｒｏｆΛｎ，珚Λｎ ＝ｄｉａｇ（λ１，…，λｎ１＋ｎ２），

ａｎｄλｉｉｓｔｈｅｌａｔｅｎｔｒｏｏｔｆｏｒｐｉ．
Ｆｏｒｔｈｅｃ．ｆ．ｏｆｇχ

２ｉｓｕｎｉｑｕｅ，ｂｙｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅ
ｓｉｎｇｕｌａｒｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅｃ．ｆ．Ｔｈｅｌａｔｅｎｔｒｏｏｔｓｍｕｓｔｂｅλαｊ，

α ＝１，２，ｊ＝１，…，ｎα，ｔｈｅｙｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
Ｐ′１
Ｐ′( )
２
Λｎ Ｐ１，Ｐ( )２

＝珔Λｎ＝Λ．Ｆｒｏｍｔｈｅｌｅｍｍａ２，Λ１２ ＝０ｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｓｏｘ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ２，ｉ．ｅ．ｚ１ａｎｄｚ２ａｒｅ

ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．
② Ｔｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙ Ｉｆｚ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｚ２，ｗｅ

ｇｅｔｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ

Φｚ１＋ｚ２（ｔ）＝Φｚ１（ｔ）Φｚ２（ｔ）＝∏
２

α＝１
∏
ｎ
α

ｊ＝１
１－２ｉλαｊ( )ｔ－

１
２

ｅｘｐ∑
２

α＝１
∑
ｎ
α

ｊ＝１

ｉμ
２
αｊｔ

１－２ｉλαｊ{ }ｔ，ｓｏｚ１＋ｚ２～ｇχ２μ，( )Λ ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ １ Ｌｅｔｘ１ ～ Ｎｎ１ μ１，Σ( )１ ，ｘ２ ～

Ｎｎ２ μ２，Σ( )２ ，ｔｈｅｎｘ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ２ｉｆａｎｄｏｎｌｙ

ｉｆｘ′１ｘ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ′２ｘ２ａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉ
ｂｕｔｉｏｎ ｏｆｘ１ ａｎｄ ｘ２ ｉｓ ａ ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

① Ｔｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙ Ｉｆｘ１ ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ２，
ｔｈｅｎｘ′１ｘ１ ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ′２ｘ２，ａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘ１ａｎｄｘ２ｉｓｔｈｅｐｒｏｄｕｃｔｏｆｔｈｅｉｒｄｅｎｓｉｔｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｓｏｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘ１ａｎｄｘ２ｉｓａ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

② Ｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ＦｏｒΣα ≥０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔａｎ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘＰα ｓｕｃｈｔｈａｔＰ′αΣαＰα ＝Λｎ

α
，Λｎ

α
＝

ｄｉａｇλα１，…λαｎ( )
α
，α ＝１，２．Ｌｅｔｙα ＝Ｐ′αｘα，α ＝１，２，

Ｓｉｎｃｅｘ１，ｘ２ｈａｖｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｙ１
ｙ( )
２
＝
Ｐ′１ ０
０ Ｐ′( )

２

ｘ１
ｘ( )
２
～Ｎｎ１＋ｎ２

Ｐ′１μ１
Ｐ′２μ

( )
２
，
Λｎ１ Λ１２

Λ２１ Λｎ( )( )
２

Ｓｏｙ′αｙα ～ｇχ
２ Ｐ′αμα，Λｎ( )

α
，α ＝１，２．Ｎｏｔｅｔｈａｔ

ｘ′１ｘ１，ｘ′２ｘ２ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ａｎｄｘ′αｘα ＝ｙ′αｙα，α ＝
１，２．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｙ′１ｙ１ａｎｄｙ′２ｙ２ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｔｈｅｎ
ｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙｏｆｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ４，ｙ′１ｙ１＋

ｙ′２ｙ２ｉｓａｇχ
２ Ｐ′１μ１
Ｐ′２μ

( )
２
，
Λｎ１ ０

０ Λｎ















２

．

Ｆｒｏｍｌｅｍｍａ２Λ１２ ＝ ０，ｓｏｙ１ ａｎｄｙ２ ａｒｅ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｉ．ｅ．ｘ１ａｎｄｘ２ａｒｅａｌｓｏｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ３ Ｌｅｔ ｘ ～ Ｎｎμ１，Σ( )１ ，ｙ ～
Ｎｍ μ２，Σ( )２ ，ｔｈｅｎｘａｎｄｙａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｉｆａｎｄ
ｏｎｌｙｉｆｘ′ｘａｎｄｙ′ｙａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘａｎｄ ｙｉｓａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ４ Ｌｅｔｘ ～ Ｎｎμ１，Σ( )１ ，ｙ ～
Ｎｍ μ２，Σ( )２ ，ｘ′ｘ～χ

２
ｐ（δ１），ｙ′ｙ～χ

２
ｑ（δ２），ｔｈｅｎｘ

ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｙｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｘ′ｘ＋ｙ′ｙ～χ
２
ｐ＋ｑ（δ１

＋δ２），ａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘａｎｄｙｉｓａ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

Ｐｒｏｏｆ ① Ｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ Ｉｆｘ′ｘ＋ ｙ′ｙ～
χ
２
ｐ＋ｑ（δ１＋δ２），ｘ′ｘｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｙ′ｙｂｙＣｏｃｈｒａｎ
ｔｈｅｏｒｅｍ，ｈｅｎｃｅｘａｎｄｙａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｄｕｅｔｏ
ｔｈｅｏｒｅｍ１．

② ＴｈｅＮｅｃｅｓｓｉｔｙ Ｉｆｘｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｙ，ｔｈｅ
ｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘａｎｄｙｉｓａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ａｎｄｘ′ｘｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｙ′ｙ，ｘ′ｘ～
χ
２
ｐ（δ１），ｙ′ｙ ～χ

２
ｑ（δ２），ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｘ′ｘ＋ ｙ′ｙ ～

χ
２
ｐ＋ｑ（δ１＋δ２）．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２ ＬｅｔＸ～Ｎｎ×ｐ（Ｍ，Ｗ Ｖ），Ｙ～

Ｎｍ×ｑ（Ｄ，Ａ Ｂ），ｔｈｅｎＸｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＹｉｆａｎｄ
ｏｎｌｙｉｆＸ′Ｘ ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＹ′Ｙ ａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＶｅｃＸａｎｄＶｅｃＹｉｓａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

Ｐｒｏｏｆ ① Ｔｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙ ＩｆＸ ａｎｄＹ ａｒｅ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｔｈｅｎＸ′ＸａｎｄＹ′Ｙａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ａｎｄ
ＶｅｃＸ ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＶｅｃＹ， ＳｉｎｃｅＶｅｃＸ ～
Ｎｎｐ（ＶｅｃＭ，Ｖ Ｗ），ＶｅｃＹ～Ｎｍｑ（ＶｅｃＤ，Ｂ Ａ），
ｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆＶｅｃＸ ａｎｄ ＶｅｃＹ ｉｓａ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

② Ｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ＩｆＸ′Ｘｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆ
Ｙ′Ｙ，ｔｈｅｎｔｒ（Ｘ′Ｘ）ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｔｒ（Ｙ′Ｙ），ｉ．ｅ．，

∑
ｉ
∑
ｊ
ｘ２ｉｊ ＝ （ＶｅｃＸ）′ＶｅｃＸ ａｎｄ ∑

ｓ
∑
ｔ
ｙ２ｓｔ ＝

（ＶｅｃＹ）′ＶｅｃＹａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．Ｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｏｆＶｅｃＸ ａｎｄ ＶｅｃＹ ｉｓ ａ ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．Ｆｒｏｍｔｈｅｏｒｅｍ１，ＶｅｃＸａｎｄＶｅｃＹａｒｅ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｈｅｎｃｅＸｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＹ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ５ ＬｅｔＸａｎｄＹｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｏｆｔｈｅｏｒｅｍ２，ｔｈｅｎＸｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＹｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ
ｔｒ（Ｘ′Ｘ）ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｔｒ（Ｙ′Ｙ），ａｎｄｔｈｅｊｏｉｎｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＶｅｃＸ ａｎｄＶｅｃＹ ｉｓａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ
ｎｏｒｍａｌ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ ＬｅｔＷ ～ ＷＰ ｎ，Σ，( )Δ ，Ｗ ＝

４７１ ＺｈｕＤａｏｙｕａｎ，ａｎｄＺｈａｏＳｈｅｎｇｌｉ



Ｗ１１ Ｗ１２
Ｗ２１ Ｗ２２( )

，

，Σ ＝
Σ１１ Σ１２

Σ２１ Σ
( )

２２
，ｗｈｅｒｅＷ１１ａｎｄΣ１１

ａｒｅｑ× ｑｍａｔｒｉｘｅｓ， Ｗ１１ ａｎｄ Ｗ２２ ａｒｅＷｉｓｈａｒｔ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｔｈｅｎＷ１１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＷ２２ｉｆａｎｄｏｎｌｙ
ｉｆΣ１２ ＝０．

Ｐｒｏｏｆ Ｆｒｏｍ ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆＷＰ ｎ，Σ，( )Δ ，

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｘ～ Ｎｎ×ｐ Ｍ，Ｉ( )Σ ｓｕｃｈｔｈａｔＷ ＝
ｘ′ｘ，ｗｈｅｒｅＭ′Ｍ＝Δ．ＰａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇＸａｎｄＭａｓｘ＝（ｘ１，

ｑ

ｘ２）
ｐ－ｑ
，Ｍ＝（Ｍ１，

ｑ
Ｍ２）
ｐ－ｑ
，ｓｏｘ１＝ ｘ１ｘ( )２

Ｉｑ( )０ ～Ｎｎ×ｑ Ｍ１Ｍ( )( ２

Ｉｑ( )０ ，Ｉ Ｉｑ( )０Σ
Ｉｑ( )( ) )０

＝Ｎｎ×ｑ（Ｍ１ ＩΣ１１）ａｎｄｘ２

～Ｎｎ×（ｐ－ｑ） Ｍ２，ＩΣ( )２２ ．Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔ

Ｗ１１ ＝ Ｉｑ( )０
Ｗ１１ Ｗ１２
Ｗ２１ Ｗ( )

２２

Ｉｑ( )０ ＝ Ｉｑ( )０

ｘ′１
ｘ′( )
２
ｘ１ ｘ( )２

Ｉｑ( )０ ＝ｘ′１ｘ１ａｎｄＷ２２ ＝ｘ′２ｘ２．Ｏｎｔｈｅ

ｏｔｈｅｒｈａｎｄ，Ｖｅｃｘ ～ Ｎｎｐ（ＶｅｃＭ，Σ  Ｉ）ｌｅａｄｓｔｏ
Ｖｅｃｘ１
Ｖｅｃｘ( )

２
～Ｎｎｐ

ＶｅｃＭ１
ＶｅｃＭ( )

２
，
Σ１１ ＩΣ１２ Ｉ
Σ２１ ＩΣ２２( )( )Ｉ ．

ＩｆΣ１２ ＝０，ｗｅｈａｖｅΣ１２ Ｉ＝０，ｔｈｅｎＶｅｃｘ１ｉｓ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＶｅｃｘ２，ｈｅｎｃｅｘ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ２ｓｏ
ｘ′１ｘ１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｘ′２ｘ２．ｉ．ｅ．，Ｗ１１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｏｆＷ２２．

Ｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ＩｆＷ１１ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆＷ２２，
ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ，ｘ′１ｘ１ ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆ
ｘ′２ｘ２，ａｎｄｘ＝（ｘ１，ｘ２）ｉｓｎｏｒｍａｌｒａｎｄｏｍｍａｔｒｉｘ．

ＴｈｅｒｅｆｏｒｅＶｅｃｘ＝
Ｖｅｃｘ１
Ｖｅｃｘ( )

２
ｉｓａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，Ｖｅｃｘ１ ａｎｄＶｅｃｘ２ ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｂｙ
ｔｈｅｏｒｅｍ２．ＴｈｉｓｌｅａｄｓΣ１２ Ｉ＝０，ｈｅｎｃｅΣ１２ ＝０．

Ｒｉｇｈｔｎｏｗｗｅ’ｌｌｃｉｔｅａｎｅｘａｍｐｌｅｔｏｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ
ｔｈａｔｉｆｔｈｅｊｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘ１ ａｎｄｘ２ ｉｓｎｏｔ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｘ１ａｎｄｘ２ｃａｎｎｏｔｂｅ
ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｅｖｅｎｉｆｘ′１ｘ１ａｎｄｘ′２ｘ２ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．

Ｅｘａｍｐｌｅ Ｌｅｔｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｘ＝（ｘ１，
…，ｘｎ）′ｂｅ

ｆ（ｘ）＝
１
２槡( )
π

ｎ

ｅｘｐ－１２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２( )ｉ ×

ｓｉｇｎ∏
ｎ

ｉ＝１
ｘ( )ｉ ＋( )１ ｘ∈ Ｒｎ

ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓｈｏｌｄ．
１）ｍ，１≤ｍ＜ｎ，（ｘｉ１，…，ｘｉｍ）′～Ｎｍ（０，Ｉ），

ｉ．ｅ．，ｔｈａｔａｎｙｍａｒｇｉｎａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｘｉｓｓｔａｎｄａｒｄ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｎｏｒｍａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ．

２）Ｉｆ｛１，…，ｎ｝＝｛ｉ１，…，ｉｍ｝∪｛ｊ１，…，ｊｎ－ｍ｝，
ｔｈｅｎ （ｘｉ１，…，ｘｉｍ）′ ａｎｄ （ｘｊ１，…，ｘｊｎ－ｍ）′ ａｒｅ ｎｏｔ

ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ，ｓｏ（ｘ１，…，ｘｍ）′ａｎｄ（ｘｍ＋１，…，ｘｎ）′ａｒｅ
ｎｏｔｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．

３）Ａｎｙｍｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｘ１，…，ｘｎ（２≤ ｍ
＜ｎ）ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｅａｃｈｏｔｈｅｒ，ａｎｄｘ２１，…，ｘ２ｎ

ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｅａｃｈｏｔｈｅｒ，ｓｏ∑
ｍ

ｋ＝１
ｘ２ｉｋａｎｄ∑

ｎ－ｍ

ｋ＝１
ｘ２ｊｋ

ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．
Ｐｒｏｏｆ ① Ｆｉｒｓｔ ｐｒｏｖｅ （ｘ１，…ｘｎ－１）′ ～

Ｎｎ－１ ０，( )Ｉ． Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｘ１，…，ｘｎ－１，
１
２槡( )
π

ｎ

ｅｘｐ－１２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２( )ｉ ｓｉｇｎ∏

ｎ

ｉ＝１
ｘ( )ｉ ， ｉｓａｎ ｏｄｄ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎ（－∞，＋∞）ｏｆｘｎ，ｉｔｓｉｎｔｅｇｒａｌｉｓ０．Ｓｏ

ｆｎ（ｘ１，…，ｘｎ－１）＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘｎ ＝

∫
＋∞

－∞

１
２槡( )
π

ｎ

ｅｘｐ－１２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２( ) (ｉ (ｓｉｇｎ∏

ｎ

ｉ＝１
ｘ)ｉ ＋ )１ｄｘｎ ＝

∫
＋∞

－∞

１
２槡( )
π

ｎ

ｅｘｐ－１２∑
ｎ

ｉ＝１
ｘ２( )ｉ ｄｘｎ ＝

１
２槡( )
π

ｎ－１

ｅｘｐ－１２∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｘ２( )ｊ

ｔｈｉｓｌｅａｄｓ（ｘ１，…ｘｎ－１）′～Ｎｎ－１ ０，Ｉｎ－( )１ ．
Ｎｏｔｅｔｈａｔｆ（ｘ）ｉｓｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｂｏｕｔｉｔｓｖａｒｉａｂｌｅｓ，

ｓｏｉｔｓａｎｙｍａｒｇｉｎａｌｖｅｃｔｏｒｗｉｔｈｎ－１ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｉｓ
Ｎｎ－１ ０，( )Ｉ．Ａｎｄｆｏｒｍ，１≤ ｍ＜ｎ－１，（ｘｉ１，…，

ｘｉｍ） ｍｕｓｔｂｅ ａ ｐｏｒｔｉｏｎｅｄ ｖｅｃｔｏｒｏｆａ （ｎ －

１）ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｖｅｃｔｏｒｏｆｘ，ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔ（ｘｉ１，…，

ｘｉｍ）′～Ｎｍ（０，Ｉｍ）．

② Ｆｒｏｍ①，ｔｈｅｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ（ｘｉ１，…ｘｉｍ）′

ａｎｄ（ｘｊ１，…ｘｊｎ－ｍ）′ａｒｅ

ｇ（ｘｉ１，…，ｘｉｍ） ＝
１
２槡( )
π

ｍ

ｅｘｐ－１２∑
ｍ

ｋ＝１
ｘ２ｉ( )ｋ ，

ｈ（ｘｊ１，…，ｘｊｎ－ｍ） ＝
１
２槡( )
π

ｎ－ｍ

ｅｘｐ－１２∑
ｎ－ｍ

ｋ＝１
ｘ２ｊ( )ｋ ，

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｉｔｉｓｅａｓｉｌｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔｆ（ｘ）≠ ｇ（ｘｉ１，…，

ｘｉｍ）ｈ（ｘｊ１，…，ｘｊｎ－ｍ），ｓｏ（ｘｉ１，…，ｘｉｍ）′ａｎｄ（ｘｊ１，…，

ｘｊｎ－ｍ）′ａｒｅｎｏｔｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．

③ Ｆｒｏｍ①，（ｘ１，…，ｘｎ－１）′～Ｎｎ－１ ０，Ｉｎ－( )１ ，ｓｏ
ｘ１，…，ｘｎ－１ａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ．Ａｎｄｆｒｏｍｔｈｅｏｔｈｅｒ（ｎ－
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２分布与 Ｗｉｓｈａｒｔ分布独立性
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摘 要 推广了卡方分布到拟卡方分布，证明了它的若干性质，并利用这些性质找到了 Ｗｉｓｈａｒｔ分
布内部及２个多元正态分布或矩阵正态分布之间独立的充要条件．
关键词 拟卡方分布，Ｗｉｓｈａｒｔ分布，独立性
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