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２．３ Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓｗｉｔｈｔｗｏｏｐｐｏｓｉｔｅｅｄｇｅｓ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄｔｗｏｅｄｇｅｓｆｒｅｅ（Ｆｉｇ．３）

ｗ１＝∑
∞

ｍ＝１，２，３
（Ａｍｓｈαｙ＋Ｂｍｃｈαｙ＋Ｃｍαｙｓｈαｙ＋

Ｄｍαｙｃｈαｙ）ｓｉｎαｘ＋（Ｅ０ｘ＋Ｆ０＋Ｇ０ｘ２＋Ｈ０ｘ３）＋

∑
∞

ｎ＝１，２，３
（Ｅｎｓｈβｘ＋Ｆｎｃｈβｘ＋Ｇｎβｘｓｈβｘ＋

Ｈｎβｘｃｈβｘ）ｃｏｓβｙ＋ΔＯ＋
（ΔＡ－ΔＯ）ｙ

ｂ ＋

（ΔＢ－ΔＯ）ｘ
ａ ＋

（ΔＣ－ΔＡ－ΔＢ＋ΔＯ）ｘｙ
ａｂ （５）

ｗｈｅｒｅα ＝ ｍπ
ａ；β ＝ ｎπ

ｂ； ｔｈｅｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓＥ０，Ｆ０，Ｇ０ａｎｄＨ０ａｒｅｔｈｅＥｎ，Ｆｎ，Ｇｎａｎｄ

Ｈｎｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｗｈｅｎｎｅｑｕａｌｓｚｅｒｏ．∑
ｎ＝０，１，２

ｃｏｓβｙｉｓａ

ｗｈｏｌｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｆａｍｉｌｙｆｒｏｍ０ｔｏ
ｂ．Ｔｈｅｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｎ＝０
ｍｕｓｔｂｅｃｏｍｅａｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｂｏｕｔｘｉｎｏｒｄｅｒｔｏｅｎｓｕｒｅ
ｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｉｔｙｏｆｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，ｂｅｃａｕｓｅ
ｃｏｓβｙｅｑｕａｌｓ１ａｎｄｓｈβｘ，βｘｓｈβｘ，βｘｃｈβｘａｒｅａｌｌｚｅｒｏ
ｗｈｅｎｎｅｑｕａｌｓｚｅｒｏ．ＣｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓＯ，Ａ，ＢａｎｄＣａｒｅ
ａｌｌｔｈｅｅｎｄｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅｓ．

Ｆｉｇ．３ Ｐｌａｔｅｓｗｉｔｈｔｗｏｏｐｐｏｓｉｔｅｅｄｇｅｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄ
ｔｗｏｅｄｇｅｓｆｒｅｅ

２．４ Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓｗｉｔｈｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｅｄｇｅｓ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｅｄｇｅｓｆｒｅｅ（Ｆｉｇ．４）

ｗ１＝∑
∞

ｍ＝１，３，５
（Ａｍｓｈγｙ＋Ｂｍｃｈγｙ＋Ｃｍγｙｓｈγｙ＋

Ｄｍγｙｃｈγｙ）ｓｉｎγｘ＋∑
∞

ｎ＝１，３，５
（Ｅｎｓｈλｘ＋Ｆｎｃｈλｘ＋

Ｇｎλｘｓｈλｘ＋Ｈｎλｘｃｈλｘ）ｓｉｎλｙ＋ΔＯ＋
（ΔＡ－ΔＯ）ｙ

ｂ ＋

（ΔＢ－ΔＯ）ｘ
ａ （６）

ｗｈｅｒｅγ ＝ ｍπ２ａ；λ ＝ ｎπ２ｂ；ｔｈｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ，ｗｈｏｓｅ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｍａｄｅｏｆΔＯ，ΔＡａｎｄΔＢ，ｒｅｆｌｅｃｔｓｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｂｒｏｕｇｈｔｏｎｂｙｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅ
ｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｅｎｄｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅｓ．

Ｆｉｇ．４ Ｐｌａｔｅｓｗｉｔｈｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｅｄｇｅｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄ
ｔｗｏｅｄｇｅｓｆｒｅｅ

３４２ＵｎｉｆｉｅｄＳｏｌｕｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＲｅｃｔａｎｇｕｌａｒＰｌａｔｅＥｌａｓｔｉｃＢｅｎｄｉｎｇ



２．５ Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｅｄｇｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐ
ｏｒｔｅｄａｎｄｏｎｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ
（Ｆｉｇ．５）

ｗ１＝∑
∞

ｍ＝１，３，５
（Ａｍｓｈγｙ＋Ｂｍｃｈγｙ＋Ｃｍγｙｓｈγｙ＋

Ｄｍγｙｃｈγｙ）ｓｉｎγｘ＋∑
∞

ｎ＝１，３，５
（Ｅｎｓｈλｘ＋Ｆｎｃｈλｘ＋

Ｇｎλｘｓｈλｘ＋Ｈｎλｘｃｈλｘ）ｓｉｎλｙ＋ΔＯ＋
（ΔＡ－ΔＯ）ｙ

ｂ ＋

ΔＢ－ΔＯ－∑
ｍ＝１，３，５

Ｂｍｓｉｎ
ｍπ( )２ ｘ

ａ （７）

ｗｈｅｒｅγ ＝ ｍπ２ａ；λ ＝ ｎπ２ｂ；ｔｈｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ，ｗｈｏｓｅ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅ ｍａｄｅ ｏｆΔＯ ａｎｄΔＡ， ｒｅｆｌｅｃｔｓ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｂｒｏｕｇｈｔ ｏｎ ｂｙ ｔｈｅ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｅｎｄｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｅｄｇｅ．ＴｈｅｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔＢｉｓａｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒ
ｐｏｉｎｔ，ａｎｄｉｔｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｂｙｉｔｓｅｌｆ．

Ｆｉｇ．５ Ｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｅｄｇｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄｏｎｅ
ｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ

２．６ Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈｔｈｒｅｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔ
ｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓ（Ｆｉｇ．６）

ｗ１ ＝ ∑
∞

ｍ＝１，３，５
（Ａｍｓｈγｙ＋Ｂｍｃｈγｙ＋Ｃｍγｙｓｈγｙ＋

Ｄｍγｙｃｈγｙ）ｓｉｎγｘ＋∑
∞

ｎ＝１，３，５
（Ｅｎｓｈλｘ＋Ｆｎｃｈλｘ＋

Ｇｎλｘｓｈλｘ＋Ｈｎλｘｃｈλｘ）ｓｉｎλｙ＋ΔＯ＋

ΔＢ－ΔＯ－∑
ｍ＝１，３，５

Ｂｍｓｉｎ
ｍπ( )２ ｘ

ａ＋

ΔＡ－ΔＯ－∑
ｎ＝１，３，５

Ｆｎｓｉｎ
ｎπ( )２ ｙ
ｂ （８）

ｗｈｅｒｅγ ＝
ｍπ
２ａ；λ ＝

ｎπ
２ｂ；ｔｈｅｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓＯ，Ａａｎｄ

Ｂ ａｒｅｔｈｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｉｒ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄｂｙｔｈｅｍｓｅｌｆ．

Ｆｉｇ．６ Ｐｌａｔｅｗｉｔｈｔｈｒｅｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓ

２．７ Ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｃｌａｍｐｅｄｅｄｇｅ
（Ｆｉｇ．７）

ｗ１ ＝ ∑
∞

ｍ＝１，３，５
（Ａｍｓｈγｙ＋Ｂｍｃｈγｙ＋Ｃｍγｙｓｈγｙ＋

Ｄｍγｙｃｈγｙ）ｓｉｎγｘ＋Ｅ０ｘ＋Ｆ０＋Ｇ０ｘ２＋

Ｈ０ｘ３＋∑
∞

ｎ＝１，２
（Ｅｎｓｈβｘ＋Ｆｎｃｈβｘ＋Ｇｎβｘｓｈβｘ＋

Ｈｎβｘｃｈβｘ）ｃｏｓβｙ＋ΔＯ＋
（ΔＡ－ΔＯ）ｙ

ｂ （９）

ｗｈｅｒｅγ ＝ ｍπ２ａ，β ＝ ｎπｂ；ｔｈｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ，ｗｈｏｓｅ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｍａｄｅｏｆΔＯ ａｎｄΔＡ，ｒｅｆｌｅｃｔｓｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｂｒｏｕｇｈｔ ｏｎ ｂｙ ｔｈｅ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｅｎｄｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｅｄｇｅ．ＴｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓＥ０，Ｆ０，Ｇ０ａｎｄＨ０ａｒｅｔｈｅＥｎ，
Ｆｎ，ＧｎａｎｄＨｎｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｗｈｅｎｎｅｑｕａｌｓｚｅｒｏ．

Ｆｉｇ．７ Ｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｃｌａｍｐｅｄｅｄｇｅ

３ ＰａｒｔｉｃｕｌａｒＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆＲｅｃｔａｎｇｕｌａｒＰｌａｔｅ
Ｂｅｎｄｉｎｇ
Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｗ２ ｉｓｍａｉｎｌｙｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙ

ｌｏａｄｓ．Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｓａｔｉｓｆｙ
Ｅｑ．（１）ｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅｉｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｌｏａｄｓｑ（ｘ，ｙ）．
Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓａｌｓｏｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｆｏｒｃｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｆｒｅｅｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｗｈｅｎｆｒｅｅｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｉｓ

ｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏａｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄ，ｂｅｃａｕｓｅｔｈｅ
ｗ１

ｘｙ＝

０ａｔｔｈｅｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ．Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｎｏｔ
ｎｅｃｅｓｓａｒｙ，ｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅｅｄｇｅｉｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｌｏａｄｓｏｒ
ｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅｈａｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅｐａｒｔｉｃｕｌａｒ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｖａｌｕｅｍｕｓｔｂｅｚｅｒｏａｔｔｈｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒ
ｐｏｉｎｔ，ｂｅｃａｕｓｅｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｏｌｕｔｉｏｎｉｔｓｅｌｆｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｉｓｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ．

３．１ Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｗ２ ｏｆｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏ
ｌｏａｄｓｏｎｉｔ

３．１．１ Ｄｕａｌｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓｅｒｉｅｓｗ２

Ｆｉｒｓｔｗｅｅｘｐａｎｄｑ（ｘ，ｙ）ｉｎｔｏａｄｕａｌｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ
ｓｅｒｉｅｓｗｈｉｃｈｈａｓｔｈｅｓａｍｅｆｏｒｍａｓｔｈｅｓｅｒｉｅｓｕｓｅｄｉｎｔｈｅ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｏｌｕｔｉｏｎｗ１ ｉｎｏｒｄｅｒｔｏａｃｃｏｒｄｗｉｔｈｔｈｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｂｒｏｕｇｈｔｏｎｂｙｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉ

４４２ ＸｕＱｉｌｏｕ，ＪｉＴｏｎｇｇｅｎｇ，ＪｉａｎｇＲｕｉ，ＴａｎｇＧｕｏｍｉｎｇ，ａｎｄＪｉＨｏｎｇｅｎ



ｔｉｏｎ．
Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，ｗｈｅｎｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｗｉｔｈ

ｔｈｒｅｅｅｄｇｅｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄｏｎｅｅｄｇｅｆｒｅｅ（Ｆｉｇ．２）
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｏａｄｑ（ｘ，ｙ）＝ｑ０，ｗｅｔａｋｅｔｈｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎａｓ

ｗ２ ＝∑
ｍ＝１，３，５

∑
ｎ＝１，３，５

１６ｑ０
ｍｎπ２Ｄ（α２＋λ２）

ｓｉｎｍπｘａ ｓｉｎ
ｎπｙ
２ｂ
（１０）

Ｕｓｉｎｇｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｏｆｓｅｒｉｅｓ，ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｈｉｃｈ
ａｒｅ ｎｏｔｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ ｓｅｒｉｅｓ ａｒｅ ｅｘｐａｎｄｅｄ ｉｎｔｏ
ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓｅｒｉｅｓｉｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｚｏｎｅ．Ｔｈｅｎｕｓｉｎｇ
ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｆｏｕｒｅｄｇｅｓ，ｗｅｃａｎｇｅｔｅｉｇｈｔ
ｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｒｏｍｗｈｉｃｈｗｅｃａｎｄｅｒｉｖｅｔｈｅｅｉｇｈｔ
ｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ．Ｆｏｒｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ
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ｈａｖｅｔｈａｔｅｉｇｈｔｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅａｌｌｚｅｒｏ．
Ｔｈａｔｉｓ

ｗ＝ΔＯ＋
ΔＢ－Δ( )Ｏ ｘ
ａ ＋ ΔＡ

－Δ( )Ｏ ｙ
ｂ ＋

ΔＣ－ΔＡ－ΔＢ＋Δ( )Ｏ ｘｙ
ａｂ （１８）

Ｆｏｒｔｈｅｐｌａｔｅｗｉｔｈｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｅｄｇｅｓｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｅｄｇｅｓｆｒｅｅａｓｓｈｏｗｎｉｎ
Ｆｉｇ．４（ｃ），ｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅｈａｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｔｈｅｅｎｄ
ｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅａｎｄｔｈｏｓｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｅｄｇｅｓａｒｅｓｔｉｌｌｌｉｎｅａｒ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｅｉｇｈｔｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅａｌｌｚｅｒｏ．Ｓｏ

ｗ＝ΔＯ＋
ΔＢ－Δ( )Ｏ ｘ
ａ ＋ ΔＡ

－Δ( )Ｏ ｙ
ｂ （１９）

Ｆｏｒｔｈｅｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｅｄｇｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄ
ｏｎｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．５，
ｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅｈａｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｔｈｅｅｎｄｃｏｒｎｅｒ
ｐｏｉｎｔｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅａｎｄｔｈｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅｉｓｓｔｉｌｌ
ｌｉｎｅａｒ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｅｉｇｈｔｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

ａｒｅａｌｌｚｅｒｏ．ＴｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｗｉｓｔｈｅｓａｍｅａｓＥｑ．（１９）．
Ｆｏｒｔｈｅｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｅｄｇｅｃｌａｍｐｅｄａｓｓｈｏｗｎｉｎ

Ｆｉｇ．７，ｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅｈａｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｔｈｅｅｎｄ
ｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓｏｆｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅａｎｄｕｎｉｔａｎｇｌｅｏｆ
ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅｃｌａｍｐｅｄｅｄｇｅ，ｂｕｔｔｈｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｅｄｇｅｉｓｓｔｉｌｌｌｉｎｅａｒ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｅｉｇｈｔｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅａｌｌｚｅｒｏｅｘｃｅｐｔＥ０ ＝１．Ｓｏ

ｗ＝ΔＯ＋
（ΔＡ－ΔＯ）ｙ

ｂ ＋ｘ （２０）

Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄａｂｏｖｅａｒｅａｌｌｔｈｅｓａｍｅａｓ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ａｎｄｏｔｈｅｒｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｓｈｏｗｎｉｎ
Ｒｅｆ．［１５］．

６ ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｔａｔｉｃａｌｌｙＩｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅＢｅｎ
ｄｉｎｇ
Ｕｓｉｎｇｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ．
Ｒｅｐｌａｃｉｎｇｔｈｅｅｘｔｒａｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｂｙａｎｕｎｋｎｏｗｎ
ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅ， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ
ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｂｅｎｄｉｎｇｂａｓｉｃｓｙｓｔｅｍ．Ｆｉｒｓｔｗｅｃａｌｃｕｌａｔｅ
ｔｈｅｂｅｎｄｉｎｇｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂａｓｉｃｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈｔｈｅ
ｏｒｉｇｉｎａｌｌｏａｄｓａｎｄｕｎｉｔｆｏｒｃｅａｔｔｈｅｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｎｕｓｉｎｇｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎｔｈａｔ
ｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｅｑｕａｌｓｚｅｒｏｏｒａｋｎｏｗｎｖａｌｕｅａｔｔｈｅ
ｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ， ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｆｏｒｃｅ．Ｓｏｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｃａｎｂｅ
ｓｏｌｖｅｄｕｓｉｎｇｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅ．

Ｂｅｎｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅｓｅｐｌａｔｅｓ，ａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．８，
Ｆｉｇ．９， Ｆｉｇ．１０ ａｎｄ Ｆｉｇ．１１， ａｒｅ ａｌｌｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ｓｔａｔｉｃａｌｌｙｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｂｅｎｄｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｗｈｅｎｔｈｅ
ｐｌａｔｅａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．８（ｃ）ｈａｓａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ
ａｔｔｈｅｆｏｕｒｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓａｎｄｔｈｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｄｇｅｓａｒｅ

Ｆｉｇ．８ Ｐｌａｔｅｓｗｉｔｈｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｅｄｇｅｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄ
ｏｎｅｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔ

Ｆｉｇ．９ Ｐｌａｔｅｗｉｔｈｏｎｅｅｄｇｅｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄａｎｄ
ｔｗｏｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓ

６４２ ＸｕＱｉｌｏｕ，ＪｉＴｏｎｇｇｅｎｇ，ＪｉａｎｇＲｕｉ，ＴａｎｇＧｕｏｍｉｎｇ，ａｎｄＪｉＨｏｎｇｅｎ



Ｆｉｇ．１０ Ｐｌａｔｅｗｉｔｈｆｏｕｒｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓ

Ｆｉｇ．１１ Ｐｌａｔｅｓｗｉｔｈｏｎｅｃｌａｍｐｅｄｅｄｇｅａｎｄ
ｏｎｅｏｒｔｗｏｐｉｌｌａｒｓｕｐｐｏｒｔｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓ

ｓｔｉｌｌｌｉｎｅａｒ，ｕｓｉｎｇｔｈｅｓｕｐｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅｗｅｈａｖｅ

ｗ＝ΔＯ＋
ΔＢ－Δ( )Ｏ ｘ
ａ ＋ ΔＡ

－Δ( )Ｏ ｙ
ｂ ＋

ΔＣ－ΔＡ－ΔＢ＋Δ( )Ｏ ｘｙ
ａｂ （２１）

ＷｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．９ｈａｓａｒｂｉｔｒａｒｙ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｆｏｕｒｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓａｎｄｅｄｇｅＯＡｉｓｓｔｉｌｌ
ｌｉｎｅａｒ，ｏｒｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１０ｈａｓ
ａｒｂｉｔｒａｒｙｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓａｔｆｏｕｒｃｏｒｎｅｒｐｏｉｎｔｓ，ｗｅｈａｖｅ
ｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎａｓＥｑ．（２１）．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｔｈｅ
ｓａｍｅａｓｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｓｔａｔｉｃａｌｌｙ
ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｂｅｎｄｉｎｇｏｆｔｈｅｐｌａｔｅｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｌｏａｄｓ
ａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＲｅｆｓ．［３，５，８，９］．

７ ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄＳｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅＰｌａｔｅｗｉｔｈＴｗｏ
ＯｐｐｏｓｉｔｅＥｄｇｅｓＳｉｍｐｌｙＳｕｐｐｏｒｔｅｄ
ＦｏｒｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅｓａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．１（ａ），

Ｆｉｇ．１（ｂ），Ｆｉｇ．１（ｃ），Ｆｉｇ．２（ａ），Ｆｉｇ．２（ｂ）ａｎｄＦｉｇ．３（ａ），
ｔｈｅｅｄｇｅｓｘ＝０ａｎｄｘ＝ａａｒｅａｌｌｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄ．
Ｗｈｅｎｔｈｅｐｌａｔｅｓａｒｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｌｏａｄｓｏｎｔｈｅｍ，ｗｅｃａｎ
ｇｅｔｔｈｅｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓＥｎ＝Ｆｎ＝Ｇｎ＝Ｈｎ
＝０ｗｉｔｈｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｅｄｇｅｓｘ＝０
ａｎｄｘ＝ａ．ＦｏｒｔｈｅｐｌａｔｅａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．３（ａ），ｗｅ
ａｌｓｏｇｅｔｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓＥ０＝Ｆ０＝Ｇ０＝Ｈ０＝０．Ｅｑ．
（３），Ｅｑ．（４）ａｎｄＥｑ．（５）ｃａｎｂｅｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｉｎｔｏ

ｗ１ ＝ ∑
ｍ＝１，２，３

（Ａｍｓｈαｙ＋Ｂｍｃｈαｙ＋Ｃｍαｙｓｈαｙ＋

Ｄｍαｙｃｈαｙ）ｓｉｎαｘ＋ΔＯ＋
ΔＢ－Δ( )Ｏ ｘ
ａ ＋

ΔＡ－Δ( )Ｏ ｙ
ｂ ＋ ΔＣ

－ΔＡ－ΔＢ＋Δ( )Ｏ ｘｙ
ａｂ （２２）

ＷｈｅｎΔＯ ＝ΔＡ＝ΔＢ ＝ΔＣ ＝０，ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈｅ
ｃｌａｓｓｉｃａｌＬｅｖｙ’ｓｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｂｅｃａｕｓｅｔｈｅ

ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｓｏｌｕｔｉｏｎｏｎｌｙｈａｓｓｉｎｇｌｅｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ
ｓｅｒｉｅｓ， ｔｈｅ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃａｎ ｔａｋｅ ｓｉｎｇｌｅ
ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓｅｒｉｅｓａｓ

ｗ２ ＝ ∑
ｍ＝１，２，３

Ｒｍｓｉｎ
ｍπｘ
ａ （２３）

ＴｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌＬｅｖｙ’ｓｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｅｎｔａｋｅｐｏｌｙｎｏ
ｍｉａｌａｂｏｕｔｘａｎｄ ｙａｓｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｂｏｕｔｘａｎｄｙｉｓｏｎｅｓｐｅｃｉａｌｆｏｒｍ ｏｆ
ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓｅｒｉｅｓｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈｅ
ｓａｍｅｓｅｒｉｅｓｂｙｅｘｐａｎｄｉｎｇｔｈｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．Ｂｕｔｔｈｅ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｈａｓｔｈｅｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｔｈａｔｉｔｃａｎ’ｔｂｅｕｓｅｄｔｏ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｂｅｎｄｉｎｇｏｆｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｄｉｓｃｏｎｔｉ
ｎｕｏｕｓｌｏａｄｓｉｎｘｏｒｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，ｓｕｃｈａｓｐａｒｔｉａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄｓｏｒｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄｓ．Ｕｓｉｎｇｔｈｅ
ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎａｓｓｈｏｗｎｉｎＥｑ．（２３），ｗｅｃａｎ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｂｅｎｄｉｎｇｏｆｔｈｅｐｌａｔｅｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｔｈｅｌｏａｄｓ
ｔｈａｔａｒｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎ
ｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．Ｉｔｍｕｓｔａｄｏｐｔｔｈｅｄｕａｌｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓｅｒｉｅｓ
ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｏａｄｓ
ｉｎｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｓｅｒｉｅｓｉｎｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｈｏｕｌｄａｄｏｐｔ

ｔｈｅｆｏｒｍａｓ∑
ｎ＝１，２，３

ｓｉｎｎπｙｂ，∑ｎ＝１，３，５ｓｉｎ
ｎπｙ
２ｂ ａｎｄ∑ｎ＝０，１，２ｃｏｓ
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矩形薄板弹性弯曲统一求解方法
许琪楼１ 姬同庚２ 姜 锐１ 唐国明３ 姬鸿恩４

（１郑州大学土木工程学院，郑州 ４５０００２）
（２河南省交通厅勘察设计院，郑州 ４５００５２）
（３广东肇庆市城市规划设计院，肇庆 ５２６０４０）

（４郑州工程学院，郑州 ４５００５２）

摘 要 在分析角点求解条件完备性的基础上将矩形板弯曲划分为广义静定问题和广义超静定问

题．广义静定弯曲可以由板的平衡微分方程及四边边界条件直接求解，广义超静定弯曲可以由叠加
法求解．这种求解方法可以解决各种边界条件下（包括简支边、固定边、自由边、自由角点、支柱角
点）的矩形板在任意荷载作用下（包括板面上作用任意法向荷载，板边界上作用任意荷载，板自由角

点上作用集中力，板边界及支柱角点发生任意位移）的弯曲．本方法可以将经典的纳维叶解和李维
解法有机地统一起来，且收敛速度快，计算精度高．
关键词 弹性薄板弯曲，矩形板，统一解法
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