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ＡＲｅｓｕｌｔｏｎＭｕｌｔｉｐｌｙＰｅｒｆｅｃｔＮｕｍｂｅｒ

ＣｈｅｎｇＬｉｎｆｅｎｇ

（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＣｈｉｎａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＭｉｎｉｎｇａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｘｕｚｈｏｕ２２１００８，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｌｅｔｎｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｎ＞１；ω（ｎ）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｄｉｓｔｉｎｃｔｐｒｉｍｅｆａｃｔｏｒｓｏｆｎ；σ（ｎ）
ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉｖｉｓｏｒｓｏｆｎ．Ｉｆσ（ｎ）＝２ｎｔｈｅｎｎｉｓｓａｉｄｔｏｂｅａｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒａｎｄｉｆσ（ｎ）＝ｋｎ（ｋ
≥３）ｔｈｅｎｎｉｓｓａｉｄｔｏｂｅａｍｕｌｔｉｐｌｙｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒ．ＩｎｔｈｉｓｐａｐｅｒａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥｕｌｅｒｔｈｅｏｒｅｍａｎｄＦｅｒｍａｔｔｈｅｏｒｅｍ，ｗｅ
ｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆσ（ｎ）＝ω（ｎ）ｎａｎｄｐｒｏｖｅｔｈａｔｏｎｌｙｎ＝２３·３·５，２５·３·７，２５·３３·５·７ｓａｔｉｓｆｉｅｓσ（ｎ）＝
ω（ｎ）ｎ（ω（ｎ）≥３）．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｍｕｌｔｉｐｌｙｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒ，Ｅｕｌｅｒｔｈｅｏｒｅｍ，ｄｉｖｉｓｉｂｌｅ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２０３１７．
 Ｂｏｒｎｉｎ１９６７，ｆｅｍａｌｅ，ｇｒａｄｕａｔｅ，ｌｅｃｔｕｒｅｒ．

Ｌｅｔｎｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｎ＞１；
ω（ｎ）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｄｉｓｔｉｎｃｔｐｒｉｍｅｆａｃｔｏｒｓｏｆ
ｎ；σ（ｎ）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉｖｉｓｏｒｓｏｆｎ．
Ｉｆσ（ｎ）＝ｋｎ（ｋ≥３）ｔｈｅｎｎｉｓｓａｉｄｔｏｂｅａｍｕｌｔｉｐｌｙ
ｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｗｅｉｄｅｎｔｉｆｙａｌｌｍｕｌｔｉｐｌｙ
ｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｒａｉｓｅｄｉｎｔｈｅｆａｓｈｉｏｎσ（ｎ）
＝ω（ｎ）·ｎ（ω（ｎ）≥３）．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１ ｎ＝２３·３·５ａｎｄｎ＝２５·３·７ａｒｅ

ｔｈｅｏｎｌｙｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆσ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎｗｉｔｈω（ｎ）＝
３．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２ ｎ＝２５·３３·５·７ｉｓｔｈｅｏｎｌｙ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆσ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎｗｉｔｈω（ｎ）＝４．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ Ｔｈｅｒｅｉｓｎｏｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｎ
ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇσ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎｗｉｔｈω（ｎ）≥５．

１ Ｌｅｍｍａｓ

Ｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｎｅｅｄｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｓ．

Ｌｅｍｍａ１ Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔａ，ｂ，ｋ ａｒｅｎａｔｕｒａｌ

ｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈａ≥ ２，ｂ≥ ２，ｋ≥ １ａｎｄｂａｋ－１，ｂ

｜ａｌ－１ｗｉｔｈ０＜ｌ＜ｋ．Ｉｆｂａｍ－１，ｔｈｅｎｋｍ［１］．
ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＡｕｌｅｒｔｈｅｏｒｅｍａｎｄｌｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅ

ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｐｅｃｉｆｉｃｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．

Ｌｅｍｍａ２ ① Ｉｆ７３α＋１－１，ｔｈｅｎ１３３α＋１－１；

② Ｉｆ１３２α＋１－１，ｔｈｅｎ７２α＋１－１；

③ Ｉｆ１１５α＋１－１，ｔｈｅｎ７１５α＋１－１；

④ Ｉｆ１１２α＋１－１，ｔｈｅｎ３１２α＋１－１；

⑤ Ｉｆ７５α＋１－１，ｔｈｅｎ３１５α＋１－１；

⑥ Ｉｆ２４ ３α＋１－１，ｔｈｅｎ５３α＋１－１．

Ｌｅｍｍａ３ Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｐ１，ｐ２ ｐ１≠( )２ ａｒｅ
ｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓａｎｄα ＋１，Ｔ，ｈ，ｋ，ｍａｒｅｎａｔｕｒａｌ

ｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈｐＴ２－１＝ｐｈ１·ｋ，ｐ１ ｋ，ｐｈ＋ｍ１ ｐα＋１２ －１

ａｎｄｗｉｔｈ０＜ｔ＜Ｔ，ｐ１ ｐｔ２－１，ｔｈｅｎｐｐ
ｍ
１２ －１ｐα＋１２ －

１．

Ｆｒｏｍｐｈ＋ｍ１ ｐα＋１２ －１ｗｅｈａｖｅｐ１ ｐα＋１２ －１，ｆｒｏｍ

ｐ１ ｐＴ２－１，ｐ１ ｐｔ２－１（ｔ＜Ｔ）ａｎｄｌｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅ

Ｔα＋１．Ｓｏｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅα＋１＝Ｔ·ｐｎ１·ｋ１ｗｉｔｈ

ｐ１ ｋ１（ｎｍａｙｂｅ０），ｔｈｅｎ

ｐＴ·ｋ１２ ＝ ｐｈ１·ｋ＋( )１ｋ１ ＝１＋ｐｈ１·ｋ·ｋ１＋

ｐ２ｈ１·Ｋ１ ＝１＋ｐｈ１·Δ ｗｉｔｈｐ１ Δ

ｐＴ·ｋ１·ｐ１２ ＝ １＋ｐｈ１·( )Δ ｐ１ ＝
１＋ｐｈ＋１１ Δ ＋Ｃ２ｐ１ ｐ

２ｈ
１Δ

２＋… ＝
１＋ｐｈ＋１１ Δ ＋ｐ２ｈ＋１１ Ｋ２ ＝１＋ｐｈ＋１１ Δ１

Ｓｉｎｃｅｐ１ Δ，ｔｈｅｎｐ１ Δ１，ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅ

ｐＴ·ｋ１·ｐ
ｎ
１２ ＝１＋ｐｈ＋ｎ１ ·Δｎｗｉｔｈｐ１ Δｎ，ｔｈａｔｉｓｐα＋１２ －１

＝ｐｈ＋ｎ１ ·Δｎ．

Ｆｒｏｍｐｈ＋ｍ１ ｐα＋１２ －１ｗｅｈａｖｅｐｈ＋ｍ１ ｐｈ＋ｎ１ ·Δｎｗｉｔｈ

ｐ１ Δｎ，ｓｏｔｈａｔｍ≤ ｎｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｐｍ１ α＋１．Ｓｏ

ｗｅｈａｖｅｐｐ
ｍ
１２ －１ｐα＋１２ －１．

Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｓａｓｐｅｃｉｆｉｃｆｏｒｍｏｆｌｅｍｍａ３．

Ｌｅｍｍａ４ ① Ｉｆ３２ ２α＋１－１，ｔｈｅｎ７２α＋１－１；



② Ｉｆ３３ ２α＋１－１，ｔｈｅｎ７３２α＋１－１；

③ Ｉｆ５２ ２α＋１－１，ｔｈｅｎ３１２α＋１－１；

④ Ｉｆ７２ ２α＋１－１，ｔｈｅｎ１２７２α＋１－１；

⑤ Ｉｆ５２ ３α＋１－１，ｔｈｅｎ１１３α＋１－１；

⑥ Ｉｆ１１３ ３α＋１－１，ｔｈｅｎ２３３α＋１－１；

⑦ Ｉｆ１３２ ３α＋１－１，ｔｈｅｎ３１３－１３α＋１－１；

⑧ Ｉｆ１３２ ５α＋１－１，ｔｈｅｎ５１３－１５α＋１－１．

２ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１

Ｓｉｎｃｅω（ｎ）＝３，ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅｔｈａｔｎ＝ｐα１１ ｐα２２
ｐα３３ ａｎｄｐ１，ｐ２，ｐ３ａｒｅｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓｗｉｔｈｐ１＜ｐ２＜
ｐ３，αｉ≥１，ｉ＝１，２，３，ｆｒｏｍｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆσ（ｎ），
ｗｅｈａｖｅ［２］

σ（ｎ）＝
ｐα１＋１１ －１
ｐ１－１

·
ｐα２＋１２ －１
ｐ２－１

·
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

＝

ｐα１１ ＋
ｐα１１ －１
ｐ１－( )１ ｐα２２ ＋

ｐα２２ －１
ｐ２－( )１ ｐα３３ ＋

ｐα３３ －１
ｐ３－( )１ ＜

ｐα１１ ｐα２２ ｐα３３ １＋
１
ｐ１－( )１ １＋ １

ｐ２－( )１ １＋ １
ｐ３－( )１
（１）

Ｉｆσ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎｔｈａｔｉｓσ（ｎ）＝３ｎ，ｔｈｅｎｐ１
＝２，ｐ２ ＝３．Ｉｆｎｏｔｓｏ，ｆｒｏｍＥｑ．（１）ｗｅｃａｎｈａｖｅ
σ（ｎ）＜３ｎｗｈｉｃｈｆａｉｌｓｆｏｒσ（ｎ）＝３ｎ．Ｓｏｗｅｊｕｓｔ
ｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ：

２α１·３α２＋１·ｐ３α３ ＝ ２α１＋１－( )１·
３α２＋１－１
２

ｐ３α３＋１－１
ｐ３－１

（２）

Ｆｉｒｓｔｗｅｄｒａｗｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ：ｔｈｅｒｅｉｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｏｆＥｑ．（２）ｕｎｌｅｓｓ２３
α２＋１－１
２ ｏｒ２２ ３

α２＋１－１


２ （ｐα



ａ

ｍｅａｎｓｐα ａｂｕｔｐα＋１ ａ）．

Ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅ２３ ３
α２＋１－１
２ ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ

ｌｅｍｍａ２ｔｈａｔ５３α２＋１－１ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｐ３ ＝５．

Ｓｕｐｐｏｓｅ５２ ２α１＋１ －１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｗｅｈａｖｅ

３１２α１＋１ －１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇＥｑ．（２）ａｎｄｐ３ ＝ ５；

ｓｕｐｐｏｓｅ５２ ３
α２＋１－１
２ ，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｔｈｅｎ１１３α２＋１ －

１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇＥｑ．（２）ａｎｄｐ３ ＝５．Ｔｈｅｆａｃｔｐ３
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

ａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｓｓｈｏｗα３ ＝１ｏｒ２．

Ｉｆα３ ＝ ２，ｔｈｅｎ
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

＝ ５
３－１
４ ＝ ３１，

ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇＥｑ．（２）ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓα３ ＝１．Ｈｅｎｃｅｗｅ
ｈａｖｅ

２α１·３α２·５＝ ２α１＋１－( )１ ３α２＋１－( )１ （３）

ＩｎＥｑ．（３），ｉｆ３２ ２α１＋１ －１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｗｅ

ｈａｖｅ７２α１＋１－１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇＥｑ．（３）ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ

α２ ＝１．Ｓｏｔｈａｔ
３α２＋１－１
２ ＝４，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｔｏｔｈｅ

ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ２３ ３
α２＋１－１
２ ．ＨｅｎｃｅｉｎＥｑ．（２），ｗｅｈａｖｅ

２３ ３
α２＋１－１
２ ．

Ａｎｄｉｆ２３
α２＋１－１
２ ，ｔｈｅｎ３α２＋１≡ ( )１ｍｏｄ４，ｔｈａｔ

ｉｓ －( )１α２＋１≡ ( )１ｍｏｄ４，ｓｏｗｅｈａｖｅ２α２＋１ｗｈｉｃｈ

ｉｍｐｌｉｅｓ３２－１３α２＋１－１，ｔｈａｔｉｓ２２ ３
α２＋１－１
２ ．

ＴｈｉｓｇｉｖｅｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＥｑ．（２），ｔｈａｔｉｓ２

３α２＋１－１
２ ｏｒ２２ ３

α２＋１－１


２ ．

ＦｏｒＥｑ．（２）ｗｅａｓｓｕｍｅ３２ ２α１＋１ －１，ｔｈａｔｉｓｗｅ

ｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｃａｓｅ３２ ２α１＋１－１．

Ｉｆ３２ ２α１＋１－１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｔｈｅｎ７２α１＋１－１ｓｏ

ｔｈａｔｐ３ ＝７ｉｎＥｑ．（２）．

Ｓｕｐｐｏｓｅ７２ ２α１＋１－１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｔｈｅｎ１２７２α１＋１

－１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇＥｑ．（２）；ｓｕｐｐｏｓｅ７３
α２＋１－１
２ ，ｆｒｏｍ

ｌｅｍｍａ２ｔｈｅｎ１３３α２＋１ －１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇＥｑ．（２）．

Ｔｈｅｓｅｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｆａｃｔｐ３
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

ｉｍｐｌｙα３

＝１．Ｓｏｆｒｏｍ（２），ｗｅｈａｖｅ
２α１－２·３α２＋１·７＝ ２α１＋１－( )１ ３α２＋１－( )１ （４）

ＦｏｒＥｑ．（４）ｉｆ３３ ２α１＋１ －１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｔｈｅｎ

７３２α１＋１－１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔＥｑ．（４），ｓｏｔｈａｔα２＋１＝１ｏｒ

２．Ａｎｄｆｒｏｍｔｈｅｆａｃｔα２≥１，ｗｅｈａｖｅα２ ＝１．Ｓｏｔｈａｔ
ｗｅｈａｖｅ２α１－２·３２·７＝ ２α１＋１－( )１·８．Ｔｈｉｓｈｏｌｄｓｏｎｌｙ
ｆｏｒα１＝５，ｗｈｉｃｈｇｉｖｅｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（２）：ｎ＝２５·
３·７．

Ｆｒｏｍａｂｏｖｅ，ｔｈｅｒｅａｒｅｆｏｕｒｃａｓｅｓｌｅｆｔｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒ
ｆｏｒＥｑ．（２）．

Ｃａｓｅ１ ２３
α２＋１－１
２ ，３２α１＋１－



１．

６６２ ＣｈｅｎｇＬｉｎｆｅｎｇ



ＦｒｏｍｄｉｖｉｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄＥｑ．（２），ｗｅｈａｖｅ

２α１·３α２ ＝
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

（５）

ａｎｄ

３ｐα３３ ＝ ２α１＋１－( )１３
α２＋１－１
２ （６）

ＦｏｒＥｑ．（６），ｆｒｏｍ３２α１＋１－１ｗｅｈａｖｅα１＋１＝２ｔ（ｔ

≥１）ｓｏｔｈａｔ２ｔ＋( )１ ２ｔ－( )１ ３ｐα３３ ．Ａｎｄａｌｓｏｆｒｏｍ

ｔｈｅｆａｃｔ２ｔ＋１，２ｔ－( )１ ＝１ｗｅｈａｖｅ
２ｔ－１＝１
２ｔ＋１＝３ｐβ}

３
（７）

ｏｒ
２ｔ－１＝３
２ｔ＋１＝ｐβ{

３
β≤α３ （８）

Ｅｑ．（７）ｈｏｌｄｓｏｎｌｙｆｏｒｔ＝１，β＝０，ｓｏｔｈａｔα１＝
１．ＨｅｎｃｅｆｒｏｍＥｑｓ．（５）ａｎｄ（６）ｗｅｈａｖｅ

２·３α２ ＝
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

（９）

ａｎｄ
２ｐα３３ ＝３α２＋１－１ （１０）
Ｓｉｎｃｅα３ ＋１≡ ｐα３３ ＋ｐα３－１３ ＋… ＋ｐ３ ＋１＝

ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１≡

( )０ｍｏｄ２，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅα３＋１＝２ｔ１．

ＨｅｎｃｅｆｒｏｍＥｑ．（９）ｗｅｈａｖｅ

２·３α２ ＝ ｐｔ１３ ＋( )１ｐ
ｔ１３ －１
ｐ３－１

（１１）

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ ｐｔ１３ ＋１，ｐｔ１３ －( )１ ＝２ａｎｄＥｑ．

（１１）ｔｈａｔ ｐｔ１３ ＋１，
ｐｔ１３ －１
ｐ３－( )１ ＝１．

ＦｏｒＥｑ．（１１）ｗｅｈａｖｅ２ｐｔ１３ ＋１，ｓｏｉｆ
ｐｔ１３ －１
ｐ３－１≠

１，ｔｈｅｎｐｔ１３ ＋１＝２ａｎｄ
ｐｔ１３ －１
ｐ３－１

＝３α２ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔ１

＝０，ｆａｉｌｓｆｏｒｔｈｅｆａｃｔｔ１ ＞０．Ｓｏｔｈａｔ
ｐｔ１３ －１
ｐ３－１

＝１

ｗｈｉｃｈｈｏｌｄｓｏｎｌｙｆｏｒｔ１＝１，α３＝１．Ｓｏｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ
Ｅｑｓ．（９）ａｎｄ（１０）ｔｈａｔ２·３α２ ＝ｐ３ ＋１ａｎｄ２ｐ３ ＝
３α２＋１－１，ｓｏｔｈａｔ４·３α２＝３α２＋１＋１ｗｈｉｃｈｈｏｌｄｓｏｎｌｙ
ｆｏｒα２ ＝０，ｆａｉｌｓｆｏｒα２≥１．

ＦｒｏｍＥｑ．（８），ｗｅｈａｖｅｔ＝２，ｐ３＝５，β＝１，ｓｏ
ｔｈａｔα１ ＝３．Ｓｏｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（６）ｔｈａｔ５α３－１ ＝
３α２＋１－１
２ ．Ｉｆα３ －１＞１，ｔｈｅｎ５２ ３α２＋１ －１，ｆｒｏｍ

ｌｅｍｍａ４ｗｅｈａｖｅ１１３α２＋１－１ｗｈｉｃｈｆａｉｌｓｆｏｒ５α３－１ ＝

３α２＋１－１
２ ．Ｓｏｔｈａｔα３－１＝０ｏｒ１，ｔｈａｔｉｓα３＝１ｏｒ２．

Ｉｆα３ ＝１，ｔｈｅｎ５α３－１ ＝
３α２＋１－１
２ ，ｓｏｔｈａｔα２＋１

＝１，ｗｈｉｃｈｆａｉｌｓｆｏｒα２≥１．

Ｉｆα３＝２，ｔｈｅｎ５α３－１＝
３α２＋１－１
２ ｈａｖｅｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ．

ＳｏｔｈｅｒｅｉｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒＥｑ．（２）ｕｎｄｅｒｃａｓｅ１．

Ｃａｓｅ２ ２３
α２＋１－１
２ ，３ ２α１＋１－１．

ＦｒｏｍｄｉｖｉｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄＥｑ．（２）ｗｅｈａｖｅ

２α１·３α２＋１ ＝
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

（１２）

ａｎｄ

ｐα３３ ＝ ２α１＋１－( )１·３
α２＋１－１
２ （１３）

ＦｒｏｍＥｑ．（１３）ａｎｄｔｈｅｆａｃｔα１≥ １，α２≥ １ｗｅ
ｈａｖｅ２α１＋１≡１ｍｏｄｐ( )３ ａｎｄ３α２＋１≡１ｍｏｄｐ( )３ ．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ（１２）ｔｈａｔ：２α１＋１·３α２＋１ ＝２·
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

＝ ２ｐα３３ ＋… ＋ｐ３＋( )１，ｌｏｏｋｉｎｇａｔｔｈｉｓｅｑｕａｔｉｏｎ
ｍｏｄｐ３，ｗｅｏｂｔａｉｎ１≡ ２（ｍｏｄｐ３），ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．
Ｈｅｎｃｅｔｈｅｒｅｉｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎｕｎｄｅｒｃａｓｅ２．

Ｃａｓｅ３ ２２ ３
α２＋１－１



２ ，３２α１＋１－



１．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（２）ａｎｄ２２ ３
α２＋１－１



２ ｔｈａｔα１≥２．

Ａｌｓｏｆｒｏｍｄｉｖｉｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄ（２）ｗｅｈａｖｅ

２α１－２·３α２ ＝
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

（１４）

ａｎｄ

３ｐα３３ ＝ ２α１＋１－( )１３
α２＋１－１
２３

（１５）

ＦｏｒＥｑ．（１５），ｆｒｏｍ３２α１＋１－１，ｔｈａｔｉｓ －( )１α１＋１

≡ ( )１ｍｏｄ３ ｗｅｈａｖｅα１＋１＝２ｔ，ｓｏｔｈａｔ２ｔ＋( )１·

２ｔ－( )１ ３·ｐα３３，ｆｒｏｍｔｈｅｆａｃｔ２ｔ＋１，２ｔ－( )１ ＝

１ａｎｄｔ≥２（ｓｉｎｃｅα１≥２）ｗｅｈａｖｅ
２ｔ－１＝３
２ｔ＋１＝ｐβ{

３
β≤α３ （１６）

Ｈｅｎｃｅｆｒｏｍ（１６）ｗｅｈａｖｅｔ＝２，β ＝１，ｐ３ ＝５，

ｓｏｔｈａｔα１ ＝３，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ５α３－１ ＝
３α２＋１－１
２３ ．

Ｓｕｐｐｏｓｅα３ －１＞１，ｔｈｅｎ５２ ３α２＋１ －１，ａｎｄｆｒｏｍ

ｌｅｍｍａ４，ｗｅｈａｖｅ１１３α２＋１－１，ｗｈｉｃｈｆａｉｌｓｆｏｒ５α３－１＝

３α２＋１－１
２３ ．Ｓｏｔｈａｔα３－１＝０ｏｒ１，ｔｈａｔｉｓα３＝１ｏｒ２．

Ｉｆα３ ＝ ２，ｔｈｅｎ５α３－１ ＝
３α２＋１－１
２３ ｈｏｌｄｓｎｏ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ；

Ｉｆα３＝１，ｔｈｅｎｆｒｏｍ５α３－１＝
３α２＋１－１
２３ ｗｅｈａｖｅα２

＝１，ｓｏｔｈａｔｎ＝２３·３·５，ｗｈｉｃｈｇｉｖｅｓａｎｔｈｅｒｓｏｌｕｔｉｏｎ

７６２ＡＲｅｓｕｌｔｏｎＭｕｌｔｉｐｌｙＰｅｒｆｅｃｔＮｕｍｂｅｒ



ｏｆＥｑ．（２）．

Ｃａｓｅ４ ２２ ３
α２＋１－１



２ ，３ ２α１＋１－１．

Ｆｒｏｍｄｉｖｉｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄ（２）ｗｅｈａｖｅ

２α１－２·３α２＋１ ＝
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

（１７）

ａｎｄ

ｐα３３ ＝ ２α１＋１－( )１３
α２＋１－１
２３

（１８）

Ｆｒｏｍ（１８）ｗｅｈａｖｅ３
α２＋１－１
２３ ＝ｐβ３（β≤α３），ａｎｄ

ｓｉｎｃｅ４３α２＋１－１ｔｈｅｎα２＋１＝２ｔ，ｓｏｔｈａｔ（３ｔ＋１）·

（３ｔ－１）＝８ｐβ３．Ａｌｓｏｆｒｏｍｔｈｅｆａｃｔ（３ｔ＋１，３ｔ－１）
＝２，ｗｅｈａｖｅ３ｔ－１＝２，ｓｏｔｈａｔｔ＝１，α２ ＝１，β ＝
０．

Ｈｅｎｃｅｆｒｏｍ（１８）ｗｅｈａｖｅｐα３３ ＝２α１＋１－１，ｓｏｔｈａｔ
２α１＋１≡１（ｍｏｄｐ３）．

Ａｌｓｏｆｒｏｍ（１７），ｗｅｈａｖｅ：２α１＋１·３２ ＝ ８·
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

＝８ｐα３３ ＋… ＋ｐ３＋( )１，ｌｏｏｋｉｎｇａｔｔｈｉｓ

ｅｑｕａｔｉｏｎｍｏｄｐ３，ｗｅｏｂｔａｉｎ８≡ ９ｍｏｄｐ( )３ ，ａ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．

Ｈｅｎｃｅｆｒｏｍａｂｏｖｅｗｅｏｂｔａｉｎａｌｌｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ
Ｅｑ．（２），ｔｈａｔｉｓｎ＝２３·３·５ａｎｄｎ＝２５·３·７ａｒｅ
ｔｈｅｏｎｌｙｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆσ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎｗｉｔｈω（ｎ）＝
３．

３ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２ａｎｄＴｈｅｏｒｅｍ３

Ａｓａｂｏｖｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎａｌｌｍｕｌｔｉｐｌｙｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒｓ，
ｗｈｉｃｈａｒｉｓｅｉｎｔｈｅｆａｓｈｉｏｎσ（ｎ）＝ω（ｎ）· ｎｗｉｔｈ
ω（ｎ）＝３．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎａｌｌｍｕｌｔｉｐｌｙ
ｐｅｒｆｅｃｔｎｕｍｂｅｒｓｉｎｔｈｅｓａｍｅｆａｓｈｉｏｎｗｉｔｈω（ｎ）＝４．

Ｓｉｎｃｅω（ｎ）＝４，ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅｎ＝ｐα１１ ｐα２２ ｐα３３
ｐα４４，ｐ１ ＜ｐ２ ＜ｐ３ ＜ｐ４ａｒｅｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒｓａｎｄαｉ≥
１，ｉ＝１，…，４，ｔｈｅｎ

σ（ｎ）＝
ｐα１＋１１ －１
ｐ１－１

·
ｐα２＋１２ －１
ｐ２－１

·
ｐα３＋１３ －１
ｐ３－１

·

ｐα４＋１４ －１
ｐ４－１

＝ ｐα１１ ＋
ｐα１１ －１
ｐ１－( )１ ｐα２２ ＋

ｐα２２ －１
ｐ２－( )１·

ｐα３３ ＋
ｐα３３ －１
ｐ３－( )１ ｐα４４ ＋

ｐα４４ －１
ｐ４－( )１ ＜

ｐα１１ ｐα２２ ｐα３３ ｐα４４ １＋
１
ｐ１－( )１ １＋ １

ｐ２－( )１
１＋ １
ｐ３－( )１ １＋ １

ｐ４－( )１ （１９）

Ｆｏｒｔｈｅｌｅａｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４ｉｓ２，３，５，７，
ｓｏσ（ｎ）＜５ｎ．

Ｓｉｎｃｅσ（ｎ）＝４ｎ，ｆｒｏｍ（１９）ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｈａｖｅ
ｐ１ ＝２，ｐ２ ＝３，ｐ３ ＝５，ｐ４ ＝７ｏｒ１１ｏｒ１３．

Ｃａｓｅ１ ｐ１ ＝２，ｐ２ ＝３，ｐ３ ＝５，ｐ４ ＝７．
Ｆｒｏｍσ（ｎ）＝４ｎ，ｗｅｈａｖｅ
４·２α１·３α２·５α３·７α４ ＝ ２α１＋１－( )１·

３α２＋１－１
２ ·

５α３＋１－１
４ ·

７α４＋１－１
６ （２０）

ＦｏｒＥｑ．（２０），ｓｕｐｐｏｓｅ７５α３＋１－１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ２ｗｅ

ｈａｖｅ３１５α３＋１ －１，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ，ｓｏ７ ５α３＋１ －１；

ｓｉｍｉｌａｒｌｙ７ ３α２＋１－１，７２ ２α１＋１－１，ｓｏｔｈａｔα４ ＝１．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（２０）ｔｈａｔ：
２α１＋２·３α２·５α３·７＝

２α１＋１－( )１ ３α２＋１－( )１ ５α３＋１－( )１ （２１）

ＦｏｒＥｑ．（２１），ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｗｅｈａｖｅ５２ ３α２＋１－

１，５２ ２α１＋１－１，ｓｏｔｈａｔα３ ＝１ｏｒ２．

Ｉｆα３ ＝２，ｔｈｅｎ
５α３＋１－１
４ ＝３１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇ

（２１），ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓα３ ＝１．
Ｈｅｎｃｅｆｒｏｍ（２１），ｗｅｈａｖｅ
２α１－１·３α２－１·５·７＝ ２α１＋１－( )１· ３α２＋１－( )１

（２２）

Ｆｒｏｍ（２２）ａｎｄｌｅｍｍａ４ｗｅａｌｓｏｈａｖｅ３３ ２α１＋１－

１，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓα２ ＝１，２ｏｒ３．
Ｉｆα２ ＝１，ｔｈｅｎＥｑ．（２２）ｈｏｌｄｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｉｆα２

＝２，ｔｈｅｎ３α２＋１－１＝２×１３，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇ（２２）．Ｉｆ
α２ ＝３，ｔｈｅｎα１＝５，ｓｏｔｈａｔｎ＝２５·３３·５·７．Ｔｈｉｓ
ｇｉｖｅｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（２０）．

ｃａｓｅ２ ｐ１ ＝２，ｐ２ ＝３，ｐ３ ＝５，ｐ４ ＝１１．
Ｆｒｏｍσ（ｎ）＝４ｎｗｅｈａｖｅ
４·２α１·３α２·５α３·１１α４ ＝ ２α１＋１－( )１·

３α２＋１－１
２ ·

５α３＋１－１
４ ·

１１α４＋１－１
１０ （２３）

Ｆｒｏｍｌｅｍｍａ２ａｎｄ（２３）ｗｅｈａｖｅ１１２α１＋１－１，１１

５α３＋１－１．Ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｗｅｈａｖｅ１１３ ３α２＋１－１．Ｓｏ

ｔｈａｔα４ ＝１ｏｒ２．
Ａｌｓｏｆｒｏｍ（２３）ａｎｄｔｈｅｆａｃｔα４≥ １，ｗｅｈａｖｅ

１１３α２＋１－１，ｓｏｔｈａｔα２＋１＝５ｔ，ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓ３５－

１３α２＋１－１，ｓｏｔｈａｔ１１２ ３α２＋１－１，ｔｈａｔｉｓα４ ＝２．

Ｉｆα４ ＝２，ｔｈｅｎ１１α４＋１－１＝１１３－１＝７０×１９，
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇ（２３）．ＳｏＥｑ．（２３）ｈｏｌｄｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ．

Ｃａｓｅ３ ｐ１ ＝２，ｐ２ ＝３，ｐ３ ＝５，ｐ４ ＝１３．
Ｆｒｏｍσ（ｎ）＝４ｎ，ｗｅｈａｖｅ
４·２α１·３α２·５α３·１３α４ ＝ ２α１＋１－( )１·

３α２＋１－１
２ ·

５α３＋１－１
４ ·

１３α４＋１－１
１２ （２４）

８６２ ＣｈｅｎｇＬｉｎｆｅｎｇ



Ｆｒｏｍ（２４）ａｎｄｌｅｍｍａ２，ｗｅｈａｖｅ１３ ２α１＋１－１．

Ｓｕｐｐｏｓｅ１３２ ３α２＋１ －１，ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｗｅｈａｖｅ

３１３－１３α２＋１－１，ｓｏｔｈａｔ３１３－１ｉｓａｄｉｖｉｓｏｒｏｆ３α２＋１－

１．Ｂｕｔｆｒｏｍ３１３≡－ ( )１ｍｏｄ４，ｗｅｈａｖｅ２ ３
１３－１
２ ；

ｆｒｏｍ３１３≡ ( )３ｍｏｄ５，ｗｅｈａｖｅ５３
１３－１
２ ；ｆｒｏｍ３１３≡

( )３ｍｏｄ１３，ｗｅｈａｖｅ１３ ３１３－１
２ ａｎｄ３ ３１３－１

２ ，

ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇ（２４），ｓｏｔｈａｔ１３２ ３α２＋１－１．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，

ｗｅｈａｖｅ１３２ ５α３＋１－１．Ｈｅｎｃｅα４ ＝１ｏｒ２．

Ｉｆα４＝１，ｔｈｅｎ７１３α４＋１－１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇ（２４）．

Ｉｆα４ ＝２，ｔｈｅｎ６１１３α４＋１－１，ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｎｇ（２４），ｓｏ

Ｅｑ．（２４）ｈｏｌｄｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ
ｔｈｅｏｒｅｍ２．

Ｆｏｒｔｈｅｃａｓｅω（ｎ）≥ ５，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｒｅｓｕｌｔ．

Ｉｆω（ｎ）＝５，ｔｈｅｎｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅｎ＝ ｐα１１·
ｐα２２…ｐα５５，ｓｏｔｈａｔ
σ（ｎ）＜ｐα１１·ｐα２２…ｐα５５·

１＋ １
ｐ１－( )１· １＋ １

ｐ２－( )１… １＋ １
ｐ５－( )１

Ｓｉｎｃｅｔｈｅｌｅａｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４，ｐ５ｉｓ２，

３，５，７，１１，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ １＋ １
ｐ１－( )１ １＋ １

ｐ２－( )１…

１＋ １
ｐ５－( )１ ＜５，ｓｏｔｈａｔσ（ｎ）＜５ｎ．Ｈｅｎｃｅｗｈｅｎ

ω（ｎ）＝５，ｆｏｒｅｖｅｒｙｎａｔｕｒａｌｎｕｍｂｅｒｎｗｅｈａｖｅσ（ｎ）
＜ω（ｎ）·ｎ．
Ｓｕｐｐｏｓｅｆｏｒω（ｎ）＝ｋ（ｋ≥５）ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｒｉｇｈｔ，

ｔｈａｔｉｓｆｏｒｅｖｅｒｙｎａｔｕｒａｌｎｕｍｂｅｒｎｗｅｈａｖｅσ（ｎ）＜
ω（ｎ）·ｎ．Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃａｓｅω（ｎ）＝ｋ＋１．

Ｓｉｎｃｅω（ｎ）＝ｋ＋１，ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅｎ＝ｐα１１·
ｐα２２…ｐαｋｋ·ｐαｋ＋１ｋ＋１ ＝ｍ·ｐαｋ＋１ｋ＋１，ｓｏｔｈａｔ

σ（ｎ）＝σ（ｍ）σ ｐαｋ＋１ｋ＋( )１ ＜ω（ｍ）·ｍ·
ｐαｋ＋１＋１ｋ＋１

ｐｋ＋１－１
＝

ｋ·ｎ·
ｐｋ＋１
ｐｋ＋１－１

Ｆｒｏｍｐｋ＋１ ＞ｋ＋１，ｗｅｈａｖｅ
ｐｋ＋１
ｐｋ＋１－１

＜ｋ＋１ｋ ，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓσ（ｎ）＜ ｋ＋( )１·ｎ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓ
ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｏｒｅｍ３．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｏｒｅｍｓ１，２，ａｎｄ３，ｗｅｈａｖｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄａｌｌｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆσ（ｎ） ＝ ω（ｎ）·
ｎω（ｎ）≥( )３．Ｔｈａｔｉｓｏｎｌｙｎ＝２３·３·５，２５·３·７，
２５·３３·５·７ｓａｔｉｓｆｉｅｓσ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎω（ｎ）≥( )３．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］ＢｉｒｋｈｏｆｆＧＤ，ＶａｎｇｉｖｅｒＨＳ．Ｏｎｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｄｉｖｉｓｏｒｓｏｆａｎ－
ｂｎ［Ｊ］．ＡｎｎＭａｔｈ，１９０４，５（２）：１７３ １８０．

［２］ＢｅｎｉｔｏＦｒａｎｑｕｉ，ＭａｒｉａｎｏＧａｒｃｉａ．Ｓｏｍｅｎｅｗｍｕｌｔｉｐｌｙｐｅｒｆｅｃｔ
ｎｕｍｂｅｒｓ［Ｊ］．ＡｍｅｒＭａｔｈＭｏｎｔｈｌｙ，１９５３，６０（３）：４５９ ４６２．

关于多重完全数的一个结论
程林凤

（中国矿业大学数学系，徐州 ２２１００８）

摘 要 设 ｎ为大于１的正整数，ω（ｎ）表示 ｎ的不同素因子的个数，σ（ｎ）为 ｎ的所有正因子之
和．若σ（ｎ）＝２ｎ，则称 ｎ为完全数．若σ（ｎ）＝ｋｎｋ≥( )３，则称 ｎ为多重完全数．本文以欧拉定理
及费尔马定理为基础讨论了一种特定条件下的多重完全数问题，即满足σ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎ（ω（ｎ）≥
３）的解的情况，得到了σ（ｎ）＝ω（ｎ）·ｎ（ω（ｎ）≥３）的全部解为 ｎ＝２３·３·５，２５·３·７，２５·３３·５·７．
关键词 多重完全数，欧拉定理，整除
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