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ｎ（ｚｎ）≤ Ｍ．

Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｑ（ｚ），ｗｅ
ｈａｖｅｆ（ｚ）＋ｑ（ｚ）∈／Ｂ．

２ ＳｏｍｅＬｅｍｍａｓ

Ｌｅｍｍａ１［１１］ Ｌｅｔｆｂｅａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｎ
ｆ－１（Ｆ（ｆ））＝Ｆ（ｆ）＝ｆ（Ｆ（ｆ））∪｛ＰＶ（ｆ）∩ Ｆ（ｆ）｝
ｆ－１（Ｊ（ｆ））＝Ｊ（ｆ）＝ｆ（Ｊ（ｆ））∪｛ＰＶ（ｆ）∩ Ｊ（ｆ）｝
Ｌｅｍｍａ２［５］ Ｌｅｔｆａｎｄｇｂｅｔｗｏｐｅｒｍｕｔａｂｌｅ

ｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｎｇ（Ｊ（ｆ））
Ｊ（ｆ）ａｎｄｆ（Ｊ（ｇ）） Ｊ（ｇ）．
Ｌｅｍｍａ３ Ｌｅｔｆ１ ａｎｄｆ２ ｂｅｔｗｏｐｅｒｍｕｔａｂｌｅ

ｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｎ
Ｆ（ｆ１ｆ２） Ｆ（ｆ１）∩ Ｆ（ｆ２） （１）
Ｐｒｏｏｆ Ｓｉｎｃｅｆ１ａｎｄｆ２ａｒｅｐｅｒｍｕｔａｂｌｅ，ｗｅｈａｖｅ
ｆ１ｆ１（ｆ２）＝ｆ１（ｆ２）ｆ１
ｆ２ｆ１（ｆ２）＝ｆ１（ｆ２）ｆ２
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｌｅｍｍａ２ｔｈａｔ

ｆ１（Ｊ（ｆ１（ｆ２））），ｆ２（Ｊ（ｆ１（ｆ２））） Ｊ（ｆ１（ｆ２））
（２）

Ｔｈｉｓａｎｄｌｅｍｍａ１ｉｍｐｌｙｔｈａｔ
Ｊ（ｆ１（ｆ２））＝ｆ１ｆ２（Ｊ（ｆ１（ｆ２）））∪｛ＰＶ（ｆ１（ｆ２））∩

Ｊ（ｆ１（ｆ２））｝＝ｆ２ｆ１（Ｊ（ｆ１（ｆ２）））∪
｛ＰＶ（ｆ１（ｆ２））∩ Ｊ（ｆ１（ｆ２））｝
ｆ２（Ｊ（ｆ１（ｆ２）））∪｛ＰＶ（ｆ１（ｆ２））∩
Ｊ（ｆ１（ｆ２））｝ Ｊ（ｆ１（ｆ２））

Ｔｈｕｓ
ｆ２（Ｊ（ｆ１（ｆ２）））∪｛ＰＶ（ｆ１（ｆ２））∩ Ｊ（ｆ１（ｆ２））｝＝

Ｊ（ｆ１（ｆ２）） （３）
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙｗｅｈａｖｅ

ｆ１（Ｊ（ｆ１（ｆ２）））∪｛ＰＶ（ｆ１（ｆ２））∩ Ｊ（ｆ１（ｆ２））｝＝
Ｊ（ｆ１（ｆ２）） （４）

Ｎｅｘｔｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅ
ｆ－１２ （Ｊ（ｆ１（ｆ２）））＝Ｊ（ｆ１（ｆ２）） （５）

ａｎｄ
ｆ－１１ （Ｊ（ｆ１（ｆ２）））＝Ｊ（ｆ１（ｆ２）） （６）
Ｉｎｆａｃｔ，ｆｏｒａｎｙａ∈ ｆ－１２ （Ｊ（ｆ１（ｆ２））），ｉ．ｅ．，

ｆ２（ａ） ∈ Ｊ（ｆ１（ｆ２））， ｂｙ （２） ｗｅ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈａｔ
ｆ１（ｆ２（ａ））∈ Ｊ（ｆ１（ｆ２））．Ａｐｐｌｙｉｎｇｌｅｍｍａ１ｔｏｔｈｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｆ１（ｆ２）ｗｅｏｂｔａｉｎａ∈ Ｊ（ｆ１（ｆ２））．Ｈｅｎｃｅ

ｆ－１２ （Ｊ（ｆ１（ｆ２））） Ｊ（ｆ１（ｆ２））
Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｅｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（３）．Ｔｈｕｓ（５）ｈｏｌｄｓ．

Ｅｑ．（６）ｃａｎｂｅｓｉｍｉｌａｒｌｙｐｒｏｖｅｄ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（３）－
（６）ｔｈａｔ

ｆ－１２ （Ｆ（ｆ１（ｆ２）））＝Ｆ（ｆ１（ｆ２））＝
ｆ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））∪｛ＰＶ（ｆ２）∩ Ｆ（ｆ１（ｆ２））｝ （７）
Ｉｎｆａｃｔ，ｉｆｂ∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２））＼ＰＶ（ｆ２），ｔｈｅｎｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓｃ∈Ｃｓｕｃｈｔｈａｔｆ２（ｃ）＝ｂ．Ｆｒｏｍ（３）ｗｅｓｅｅ
ｔｈａｔｃ∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２）），ａｎｄｓｏｂ∈ ｆ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））．
Ｔｈｕｓ

Ｆ（ｆ１（ｆ２）） ｆ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））∪
｛ＰＶ（ｆ２）∩ Ｆ（ｆ１（ｆ２））｝

Ａｌｌｏｔｈｅｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｃａｎｂｅｓｉｍｉｌａｒｌｙｐｒｏｖｅｄ．
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙｗｅｈａｖｅ
ｆ－１１ （Ｆ（ｆ１（ｆ２）））＝Ｆ（ｆ１（ｆ２））＝
ｆ１（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））∪｛ＰＶ（ｆ１）∩ Ｆ（ｆ１（ｆ２））｝ （８）
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（７）ａｎｄ（８）ｔｈａｔ，ｆｏｒａｎｙｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｉｎｔｅｇｅｒｋ，
Ｆ（ｆ１（ｆ２））＝ｆｋ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））∪
｛∪ｋ

ｊ＝０ｆｊ２（ＰＶ（ｆ２））∩ Ｆ（ｆ１（ｆ２））｝ （９）
ａｎｄ

Ｆ（ｆ１（ｆ２））＝ｆｋ１（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））∪
｛∪ｋ

ｊ＝０ｆｊ１（ＰＶ（ｆ２））∩ Ｆ（ｆ１（ｆ２））｝ （１０）
Ｉｎｆａｃｔ，ｔｏｐｒｏｖｅ（９），ｗｅｏｎｌｙｎｅｅｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔ
Ｆ（ｆ１（ｆ２）） ｆｋ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））∪

１７２ＯｎｔｈｅＪｕｌｉａＳｅｔｓｏｆＰｅｒｍｕｔａｂｌｅＴｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌＥｎｔｉｒｅＦｕｎｃｔｉｏｎｓ



｛∪ｋ
ｊ＝０ｆｊ２（ＰＶ（ｆ２））∩ Ｆ（ｆ１（ｆ２））｝ （１１）

Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｓｅｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ（７）．Ｌｅｔ
ａ∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２））＼∪ｋ

ｊ＝０ｆｊ２（ＰＶ（ｆ２））
Ｔｈｅｎｂｙ（７），ａ∈ ｆ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２）））．Ｔｈｕｓｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓａｐｏｉｎｔｙ１∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２））ｓｕｃｈｔｈａｔａ＝ｆ２（ｙ１）．
Ｎｏｔｅｔｈａｔ

ｙ１∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２））＼∪ｋ－１
ｊ＝０ｆｊ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２））

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｉｎｔｙ２∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２））ｓｕｃｈｔｈａｔｙ１ ＝
ｆ２（ｙ２），ａｎｄｓｏ，ａ＝ ｆ２２（ｙ２）．Ｂｙｉｎｄｕｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｓａｐｏｉｎｔｙｋ ∈ Ｆ（ｆ１（ｆ２））ｓｕｃｈｔｈａｔａ ＝
ｆｋ２（Ｆ（ｆ１（ｆ２））），ａｎｄｓｏ，（１１）ｈｏｌｄｓ．Ｔｈｉｓｐｒｏｖｅｓ（９）．
Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ（１０）ｉｓｔｈｅｓａｍｅ．

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（９），（１０）ａｎｄＭｏｎｔｅｌ’ｓｔｈｅｏｒｅｍ，｛ｆｋ２｝
ａｎｄ｛ｆｋ１｝ａｒｅｎｏｒｍａｌｉｎＦ（ｆ１（ｆ２））．Ｗｅｔｈｕｓｇｅｔ（１）．

Ｌｅｍｍａ４［１２］ Ｌｅｔｆｂｅａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｎ≥１．ＴｈｅｎｗｅｈａｖｅＦ（ｆ）＝Ｆ（ｆｎ）．

Ｌｅｍｍａ ５［１３］ Ｌｅｔ ｆ ｂｅ ａ ｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌ
ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｆ∈ Ｂ．Ｔｈｅｎ，ｆｏｒａｎｙｎ≥
１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＫｎ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ，ｉｆ ｚ＞Ｋｎａｎｄ
ｆｎ（ｚ） ＞Ｋｎ，

（ｆｎ）′（ｚ）≥
ｆｎ（ｚ）ｌｏｇｆｎ（ｚ）
１６π ｚ

３ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ４

Ｆｏｒｔｗｏｇｉｖｅｎｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓｎａｎｄｍ，ｗｅｓｈａｌｌ
ｐｒｏｖｅｔｈａｔ

Ｆ（ｆｇ）＝Ｆ（ｆｎｇｍ） （１２）
Ｌｅｔｔ＞ｍａｘ｛ｎ，ｍ｝．Ｆｒｏｍｌｅｍｍａ４ｗｅｇｅｔ
Ｆ（ｆｇ）＝Ｆ（（ｆｇ）ｔ） （１３）

Ｎｏｗｂｙｆｇ＝ｇｆ，ｗｅｈａｖｅ
（ｆｇ）ｔ＝（ｆｔ－ｎｇｔ－ｍ）（ｆｎｇｍ）＝

（ｆｎｇｍ）（ｆｔ－ｎｇｔ－ｍ）
Ａｐｐｌｙｉｎｇｌｅｍｍａ３ｔｏｆ１＝ｆｎｇｍａｎｄｆ２＝ｆｔ－ｎｇｔ－ｍ

ｗｅｇｅｔ
Ｆ（（ｆｇ）ｔ） Ｆ（ｆｎｇｍ） （１４）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ
ｆｎｇｍ ＝（ｆｇ）（ｆｎ－１ｇｍ－１）＝

（ｆｎ－１ｇｍ－１）（ｆｇ）
Ａｐｐｌｙｉｎｇｌｅｍｍａ３ｔｏｆ１＝ｆｇａｎｄｆ２＝ｆｎ－１ｇｍ－１ｗｅ
ｇｅｔ

Ｆ（ｆｎｇｍ） Ｆ（ｆｇ）
Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｉｓ，（１３）ａｎｄ（１４），ｗｅｇｅｔ（１２）．

Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．

４ ＰｒｏｏｆｓｏｆＴｈｅｏｒｅｍｓ５ａｎｄ６

ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ５ Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｆ（ｚ）∈ Ｂ，
ａｎｄｌｅｔｎ＝ｄｅｇｐ．Ｌｅｔ｛ｗｋ｝∞ｋ＝１ｂｅｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｌｙｍａｎｙ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｈ′（ｗ）＝０，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｏｆ
ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍ，ｓｕｃｈｔｈａｔ０≤ ｗ１ ≤ ｗ２ ≤ … ≤

ｗｋ ≤ … → ∞ ａｓｋ→ ∞．ＩｆｗｅｃｈｏｏｓｅＲ
ｓｕｆｆｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｗｏｂｒａｎｃｈｅｓａ１（ｗ）
ａｎｄａ２（ｗ）ｏｆｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎｐ－１ｏｆｐｗｈｉｃｈａｒｅ
ｄｅｆｉｎｅｄｆｏｒ ｗ ＞Ｒａｎｄ ａｒｇｗ ＜πｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｙｔｈａｔ

ａ１（ｗ）～σｗ
１
ｎａｎｄａ２（ｗ）～σｅ

２πｉ
ｎｗ

１
ｎ

ａｓ ｗ→∞，ｈｅｒｅσｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔａｎｄｗ
１
ｎｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ

ｐｒｉｎｃｉｐａｌｂｒａｎｃｈｏｆｔｈｅｎｔｈｒｏｏｔ．
Ｎｏｗｆｏｒａｎｙｋ≥１，ｗｅｃｈｏｏｓｅｔｗｏｒｏｏｔｓｚ０ｋ，ｚ１ｋｏｆ

ｐ（ｚ）＝ｗｋｓｕｃｈｔｈａｔ

ｚ０ｋ～σｗ
１
ｎａｎｄｚ１ｋ～σｅ

２πｉ
ｎｗ

１
ｎ （１５）

Ｔｈｅｎ
ｚ０ｋ→ ∞ａｎｄｚ１ｋ→ ∞ａｓｋ→ ∞ （１６）
ｆ′（ｚ０ｋ）＝ｈ′（ｐ（ｚ０ｋ））ｐ′（ｚ０ｋ）＋ａ＝

ｈ′（ｗｋ）ｐ′（ｚ０ｋ）＋ａ＝ａ （１７）
ｆ′（ｚ１ｋ）＝ｈ′（ｐ（ｚ１ｋ））ｐ′（ｚ１ｋ）＋ａ＝

ｈ′（ｗｋ）ｐ′（ｚ１ｋ）＋ａ＝ａ （１８）
ｆ（ｚ０ｋ）＝ｈ（ｐ（ｚ０ｋ））＋ａｚ０ｋ＝ｈ（ｗｋ）＋

ａｚ０ｋ～ｈ（ｗｋ）＋ａδｗ
１
ｎｋ （１９）

ｆ（ｚ１ｋ）＝ｈ（ｐ（ｚ１ｋ））＋ａｚ１ｋ＝ｈ（ｗｋ）＋

ａｚ１ｋ～ｈ（ｗｋ）＋ａδｅ
２πｉ
ｎｗ

１
ｎｋ （２０）

ｆ（ｚ０ｋ）－ｆ（ｚ１ｋ）＝ａδｗ
１
ｎｋ（１－ｅ

２πｉ
ｎ） （２１）

ａｓｋ→ ∞．Ｔｗｏｃａｓｅｓａｒｅｔｏｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．
Ｃａｓｅ１ ｛ｆ（ｚ０ｋ）｝∞ｋ＝１ｉｓｂｏｕｎｄｅｄ．
Ｔｈｅｎｂｙ（２１），ｗｅｈａｖｅ

ｆ（ｚ１ｋ）～－ａδｗ
１
ｎｋ（１－ｅ

２πｉ
ｎ）→ ∞ａｓｋ→ ∞ （２２）

Ｎｏｗｆｒｏｍ（１５），（１８），（２２）ａｎｄｌｅｍｍａ５，ｗｅｄｅｒｉｖｅ
ｔｈａｔ，

ａ ＝ ｆ′（ｚ１ｋ）≥
ｆ（ｚ１ｋ）·ｌｏｇｆ（ｚ１ｋ）

１６π ｚ１ｋ
～

ａδｗ
１
ｎｋ（１－ｅ

２πｉ
ｎ）·ｌｏｇａδｗ

１
ｎｋ（１－ｅ

２πｉ
ｎ）

１６π ｚ１ｋ
ａｓｋ→ ∞．Ｔｈｅｎ

１６πａ ｚ１ｋ ～ １６πａδｗ
１
ｎｋ ≥

ａδｗ
１
ｎｋ（１－ｅ

２πｉ
ｎ）·ｌｏｇａδｗ

１
ｎｋ（１－ｅ

２πｉ
ｎ）

ａｓｋ→ ∞，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．
Ｃａｓｅ２ ｛ｆ（ｚ０ｋ）｝∞ｋ＝１ｉｓｕｎｂｏｕｎｄｅｄ．
Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆ｛ｆ（ｚ０ｋ）｝∞ｋ＝１

ｗｈｉｃｈｔｅｎｄｓｔｏｉｎｆｉｎｉｔｅ．Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，
ｗｅｓｔｉｌｌｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅａｓ｛ｆ（ｚ０ｋ）｝∞ｋ＝１．Ｔｈｕｓ
ｂｙｌｅｍｍａ５ａｎｄ（１７），ｗｅｈａｖｅ

ａ ＝ ｆ′（ｚ０ｋ）≥
ｆ（ｚ０ｋ）·ｌｏｇｆ（ｚ０ｋ）

１６π ｚ０ｋ
ｔｈｉｓａｎｄ（１６）ｙｉｅｌｄ

ｆ（ｚ０ｋ） ＝ｏ（ｚ０ｋ ）

２７２ ＺｈｕＬｉｎｇｍｅｉ，ＹａｎｇＤｅｇｕｉ，ａｎｄＷａｎｇＸｉａｏｌｉｎｇ
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ｏｂｔａｉｎｔｈａｔ
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摘 要 令 ｆ和ｇ是两个可交换的超越整函数，本文中我们首先证明对任正整数 ｎ和ｍ，Ｊ（ｆｇ）
＝Ｊ（ｆｎｇｍ），然后证明函数 ｈ（ｐ（ｚ））＋ａｚ∈／Ｂ，其中 ｈ（ｚ）是任超越整函数，且 ｈ′（ｚ）＝０有无穷多
个解，ｐ（ｚ）是一个多项式，且ｄｅｇｐ≥２，ａ（≠０）∈Ｃ．
关键词 奇异值，Ｆａｔｏｕ分量，可交换的超越整函数
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