
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ） Ｓｅｐｔ． ２００２ Ｖｏｌ．１８ Ｎｏ．３ ＩＳＳＮ１００３—７９８５

ＯｎＭｉｒａｎｄａ’ｓＮｏｒｍａｌＣｒｉｔｅｒｉｏｎ

ＱｉｕＨｕｉｌｉｎｇ

（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＮａｎｊｉｎｇＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００９７，Ｃｈｉｎａ）
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＪｉａｎｇｓｕＥｄｕｃａｔｉｏｎＣｏｌｌｅｇｅ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００１３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｔｙｏｆａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｐｒｏｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ．ＬｅｔＦ
ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ，ｋｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄａ（ｚ），ａ１（ｚ），ａ２（ｚ），…，ａｋ（ｚ）ｂｅａｎａｌｙｔｉｃ
ｉｎＤｓｕｃｈｔｈａｔａ（ｚ）０．Ｉｆｆ（ｚ）≠０ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏｓｏｆｆ

（ｋ）（ｚ）＋ａ１（ｚ）ｆ（ｋ－１）（ｚ）＋… ＋ａｋ（ｚ）ｆ（ｚ）－ａ（ｚ）ａｒｅｏｆ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔｌｅａｓｔ２ｆｏｒｅａｃｈｆ∈Ｆ，ｔｈｅｎＦ ｉｓｎｏｒｍａｌｉｎＤ．ＴｈｉｓｒｅｓｕｌｔｉｍｐｒｏｖｅｓＭｉｒａｎｄａ’ｓｎｏｒｍａｌｃｒｉｔｅｒｉｏｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｎｏｒｍａｌｉｔｙ，ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２０４２５．
 ＴｈｅｐｒｏｊｅｃｔｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（１００７１０３８）ａｎｄｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎＥｄｕｃａｔｉｏｎａｌＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆ
ＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ（ＯＯＫＪＢ１１０００４）．

 Ｂｏｒｎｉｎ１９５７，ｆｅｍａｌｅ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

Ｉｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｎｏｒｍａｌｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｉｔｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｓｕｂｊｅｃｔｓｅａｒｃｈｉｎｇｆｏｒｎｅｗ
ｎｏｒｍａｌｃｒｉｔｅｒｉｏｎ［１－３］．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅ
ｎｏｒｍａｌｉｔｙｏｆａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．Ｉｎｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｗｅｓｈａｌｌｕｓｅｔｈｅｕｓｕａｌｎｏｔａｔｉｏｎｓａｎｄｂａｓｉｃ
ｋｎｏｗｌｅｄｇｅｏｆｎｏｒｍａｌｆａｍｉｌｉｅｓ［４－６］．

ＩｎＲｅｆ．［７］，Ｍｏｎｔｅｌｐｒｏｐｏｓｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎ
ｊｅｃｔｕｒｅ．

Ｍｏｎｔｅｌ’ｓＣｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ＬｅｔＦ ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆ
ａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ．Ｉｆ，ｆｏｒａｎｙｆ∈ Ｆ，
ｆ（ｚ）≠０，ｆ′（ｚ）≠１，ｔｈｅｎＦ ｉｓｎｏｒｍａｌｉｎＤ．
Ｍｉｒａｎｄａ［８］ｃｏｎｆｉｒｍｅｄｔｈｅｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｂｙｐｒｏｖｉｎｇｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ＬｅｔＦ ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ，ｋｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ．Ｉｆ，
ｆｏｒａｎｙｆ∈ Ｆ，ｆ（ｚ）≠ ０，ｆ

（ｋ）（ｚ）≠ １，ｔｈｅｎＦ ｉｓ
ｎｏｒｍａｌｉｎＤ．

Ｖａｌｉｒｏｎａｎｄ Ｃｈｕａｎｇｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｈｅｏｒｅｍ １ ｂｙ
ｐｒｏｖｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ２［９］．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２ ＬｅｔＦ ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ，ｋｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ，
ａ（ｚ），ａ１（ｚ），ａ２（ｚ），…，ａｋ（ｚ）ｂｅａｎａｌｙｔｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｉｎｔｈｅｄｏｍａｉｎＤｓｕｃｈｔｈａｔａ（ｚ）０．Ｉｆ，ｆｏｒａｎｙｆ∈
Ｆ，ｆ（ｚ）≠０，ｆ

（ｋ）（ｚ）＋ａ１（ｚ）ｆ
（ｋ－１）（ｚ）＋ａ２（ｚ）ｆ

（ｋ－２）（ｚ）
＋… ＋ａｋ（ｚ）ｆ（ｚ）≠ ａ（ｚ），ｔｈｅｎＦ ｉｓｎｏｒｍａｌｉｎＤ．
ＨｉｏｎｇａｎｄＨｅ［１０］ｉｍｐｒｏｖｅｄｔｈｅｏｒｅｍ１ａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ３ ＬｅｔＦ ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ，ｋｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ．Ｉｆ
ｆ（ｚ）≠ ０ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏｓｏｆｆ（ｋ）（ｚ）－１ａｒｅｏｆ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔｌｅａｓｔ２ｆｏｒｅａｃｈｆ∈ Ｆ，ｔｈｅｎＦ ｉｓ
ｎｏｒｍａｌｉｎＤ．

Ｄｒａｓｉｎａｌｓｏｅｘｔｅｎｄｅｄａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｔｈｅｏｒｅｍ１ｂｙ

ｐｒｏｖｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ４［６］．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ４ ＬｅｔＦ ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ，ｋｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄ
ａ１（ｚ），ａ２（ｚ），…，ａｋ（ｚ）ｂｅａｎａｌｙｔｉｃｉｎＤ．Ｉｆｆ（ｚ）

≠０ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏｓｏｆｆ
（ｋ）（ｚ）＋ａ１（ｚ）ｆ

（ｋ－１）（ｚ）＋… ＋
ａｋ（ｚ）ｆ（ｚ）－１ａｒｅｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔｌｅａｓｔｋ＋２ｆｏｒ
ｅａｃｈｆ∈Ｆ，ｔｈｅｎＦ ｉｓｎｏｒｍａｌｉｎＤ．

Ｉｎｔｈｉｓｎｏｔｅｗｅｉｍｐｒｏｖｅａｂｏｖｅｒｅｓｕｌｔｓｂｙｐｒｏｖｉｎｇ
ｔｈｅｏｒｅｍ５．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ５ ＬｅｔＦ ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆａｎａｌｙｔｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎａｄｏｍａｉｎＤ，ｋｂｅａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄ
ａ（ｚ），ａ１（ｚ），ａ２（ｚ），…，ａｋ（ｚ）ｂｅａｎａｌｙｔｉｃｉｎＤ
ｓｕｃｈｔｈａｔａ（ｚ） ０．Ｉｆｆ（ｚ）≠ ０ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏｓｏｆ
ｆ（ｋ）（ｚ）＋ａ１（ｚ）ｆ

（ｋ－１）（ｚ）＋… ＋ａｋ（ｚ）ｆ（ｚ）－ａ（ｚ）
ａｒｅｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔｌｅａｓｔ２ｆｏｒｅａｃｈｆ∈Ｆ，ｔｈｅｎＦ ｉｓ
ｎｏｒｍａｌｉｎＤ．

１ ＳｏｍｅＬｅｍｍａｓ

Ｆｏｒｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｏｒｅｍ５，ｗｅｎｅｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｌｅｍｍａｓ．

Ｌｅｍｍａ１［１１］ ＬｅｔＦ ｐｏｓｓｅｓｓｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｙｔｈａｔ
ｅｖｅｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎｆ∈Ｆ ｈａｓｏｎｌｙｚｅｒｏｓｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔ
ｌｅａｓｔｋ．ＩｆＦ ｉｓｎｏｔｎｏｒｍａｌａｔｐｏｉｎｔｚ０，ｔｈｅｎｆｏｒ０≤α
＜ｋ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆｎ∈ Ｆ，ａ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓｚｎ→ ｚ０ａｎｄａｓｅｑｕｅｎｃｅ
ｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒｓρｎ→０，ｓｕｃｈｔｈａｔρ

－α
ｎ ｆｎ（ｚｎ＋ρｎζ）

ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｌｏｃａｌｌｙｕｎｉｆｏｒｍｌｙｔｏａｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｇ（ζ）ｏｎＣ．
Ｌｅｍｍａ２ Ｌｅｔｆ（ｚ）ｂｅａｎｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｋｂｅ

ａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒ，ａｎｄｄｂｅａｎｏｎｚｅｒｏｆｉｎｉｔｅｃｏｍｐｌｅｘ
ｎｕｍｂｅｒ．Ｉｆｆ（ｚ）≠０ａｎｄｔｈｅｚｅｒｏｓｏｆｆ

（ｋ）（ｚ）－ｄａｒｅ



ｏｆｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔｌｅａｓｔ２，ｔｈｅｎｆ（ｚ）ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ．
Ｐｒｏｏｆ Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｆ（ｚ）ｉｓａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌ

ｅｎｔｉｒｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ｔｈｅｎ ｂｙ Ｍｉｌｌｏｕｘ’ｓ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，
Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ’ｓｆｉｒｓｔｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｈｅｏｒｅｍ［４－６］ａｎｄｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｌｅｍｍａ，ｗｅｈａｖｅ

Ｔ（ｒ，ｆ）≤珚Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ ｒ，
１( )ｆ ＋

Ｎ ｒ， １
ｆ（ｋ）－( )ｄ －Ｎ ｒ， １ｆ（ｋ＋１( )） ＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤

珚Ｎ ｒ， １
ｆ（ｋ）－( )ｄ ＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤

１
２Ｎ ｒ，

１
ｆ（ｋ）－( )ｄ ＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤

１
２Ｔ ｒ，

１
ｆ（ｋ）－( )ｄ ＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤

１
２Ｔ（ｒ，ｆ

（ｋ）－ｄ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤
１
２Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）

ＴｈｕｓｗｅｏｂｔａｉｎＴ（ｒ，ｆ）＝Ｓ（ｒ，ｆ），ａｃｏｎｔｒａｄｉｃ
ｔｉｏｎ．

Ｈｅｎｃｅｆ（ｚ）ｉｓｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ．Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｆ（ｚ）≠
０，ｗｅｄｅｄｕｃｅｔｈａｔｆ（ｚ）ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｔｈｕｓｌｅｍｍａ２ｉｓ
ｐｒｏｖｅｄ．

２ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ５

ＷｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔＤ ＝｛ｚ： ｚ＜１｝ｉｓｔｈｅｕｎｉｔ
ｄｉｓｃ．ＩｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔＦ ｉｓｎｏｒｍａｌａｔｚ０
ｆｏｒａｎｙｚ０∈ Ｄ．Ｎｏｗｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｗｏｃａｓｅｓ．

Ｃａｓｅ１ ａ（ｚ０）≠ ０．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＦｉｓｎｏｔ
ｎｏｒｍａｌａｔｚ０∈ Ｄ．Ｔｈｅｎｔａｋｉｎｇα ＝ｋ（＜∞）ａｎｄ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｌｅｍｍａ１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆ
ｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓｚｎ→ ｚ０，ａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｆｎ（ｚ）∈ Ｆ，ａｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒｓρｎ→ ０
ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｇｎ（ξ）＝ρ
－ｋ
ｎ ｆｎ（ｚｎ＋ρｎξ）→ ｇ（ξ）

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｕｂｓｅｔｏｆＣ，ｗｈｅｒｅｇ（ξ）ｉｓａ
ｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｆｎ（ｚ）∈ Ｆ ａｎｄｆｎ≠ ０，ｗｅｄｅｄｕｃｅ
ｂｙｔｈｅＨｕｒｗｉｔｚ’ｓｔｈｅｏｒｅｍｔｈａｔｇ（ξ）≠０．

Ｉｆｇ（ｋ）（ξ）－ａ（ｚ０）≠０，ｔｈｅｎｂｙｌｅｍｍａ２ｗｅｇｅｔ
ｇ（ξ）ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｔｈｉｓｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅ．Ｓｏｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
ａｐｏｉｎｔξ０ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｇ（ｋ）（ξ０）－ａ（ｚ０）＝０ （１）
ＦｏｒａｎｙＲ＞０，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｇ（ｉ）ｎ （ξ）ａｒｅａｎａｌｙｔｉｃ

ｏｎＤＲ ＝｛ξ：ξ－ξ０ ＜Ｒ｝ｆｏｒｉ＝１，…，ｋａｎｄ
ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｎ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｂｙｓｉｍｐｌｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇ
ｔｈａｔ

ｇｎ
（ｋ）（ξ）－ａ（ｚｎ＋ρｎξ）＝
ｆ（ｋ）ｎ （ｚｎ＋ρｎξ）－ａ（ｚｎ＋ρｎξ）＝
ｆｎ
（ｋ）（ｚｎ＋ρｎξ）＋Ｍ（ｆｎ（ｚｎ＋ρｎξ））－

ａ（ｚｎ＋ρｎξ）－Ｍ（ｆｎ（ｚｎ＋ρｎξ）） （２）

ｗｈｅｒｅＭ（ｆｎ（ｚｎ＋ρｎξ））＝∑
ｋ－１

ｊ＝０
ａｋ－ｊ（ｚｎ＋ρｎξ）ｆ

（ｊ）（ｚｎ

＋ρｎξ）＝∑
ｋ－１

ｊ＝０
ａｋ－ｊ（ｚｎ＋ρｎξ）ρ

－ｊ＋ｋ
ｎ ｇｎ

（ｊ）（ξ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏ

ｚｅｒｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＤＲ．
Ｃｌｅａｒｌｙ，Ｌｎ（ξ）＝ｇｎ

（ｋ）（ξ）＋Ｍ（ｆｎ（ｚｎ＋ρｎξ））－
ａ（ｚｎ＋ρｎξ）＝０ｈａｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙａｔ
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关于 Ｍｉｒａｎｄａ正规准则
仇惠玲

（南京师范大学数学与计算机科学学院，南京 ２１００９７）
（江苏教育学院数学系，南京 ２１００１３）

摘 要 本文研究了解析函数族的正规性，得到了下面的结论：设 Ｆ是一族在 Ｄ上的解析函数，ｋ
是一个正整数，ａ（ｚ），ａ１（ｚ），ａ２（ｚ），…，ａｋ（ｚ）都在 Ｄ上解析且ａ（ｚ）０，如果 ｆ（ｚ）≠０并且对 Ｆ中
的任一函数 ｆ（ｚ），ｆ（ｋ）（ｚ）＋ａ１（ｚ）ｆ

（ｋ－１）（ｚ）＋…＋ａｋ（ｚ）ｆ（ｚ）－ａ（ｚ）的零点都至少是二级或二级以
上，则Ｆ在 Ｄ上正规．
关键词 整函数，解析函数，正规性，微分多项式
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