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ＨｕａｎｇＢｉｎ

（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＪｉｎｌｉｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００３８，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｃｏｎｓｉｄｅｒｓｏｎｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ’ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｏｆｂｅａｍ．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｆｏｒｍｕｌａ．Ｆｉｒｓｔｏｆａｌｌ，Ｃａｕｃｈｙｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
ｉｓｕｓｅｄｔｏｏｂｔａｉｎａｂａｓｉｃｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｂａｓｉｓａｒｅｍａｄｅｂｙＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｔｈｅｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｅｓ
ｏｆｅｉｇｎｅｖａｌｕｅｓａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＣａｕｃｈｙｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．Ａｔｌａｓｔ，ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｔｕｒｎｓｏｕｔｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ，ａｎｄａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅ（ｎ－１）ｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｉｓｅｓｔｉｍａｔｅｄｂｙｔｈｅｎｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ
ｖａｌｕｅ．Ｗｈｅｎｎｉｓｉｎｃｒｅａｓｅｄ，ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｋｉｓｉｎｃｒｅａｓｅｄ．Ｗｈｅｎｎｉｓａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｌｙｓｅｌｅｃｔｅｄ，ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙ
ｏｆλｋｗｅｎｅｅｄｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｉｓｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｂｏｔｈｉｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｔｈｅｏｒｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｏｆｂｅａｍ，ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ，ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ，Ｇａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２０１２５．
 Ｂｏｒｎｉｎ１９５８，ｍａｌｅ，ｌｅｃｔｕｒｅｒ．

１ ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔ

Ｌｅｔ（ａ，ｂ） Ｒｂｅａｂｏｕｎｄｅｄｉｎｔｅｒｖａｌ．Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｏｆｂｅａｍ

（ｐ（ｘ）ｙ″）″－（ｑ（ｘ）ｙ′）′＋ｒ（ｘ）ｙ＝λｓ（ｘ）ｙ
ｙ（ａ）＝ｙ（ｂ）＝ｙ′（ａ）＝ｙ′（ｂ）＝ }０

（１）

ｗｈｅｒｅｐ（ｘ）∈ Ｃ４（［ａ，ｂ］）；ｑ（ｘ）∈ Ｃ２（［ａ，ｂ］）；ｒ（ｘ），ｓ（ｘ）∈ Ｃ（［ａ，ｂ］），ｓｕｃｈｔｈａｔ

μ１１≤ ｐ（ｘ）≤μ１２ （２）

μ２１≤ ｑ（ｘ）≤μ２２ （３）

μ３１≤ ｒ（ｘ）≤μ３２ （４）

μ４１≤ ｓ（ｘ）≤μ４２ （５）
ｗｈｅｒｅ０＜μ１１≤μ１２，０＜μ４１≤μ４２，０≤μｉ１≤μｉ２（ｉ＝２，３）．

Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｆｏｒｔｈｅｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅ（ｎ＋１）ｔｈｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆｐｒｏｂｌｅｍ（１）ａｒｅｗｅｌｌｋｎｏｗｎ［１－５］．Ｔｈｅｒｅｉｓｔｈｅｗｏｒｋ
ｆｏｒｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｎｐｒｏｂｌｅｍ（１）［６］．Ｔｈｅｙｄｉｓｃｕｓｓｅｄｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆｐｒｏｂｌｅｍ（１）．Ｗｅｎｏｗｃｏｎｓｉｄｅｒｍａｎｙａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｓｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｐｒｏｂｌｅｍ（１），ａｎｄ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｉｓｓｉｍｐｌｅｒ．Ｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｉｓｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇａｎｄｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｂｏｔｈｉｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｔｈｅｏｒｙ．

Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｆｏｒｍｕｌａ．Ｆｉｒｓｔｏｆａｌｌ，ｗｅｕｓｅＣａｕｃｈｙｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｔｏ
ｏｂｔａｉｎａｂａｓｉｃｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｗｅｍａｋｅｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｂａｓｉｓｂｙＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄｇｉｖｅｔｈｅｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｅ
ｏｆｅｉｇｎｅｖａｌｕｅｓｂｙｉｎｔｅｇｒａｌａｎｄＣａｕｃｈｙｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ．Ａｔｌａｓｔ，ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｔｕｒｎｓｏｕｔｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ．

Ｌｅｔ０＜λ１≤λ２≤…≤λｎ≤… ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｆｏｒ（１）．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｙｋ（ｋ
＝１，２，…）ｏｆ（１）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｋｉｓｗｅｉｇｈｔｅｄｎｏｒｍａｌｔｏｙｋｓｕｃｈｔｈａｔ

∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｄｘ＝１ ｋ＝１，２，… （６）

Ｂｙ（６）ａｎｄ（１），ｗｅｏｂｔａｉｎ

λｋ＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）（ｙ″ｋ）２ｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｑ（ｘ）（ｙ′ｋ）２ｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｒ（ｘ）ｙ２ｋｄｘ ｋ＝１，２，… （７）

Ｕｓｉｎｇ（２）ｔｏ（４）ａｎｄ（７），ｗｅｇｅｔ

∫
ｂ

ａ
（ｙ″ｋ）２ｄｘ≤

λｋ

μ１１
ｋ＝１，２，… （８）



Ｌｅｍｍａ Ｌｅｔａ＜ｂ，ｕ″（ｘ）∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］），ｕ（ａ）＝ｕ（ｂ）＝０，ａｎｄｕ′（ａ）＝ｕ′（ｂ）＝０．Ｔｈｅｎ

①∫
ｂ

ａ
（ｕ′（ｘ））２ｄｘ≤

（ｂ－ａ）２
４∫

ｂ

ａ
（ｕ″（ｘ））２ｄｘ；②∫

ｂ

ａ
ｕ２（ｘ）ｄｘ≤

（ｂ－ａ）４
１６∫

ｂ

ａ
（ｕ″（ｘ））２ｄｘ．

Ｐｒｏｏｆ Ａｔｆｉｒｓｔｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

∫
ｂ

ａ
ｕ２（ｘ）ｄｘ≤

（ｂ－ａ）２
４∫

ｂ

ａ
（ｕ′（ｘ））２ｄｘ （９）

Ｕｓｉｎｇｕ（ａ）＝０，ｆｏｒｅａｃｈｘ∈［ａ，ｂ］，ｗｅｈａｖｅ

ｕ（ｘ）＝∫
ｘ

ａ
ｕ′（ｔ）ｄｔ

ＢｙｔｈｅＣａｕｃｈｙｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｕ２（ｘ）＝（∫
ｘ

ａ
ｕ′（ｔ）ｄｔ）２≤（ｘ－ａ）∫

ｘ

ａ
（ｕ′（ｔ））２ｄｔ≤（ｘ－ａ）∫

ｂ

ａ
（ｕ′（ｘ））２ｄｘ

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

∫
ａ＋ｂ
２

ａ
ｕ２（ｘ）ｄｘ≤

（ｂ－ａ）２
８∫

ｂ

ａ
（ｕ′（ｘ））２ｄｘ （１０）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ

∫
ｂ

ａ＋ｂ
２

ｕ２（ｘ）ｄｘ≤
（ｂ－ａ）２
８∫

ｂ

ａ
（ｕ′（ｘ））２ｄｘ （１１）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（１０）ｗｉｔｈ（１１），ｗｅｏｂｔａｉｎ（９）．Ｒｅｐｌａｃｉｎｇｕ（ｘ）ｉｎ（９）ｂｙｕ′（ｘ），ｗｅｓｅｅｔｈａｔｌｅｍｍａ① ｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｕｓｉｎｇ（９）ａｎｄｌｅｍｍａ①，ｗｅｓｅｅｔｈａｔｌｅｍｍａ② ｆｏｌｌｏｗｓ．Ｂｙｌｅｍｍａａｎｄ（８），ｗｅｇｅｔ

ｙｋ∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］），ｙ′ｋ∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］），ｙ″ｋ∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］） ｋ＝１，２，…
ＢｅｃａｕｓｅＬ２（［ａ，ｂ］）ｉｓｓｅｐａｒａｂｌｅｓｐａｃｅ，ｗｅｃｈｏｏｓｅｔｈａｔφｉ（ｘ）（ｉ＝１，２，…）ｉｓｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｂａｓｉｓｉｎＬ

２（［ａ，
ｂ］），

φｉ（ａ）＝φｉ（ｂ）＝０，φ′ｉ（ａ）＝φ′ｉ（ｂ）＝０ ｉ＝１，２，…

ａｎｄ ｙｋ＝∑
∞

ｉ＝１
ｃｋｉφｉ ｋ＝１，２，…

ｗｈｅｒｅｃｋｉ（ｋ，ｉ＝１，２，…）ｉｓｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔ．
Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ

（ｐ（ｘ）ｙ″ｋｎ）″－（ｑ（ｘ）ｙ′ｋｎ）′＋ｒ（ｘ）ｙｋｎ ＝λｋｎｓ（ｘ）ｙｋｎ （１２）

ｗｈｅｒｅｙｋｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｋｉφｉ，ｋ＝１，２，…ｎ．

ｙｋ＝ｙｋｎ＋ｙｋｎ （１３）

ｗｈｅｒｅｙｋｎ ＝ｙｋ－ｙｋｎ ＝∑
∞

ｉ＝ｎ＋１
ｃｋｉφｉ．

Ｂｙ（１）ａｎｄ（１３），ｗｅｈａｖｅ
（ｐ（ｘ）ｙ″ｋｎ）″＋ ｐ（ｘ）ｙ″( )ｋｎ ″－（ｑ（ｘ）ｙ′ｋｎ）′－ ｑ（ｘ）ｙ′( )ｋｎ ′＋ｒ（ｘ）ｙｋｎ＋ｒ（ｘ）ｙｋｎ ＝
λｋｓ（ｘ）ｙｋｎ＋λｋｓ（ｘ）ｙｋｎ （１４）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（１２）ｗｉｔｈ（１４）ｙｉｅｌｄｓ
（λｋ－λｋｎ）ｓ（ｘ）ｙｋｎ ＝ ｐ（ｘ）ｙ″( )ｐｎ ″－ ｑ（ｘ）ｙ′( )ｐｎ ′＋ｒ（ｘ）ｙｋｎ－λｋｓ（ｘ）ｙｋｎ （１５）

Ｔｈｅｏｒｅｍ Ｌｅｔλｋａｎｄλｋｎｂｅｔｈｅｋｔｈｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆ（１）ａｎｄ（１２），ｙｋａｎｄｙｋｎｂｅｔｈｅｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ（１）ａｎｄ
（１２）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｔｏｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｋａｎｄλｋｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｎ

λｋ－λｋｎ ≤
１

∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｎｄｘ

μ１２
λｋ

μ槡１１
＋（ｂ－ａ）

２

４ μ２２
λｋ

μ槡１１
＋μ３２
μ槡 ４１
＋λｋ μ槡( )[ ]４２ ∫

ｂ

ａ
ｙ″ｋ－ｙ″ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２

（１６）
Ｐｒｏｏｆ Ｕｓｉｎｇ（１５）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｂｙｐａｒｔｓ，ｗｅｆｉｎｄ

（λｋ－λｋｎ）∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｎｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｙｋｎ ｐ（ｘ）ｙ″( )ｋｎ ″ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｙｋｎ ｑ（ｘ）ｙ′( )ｋｎ ′ｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｙｋｎｒ（ｘ）ｙｋｎｄｘ－λｋ∫

ｂ

ａ
ｙｋｎｓ（ｘ）ｙｋｎｄｘ＝

８７２ ＨｕａｎｇＢｉｎ



∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｙ″ｋｎｙ″ｋｎｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｑ（ｘ）ｙ′ｋｎｙ′ｋｎｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｒ（ｘ）ｙｋｎｙｋｎｄｘ－λｋ∫

ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙｋｎｙｋｎｄｘ （１７）

Ｂｙｌｅｍｍａ，ｔｈｅＣａｕｃｈｙｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，（２）－（５），（８），（１３），ａｎｄ（１７），ｗｅｏｂｔａｉｎ

λｋ－λｋｎ∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｎｄｘ≤μ１２∫

ｂ

ａ
ｙ″ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２

∫
ｂ

ａ
ｙ″ｋ－ｙ″ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２
＋

μ２２∫
ｂ

ａ
ｙ′ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２

∫
ｂ

ａ
ｙ′ｋ－ｙ′ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２
＋μ３２∫

ｂ

ａ
ｙ２ｋｎｄ( )ｘ

１
２

∫
ｂ

ａ
ｙｋ－ｙｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２
＋

λｋ∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｎｄ( )ｘ

１
２

∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙｋ－ｙｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２
≤

μ１２
λｋ

μ槡１１
＋（ｂ－ａ）

２

４ μ２２
λｋ

μ槡１１
＋μ３２
μ槡 ４１
＋λｋ μ槡( )[ ]４２ ∫

ｂ

ａ
ｙ″ｋ－ｙ″ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２

ｉ．ｅ．

λｋ－λｋｎ ≤
１

∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｎｄｘ

μ１２
λｋ

μ槡１１
＋
（ｂ－ａ）２
４ μ２２

λｋ

μ槡１１
＋μ３２
μ槡 ４１
＋λｋ μ槡( )[ ]４２ ∫

ｂ

ａ
ｙ″ｋ－ｙ″ｋｎ ２ｄ( )ｘ

１
２

Ｓｉｎｃｅｙｋ∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］），ｙ′ｋ∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］），ｙ″ｋ∈ Ｌ２（［ａ，ｂ］）（ｋ＝１，２，…）ａｎｄ（６），ｗｅｇｅｔ

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｎｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｋｄｘ＝１

ａｎｄ

ｌｉｍ
ｎ→∞∫

ｂ

ａ
ｙ″ｋ－ｙ″ｋｎ ２ｄｘ＝０ ｋ＝１，２，…

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，
λｋ＝ｌｉｍ

ｎ→∞
λｋｎ ｋ＝１，２，…

Ｎａｍｅｌｙ，λｋｎｉｓｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλｋ，ｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ（１６）ｉｓｔｈｅｅｒｒｏｒｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆλｋｎａｎｄλｋ．

２ ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｔｈｏｄ

Ｌｅｔ

ｙｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉφｉ （１８）

Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ
（ｐ（ｘ）ｙ″ｎ）″－（ｑ（ｘ）ｙ′ｎ）′＋ｒ（ｘ）ｙｎ ＝λｓ（ｘ）ｙｎ （１９）

Ｓｉｎｃｅφｉ（ａ）＝φｉ（ｂ）＝０，φ′ｉ（ａ）＝φ′ｉ（ｂ）＝０（ｉ＝１，２，…，ｎ），ｗｅｈａｖｅ
ｙｎ（ａ）＝ｙｎ（ｂ）＝０，ｙ′ｎ（ａ）＝ｙ′ｎ（ｂ）＝０

Ｕｓｉｎｇ（１８），（１９）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｂｙｐａｒｔｓ，ｗｅｇｅｔ

∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）φ″ｉφ″ｊｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｑ（ｘ）φ′ｉφ′ｊｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｒ（ｘ）φｉφｊｄ( )ｘ ＝λ∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｉ∫

ｂ

ａ
ｓ（ｘ）φｉφｊｄｘ ｊ＝１，２，…，ｎ

（２０）
Ｌｅｔ

ａｉｊ＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）φ″ｉ（ｘ）φ″ｊ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｑ（ｘ）φ′ｉ（ｘ）φ′ｊ（ｘ）ｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｒ（ｘ）φｉ（ｘ）φｊ（ｘ）ｄｘ，ａｉｊ＝ａｊｉ

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ （２１）

ｂｉｊ＝∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）φｉ（ｘ）φｊ（ｘ）ｄｘ，ｂｉｊ＝ｂｊｉ ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ （２２）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（２０），（２１），ａｎｄ（２２）ｙｉｅｌｄｓ

∑
ｎ

ｉ＝１
（ａｉｊ－λｂｉｊ）ｃｉ＝０ ｊ＝１，２，…，ｎ （２３）

Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｏｆｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆ（２３）ｈａｖｅｎｏｎｚｅｒｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔｉｓｅｑｕａｌｔｏｚｅｒｏ．
ｉ．ｅ．

９７２ＯｎｅＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅＨｏｒｉｚｏｎｔａｌＶｉｂｒａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｏｆＢｅａｍ



ｆｎ（λ）＝

ａ１１－λｂ１１ ａ１２－λｂ１２ … ａ１ｎ－λｂ１ｎ
ａ２１－λｂ２１ ａ２２－λｂ２２ … ａ２ｎ－λｂ２ｎ
  

ａｎ１－λｂｎ１ ａｎ２－λｂｎ２ … ａｎｎ－λｂｎｎ

＝０ （２４）

Ｂｙ（２４），ｗｅｆｉｎｄｏｕｔｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓλｋｎ（ｋ＝１，２，…，ｎ）．Ｒｅｐｌａｃｉｎｇλ ｉｎ（２３）ｂｙλｋｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ（ｃｋ１，ｃｋ２，…，ｃｋｎ）ｏｆ（１９）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｋｎ．Ｎａｍｅｌｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｙｋｎｏｆ（１９）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓｔｏｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｋｎ（ｋ＝１，２，…，ｎ），ａｎｄｔｈｅ（ｎ－１）ｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅ
ｉｓｅｓｔｉｍａｔｅｄｂｙｎｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅ．

Ｒｅｍａｒｋ Ｂｙｔａｋｉｎｇｎ＝１ｉｎ（２４），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλ１．Ｂｙｔａｋｉｎｇｎ
＝２ｉｎ（２４），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλ１，ｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλ２．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｂｙｔａｋｉｎｇｎ＝ｋｉｎ（２４），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｋｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλ１，（ｋ
－１）ｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλ２，…，ｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｋ．
Ｅｘａｍｐｌｅ１

－（（２ｘ＋１）ｙ″）″＝λ（ｘ＋１）ｙ ｘ∈（０，１）
ｙ（０）＝ｙ（１）＝ｙ′（０）＝ｙ′（１）＝{ ０

Ｌｅｔｐ（ｘ）＝２ｘ＋１，ｑ（ｘ）＝ｒ（ｘ）＝０，ｓ（ｘ）＝ｘ＋１，１≤ ｐ（ｘ）≤３，１≤ ｓ（ｘ）≤２．
Ｃｈｏｏｓｅφ１（ｘ）＝ｓｉｎ

２
πｘ，φ２（ｘ）＝ｓｉｎ

２２πｘ，φ３（ｘ）＝ｓｉｎ
２３πｘ，φ４（ｘ）＝ｓｉｎ

２４πｘ，ｓｕｃｈｔｈａｔｓａｔｉｓｆｙ
ｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ａ１１ ＝∫
１

０
ｐ（ｘ）（φ″１（ｘ））

２ｄｘ＝∫
１

０
（２ｘ＋１）４π４ｃｏｓ２２πｘｄｘ＝３８９．６３６

ａ１２ ＝ａ２１ ＝∫
１

０
ｐ（ｘ）φ″１（ｘ）φ２（ｘ）ｄｘ＝∫

１

０
（２ｘ＋１）１６π４ｃｏｓ２πｘｃｏｓ４πｘｄｘ＝０

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ
ａ１３ ＝ａ３１ ＝０，ａ１４ ＝ａ４１ ＝０，ａ２２ ＝６２３４．１８，ａ２３ ＝ａ３２ ＝０，ａ２４ ＝ａ４２ ＝０，ａ３３ ＝３１５６０．５
ａ３４ ＝ａ４３ ＝０，ａ４４ ＝９９７４６．９，ｂ１１ ＝ｂ２２ ＝ｂ３３ ＝ｂ４４ ＝０．５６２５
ｂ１２ ＝ｂ２１ ＝ｂ１３ ＝ｂ３１ ＝ｂ１４ ＝ｂ４１ ＝ｂ２３ ＝ｂ３２ ＝ｂ２４ ＝ｂ４２ ＝ｂ３４ ＝ｂ４３ ＝０．３７５

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

ｆ４（λ）＝

３８９．６３６－０．５６２５λ －０．３７５λ －０．３７５λ －０．３７５λ
－０．３７５λ ６２３４．１８－０．５６２５λ －０．３７５λ －０．３７５λ
－０．３７５λ －０．３７５λ ３１５６０．５－０．５６２５λ －０．３７５λ
－０．３７５λ －０．３７５λ －０．３７５λ ９９７４６．９－０．５６２５λ

＝０ （２５）

Ｂｙ（２５），３８９．６３６－０．５６２５λ＝０，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１，ｉ．ｅ．
λ１１ ＝６９２．６８６

Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ
３８９．６３６－０．５６２５λ －０．３７５λ

－０．３７５λ ６２３４．１８－０．５６２５λ
＝０

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ２，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｉ．ｅ．
λ１２ ＝６７３．３２８，λ２２ ＝２０５２２．９

Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ
３８９．６３６－０．５６２５λ －０．３７５λ －０．３７５λ

－０．３７５λ ６２３４．１８－０．５６２５λ －０．３７５λ
－０．３７５λ －０．３７５λ ３１５６０．５－０．５６２５λ

＝０

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｔｈｉｒｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１，ｔｈｅｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ２，ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆ
λ３，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｉ．ｅ．

λ１３ ＝６６９．６３７，λ２３ ＝１９８５９．９，λ３３ ＝１２４９３６
ＳｏｌｖｉｎｇＥｑ．（２５），ｗｅｇｅｔｔｈｅ４ｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１，ｔｈｅｔｈｉｒｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ２，ａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄ
ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ３，ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ４，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｉ．ｅ．

λ１４ ＝６６８．４７６ （２６）

０８２ ＨｕａｎｇＢｉｎ



λ２４ ＝１９６６４．１ （２７）

λ３４ ＝１２１５３９ （２８）

λ４４ ＝４３０２８８
Ｂｙ（２６），（２７），ａｎｄ（２８），λ１，λ２ａｎｄλ３ｈａｖｅｔｗｏｅｆｆｅｃｔｉｖｅｄｉｇｉｔｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｅｘａｍｐｌｅ２

（（２ｘ＋１）ｙ″）″－（ｘ２ｙ′）′＋ｘｙ＝λ（ｘ＋１）ｙ ｘ∈（０，１）
ｙ（０）＝ｙ（１）＝ｙ′（０）＝ｙ′（１）＝{ ０

Ｌｅｔｐ（ｘ）＝２ｘ＋１，ｑ（ｘ）＝ｘ２，ｒ（ｘ）＝ｘ，ｓ（ｘ）＝ｘ＋１，１≤ ｐ（ｘ）≤３，０≤ ｑ（ｘ）≤１，０≤ ｒ（ｘ）
≤１，１≤ ｓ（ｘ）≤２．Ｃｈｏｏｓｅφ１（ｘ）＝ｓｉｎ

２
πｘ，φ２（ｘ）＝ｓｉｎ

２２πｘ，φ３（ｘ）＝ｓｉｎ
２３πｘ，φ４（ｘ）＝ｓｉｎ

２４πｘ，ｓｕｃｈ
ｔｈａｔｓａｔｉｓｆｙｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ａ１１ ＝∫
１

０
ｐ（ｘ）（φ″１（ｘ））

２ｄｘ＋∫
１

０
ｑ（ｘ）（φ′１（ｘ））

２ｄｘ＋∫
１

０
ｒ（ｘ）（φ１（ｘ））

２ｄｘ＝

∫
１

０
（２ｘ＋１）４π４ｃｏｓ２２πｘｄｘ＋∫

１

０
ｘ２π２ｓｉｎ２２πｘｄｘ＋∫

１

０
ｘｓｉｎ４πｘｄｘ＝３９１．４０６

ａ１２ ＝ａ２１ ＝∫
１

０
ｐ（ｘ）φ″１（ｘ）φ″２（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｑ（ｘ）φ′１（ｘ）φ′２（ｘ）ｄｘ＋∫

１

０
ｒ（ｘ）φ１（ｘ）φ２（ｘ）ｄｘ＝

∫
１

０
（２ｘ＋１）１６π２ｃｏｓ２πｘｃｏｓ４πｘｄｘ＋∫

１

０
２π２ｘ２ｓｉｎ２πｘｓｉｎ４πｘｄｘ＋∫

１

０
ｘｓｉｎ２πｘｓｉｎ２２πｘｄｘ＝０．５６９４４４

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ
ａ１３ ＝ａ３１ ＝０．２６５６２５，ａ１４ ＝ａ４１ ＝０．１９６１１１，ａ２２ ＝６２４０．８８，ａ２３ ＝ａ３２ ＝１．５６５
ａ２４ ＝ａ４２ ＝０．５６９４４４，ａ３３ ＝３１５７５．４，ａ３４ ＝ａ４３ ＝３．０６３７８，ａ４４ ＝９９７７３．３

ｂｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３，４）ｉｓｔｈｅｓａｍｅｉｎｅｘａｍｐｌｅ１．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

ｆ４（λ）＝

３９１．４０６－０．５６２５λ ０．５６９４４４－０．３７５λ ０．２６５６２５－０．３７５λ ０．１９６１１１－０．３７５λ
０．５６９４４４－０．３７５λ ６２４０．８８－０．５６２５λ １．５６５－０．３７５λ ０．５６９４４４－０．３７５λ
０．２６５６２５－０．３７５λ １．５６５－０．３７５λ ３１５７５．４－０．５６２５λ ３．０６３７８－０．３７５λ
０．１９６１１１－０．３７５λ ０．５６９４４４－０．３７５λ ３．０６３７８－０．３７５λ ９９７７３．３－０．５６２５λ

＝０

（２９）
Ｂｙ（２９），３９１．４０６－０．５６２５λ ＝０，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１，ｉ．ｅ．

λ１１ ＝６９５．８３３
Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ

３９１．４０６－０．５６２５λ ０．５６９４４４－０．３７５λ
０．５６９４４４－０．３７５λ ６２４０．８８－０．５６２５λ

＝０

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ２，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ｉ．ｅ．
λ１２ ＝６７６．４０３，λ２２ ＝２０５４４．５

Ｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ
３９１．４０６－０．５６２５λ ０．５６９４４４－０．３７５λ ０．２６５６２５－０．３７５λ
０．５６９４４４－０．３７５λ ６２４０．８８－０．５６２５λ １．５６５－０．３７５λ
０．２６５６２５－０．３７５λ １．５６５－０．３７５λ ３１５７５．４－０．５６２５λ

＝０

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｔｈｉｒｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１，ｔｈｅｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ２，ａｎｄｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ３，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｉ．ｅ．

λ１３ ＝６７２．６８８，λ２３ ＝１９８８０．２，λ３３ ＝１２４９９３
ＳｏｌｖｉｎｇＥｑ．（２９），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅ４ｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ１，ｔｈｅｔｈｉｒｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ２，ａｎｄｔｈｅ

ｓｅｃｏｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ３，ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆλ４，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｉ．ｅ．，

λ１４ ＝６７１．５１９ （３０）

λ２４ ＝１９６８５．２ （３１）

λ３４ ＝１２１５９６ （３２）

λ４４ ＝４３０３９８

１８２ＯｎｅＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅＥｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅＨｏｒｉｚｏｎｔａｌＶｉｂｒａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｏｆＢｅａｍ



Ｂｙ（３０）ｔｏ（３２），λ１，λ２ａｎｄλ３ｈａｖｅｔｗｏｅｆｆｅｃｔｉｖｅｄｉｇｉｔｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｗｈｅｎｎｉｓｉｎｃｒｅａｓｅｄ，ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆ
λｋｉｓｉｎｃｒｅａｓｅｄ．Ｗｅａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｌｙｓｅｌｅｃｔｎ，ｕｓｉｎｇ（２４）ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆλｋｗｅｎｅｅｄ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
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梁横向振动问题的特征值的一种算法
黄 滨

（金陵科技学院工程系，南京 ２１００３８）

摘 要 本文考虑计算梁横向振动问题的特征值的近似值的一种算法．主要结果的证明运用变分
公式．首先利用Ｃａｕｃｈｙ不等式证明了一个基本不等式；其次采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法来构造适当的基函
数，并利用Ｃａｕｃｈｙ不等式给出了其特征值计算的误差估计式；最后得到计算梁横向振动问题的特
征值的近似值的算法，而且可以用第 ｎ次近似值来估计第ｎ－１次的近似值的精确度．随着 ｎ的
增大，特征值λｋ的精确度逐步提高，只要适当选取 ｎ，就可以求得所要精确度的特征值的近似值．
这个算法具有广泛的实用价值和理论价值．
关键词 梁横向振动问题，特征值，特征函数，Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
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