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（３ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＴｈｅＨｏｎｇＫｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＨｏｎｇＫｏｎｇ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎａ（ｚ）ｆ′２＋（ｂ２（ｚ）ｆ２＋ｂ１（ｚ）ｆ＋ｂ０（ｚ））ｆ′＝ｄ３（ｚ）ｆ３＋ｄ２（ｚ）ｆ２＋ｄ１（ｚ）ｆ＋ｄ０（ｚ），ｗｈｅｒｅａ（ｚ），ｂｉ（ｚ）
（０≤ｉ≤２）ａｎｄｄｊ（ｚ）（０≤ｊ≤３）ａｒｅａｌｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ，ａｎｄｔｈｉｓｅｑｕａｔｉｏｎｒｅｌａｔｅｓｃｌｏｓｅｌｙｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｗｅｌｌｋｎｏｗｎａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎＣ（ｚ，ｗ）ｗ′２＋Ｂ（ｚ，ｗ）ｗ′＋Ａ（ｚ，ｗ）＝０，ｗｈｅｒｅＣ（ｚ，ｗ）０，Ｂ（ｚ，ｗ）ａｎｄＡ（ｚ，ｗ）ａｒｅｔｈｒｅｅｐｏｌｙ
ｎｏｍｉａｌｓｉｎｚａｎｄｗ．Ｗｅｇｉｖｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｔｈｅｄｅｇｒｅｅｓｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｔｈｒｅｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ
ｉｎｄｅｔａｉｌ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ；ｄｅｇｒｅｅ；ｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２１０１６．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：ＺｈｕＬｉｎｇｍｅｉ（１９５０—），ｆｅｍａｌｅ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｚｈｕｌｍ＠ｎｊｕｅ．ｅｄｕ．ｃｎ．

１ ＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎａｎｄＭａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ

Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｏｍｅｔｅｒｍｉｎｏｌｏｇｉｅｓ．Ｌｅｔｆｂｅａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｗｒｉｔｅ

ｆ（ｚ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｚｎ

Ｔｈｅｎ，ｕｓｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｔａｎｄａｒｄｎｏｔａｔｉｏｎｓｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｍｏｄｕｌｕｓＭ（ｒ，ｆ），ｍａｘｉｍｕｍｔｅｒｍζ（ｒ，ｆ），ｔｈｅ
ｃｅｎｔｒａｌｉｎｄｅｘν（ｒ，ｆ），ｏｒｄｅｒρ（ｆ）ａｎｄｌｏｗｅｒｏｒｄｅｒμ（ｆ）ｏｆｆ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｍ（ｒ，ｆ）＝ｍａｘ ｆ（ｚ）：ｚ＝( )ｒ

ζ（ｒ，ｆ）＝ ｍａｘｚ ＝ｒ
ａｎｚｎ

ν（ｒ，ｆ）＝ｓｕｐｎ：ａｎ ｒｎ ＝ζ（ｒ，ｆ( )）

ρ ＝ρ（ｆ）＝ｌｉｍｒ→∞
ｓｕｐｌｏｇｌｏｇＭ（ｒ，ｆ）ｌｏｇｒ

μ ＝μ（ｆ）＝ｌｉｍｒ→∞
ｉｎｆｌｏｇｌｏｇＭ（ｒ，ｆ）ｌｏｇｒ

Ｉｎｔｈｉｓｎｏｔｅ，ｗｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｔｈｅｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｅｑｕａｔｉｏｎ：

ａ（ｚ）ｆ′２＋（ｂ２（ｚ）ｆ２＋ｂ１（ｚ）ｆ＋ｂ０（ｚ））ｆ′＝ｄ３（ｚ）ｆ３＋ｄ２（ｚ）ｆ２＋ｄ１（ｚ）ｆ＋ｄ０（ｚ） （１）
ｗｈｅｒｅａ（ｚ），ｂｉ（ｚ）（０≤ ｉ≤２）ａｎｄｄｊ（ｚ）（０≤ ｊ≤３）ａｒｅａｌｌｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ．Ｗｈｙｄｏｗｅｏｎｌｙｃｈｏｏｓｅｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒ
ｔｈｉｓｔｙｐｅｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ？ＴｈｅｒｅａｓｏｎｉｓＥｑ．（１）ｒｅｌａｔｅｓｃｌｏｓｅｌｙｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ：

Ｃ（ｚ，ｗ）ｗ′２＋Ｂ（ｚ，ｗ）ｗ′＋Ａ（ｚ，ｗ）＝０ （２）
ｗｈｅｒｅＣ（ｚ，ｗ）０，Ｂ（ｚ，ｗ）ａｎｄＡ（ｚ，ｗ）ａｒｅｔｈｒｅｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｉｎｚａｎｄｗ

［１］．ＩｓｈｉｚａｋｉａｎｄＳｔｅｉｎｍｅｔｚ［２，３］ｓｔｕｄｉｅｄ
ｔｈｉｓｔｙｐｅｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｄｅｔａｉｌａｎｄｇｏｔｍａｎｙｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ．ＷｅｒｅｆｅｒｒｅａｄｅｒｓｔｏＲｅｆｓ．［４
６］ｆｏｒｔｈｅｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐｌｅｘｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｔｈｅｏｒｙ．

Ｉｎｇｅｎｅｒａｌ，ｉｆｗｅｌｅｔｐ（ｕ１，ｕ２，ｕ３）ｂｅａｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｉｎａｌｌｏｆｉｔｓａｒｇｕｍｅｎｔｓｕ１，ｕ２ａｎｄｕ３，ｔｈｅｎｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆ
ｔｈｅｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎａｒｅｋｎｏｗｎ：

ｐ（ｚ，ｆ，ｆ′）＝０ （３）
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Ｔｈｅｏｒｅｍ２ Ｅｖｅｒｙｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｒａｔｉｏｎａｌ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｈａｓａｎｏｒｄｅｒｎｏｌｅｓｓｔｈａｎ１?２．
Ｉｎ１９９６，Ｈａｙｍａｎ［９］ｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ３ Ｌｅｔｄ＝ｍａｘ（ｄｅｇ（ａ），ｄｅｇ（ｂ０），ｄｅｇ（ｂ１），ｄｅｇ（ｂ２），ｄｅｇ（ｄ０），ｄｅｇ（ｄ１），ｄｅｇ（ｄ２），ｄｅｇ（ｄ３）），ａｎｄｉｆ

ｂ２（ｚ）０，ｔｈｅｎａｎｙｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）ｈａｓｆｉｎｉｔｅｏｒｄｅｒρ（ｆ）≤ｍａｘ（２ｄ，ｄ＋１）．
Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，ＬｉａｏａｎｄＹａｎｇ［１］ｓｈｏｗｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｏｒｅｍ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４ Ｉｆｄｅｇ（ｄ２（ｚ））≠ｄｅｇ（ａ）－１ｉｎ（１）ａｎｄｆ（ｚ）ｉｓａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（１），

ｔｈｅｎρ（ｆ）≥１．
Ｉｎｔｈｉｓａｒｔｉｃｌｅ，ｗｅｓｈａｌｌｓｈｏｗｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ５ Ｌｅｔｆｂｅａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（１）．
１）Ｉｆｄ３（ｚ）０ｏｒｂ２（ｚ）０，ｄｅｇ（ｄ３（ｚ））＞ｄｅｇ（ｂ２（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｄ３（ｚ））－ｄｅｇ（ｂ２（ｚ））＋１；
２）Ｉｆｄ３（ｚ）≡０ａｎｄｂ２（ｚ）≡０．
Ｓｕｂｃａｓｅ１ Ｉｆａ（ｚ）≡０，ｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＜ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ｂ１）＋１；
Ｓｕｂｃａｓｅ２ Ｉｆｄ２（ｚ）≡０，ｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＞ｄｅｇ（ａ（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｂ１）－ｄｅｇ（ａ）＋１；
Ｓｕｂｃａｓｅ３ Ｉｆｂ１（ｚ）≡０，ｄｅｇ（ａ（ｚ））＜ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥（ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ａ））?２＋１；
Ｓｕｂｃａｓｅ４ Ｉｆａ（ｚ）０，ｂ１（ｚ）０ａｎｄｄ２（ｚ）０，ｄｅｇ（ｂ１）＝ｍａｘ（ｄｅｇ（ａ），ｄｅｇ（ｂ１），ｄｅｇ（ｄ２）），ｔｈｅｎ

ρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｂ１）－ｄｅｇ（ａ）＋１；
Ｓｕｂｃａｓｅ５ Ｉｆａ（ｚ）０，ｂ１（ｚ）０ａｎｄｄ２（ｚ）０，ｄｅｇ（ｄ２）＝ｍａｘ（ｄｅｇ（ａ），ｄｅｇ（ｂ１），ｄｅｇ（ｄ２）），ｔｈｅｎ

ρ（ｆ）≥ｍｉｎ（（ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ａ））?２＋１，ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ｂ１）＋１）．
３）Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２．

２ ＳｏｍｅＬｅｍｍａｓ

Ｌｅｍｍａ１ Ｉｆｆｉｓａｎｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｏｒｄｅｒρ，ｔｈｅｎ

ρ ＝ｌｉｍｒ→∞
ｓｕｐｌｏｇ

＋
ν（ｒ，ｆ）
ｌｏｇｒ ＝ｌｉｍ

ｒ→∞
ｓｕｐｌｏｇ

＋ｌｏｇ＋ζ（ｒ，ｆ）
ｌｏｇｒ

μ ＝ｌｉｍｒ→∞
ｉｎｆｌｏｇ

＋
ν（ｒ，ｆ）
ｌｏｇｒ ＝ｌｉｍ

ｒ→∞
ｉｎｆｌｏｇ

＋ｌｏｇ＋ζ（ｒ，ｆ）
ｌｏｇ

}
ｒ

（４）

Ｒｅｍａｒｋ ＴｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｌｉｔｙｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｌｅｍｍａｃａｎｂｅｆｏｕｎｄｉｎＲｅｆ．［４］ａｎｄ［５］．Ｂｙｕｓｉｎｇ
ｓｉｍｉｌａｒｍｅｔｈｏｄｓｔｏｔｈｏｓｅｉｎＲｅｆ．［４］，ｗｅｃａｎａｌｓｏｐｒｏｖｅｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｎｅ．

Ｌｅｍｍａ２［５］ Ｌｅｔｆｂｅａｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄｌｅｔ０＜δ ＜
１
４．

Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔａｔｔｈｅｐｏｉｎｔｚｗｉｔｈ ｚ＝ｒ，ｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｆ（ｚ） ＞Ｍ（ｒ，ｆ）ν（ｒ，ｆ）－（１?４）＋δｈｏｌｄｓ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅ

ｅｘｉｓｔｓａｓｅｔＦ Ｒ＋ｏｆｆｉｎｉｔｅｌｏｇａｒｉｔｈｍｉｃｍｅａｓｕｒｅ，ｉ．ｅ．，∫ｄｔ／ｔ＜＋∞，ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｆ（ｍ）（ｚ）＝ ν（ｒ，ｆ）( )ｚ

ｍ

（１＋ｏ（１））ｆ（ｚ） （５）

ｈｏｌｄｓｆｏｒａｌｌｍ≥０ａｎｄａｌｌｒ∈／Ｆ．

３ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ５

Ｕｓｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ１ａｎｄｌｅｍｍａ１，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒＣ＞１ｓｕｃｈｔｈａｔ，ｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ
ｌａｒｇｅｒ，

ｌｏｇ＋ν（ｒ，ｆ）
ｌｏｇｒ ≤ Ｃ

ｓｏ
ν（ｒ，ｆ）
ｒ ≤ ｒＣ＋１ （６）

Ｎｏｗｗｅｃｈｏｏｓｅｒｎ∈／Ｆａｎｄｚｎｓｕｃｈｔｈａｔ
１）ｒｎ→ ∞ａｓｎ→ ∞；

９９Ｏｎｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ



２） ｚｎ ＝ｒｎ， ｆ（ｚｎ） ＝Ｍ（ｒｎ，ｆ）；

３）ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

ｅｘｉｓｔｓ．

Ｆｒｏｍｌｅｍｍａ２，ｗｅｈａｖｅ
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

＝ν
（ｒｎ，ｆ）
ｚｎ

（１＋ｏ（１）） （７）

Ｎｏｗｗｅｒｅｗｒｉｔｅ（１）ａｓ

ｄ３（ｚ）－ｂ２（ｚ）
ｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ( )） [＝ ａ（ｚ）ｆ′（ｚ）ｆ（ｚ( )）

２

＋ｂ１（ｚ）
ｆ′（ｚ）
ｆ（ｚ）＋ｂ０（ｚ）

ｆ′（ｚ）
（ｆ（ｚ））２－ｄ２

（ｚ）－

ｄ１（ｚ）
ｆ（ｚ）－

ｄ０（ｚ）
（ｆ（ｚ））]２ １

ｆ（ｚ） （８）

Ｆｒｏｍ（６），（７），ａｎｄ（８），ｆｏｒａｎｙｎ≥１，ｗｅｈａｖｅ

ａ（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ( )）

２

＋ｂ１（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

＋ｂ０（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
（ｆ（ｚｎ））２

－ｄ２（ｚｎ）－
ｄ１（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

－
ｄ０（ｚｎ）
（ｆ（ｚｎ））２

＜Ｍｒｍ′（９）

ｗｈｅｒｅＭａｎｄｍ′ａｒｅｔｗｏｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓ．

Ｎｏｔｅｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔｌｉｍ
ｒ→∞

ｌｏｇＭ（ｒ，ｆ）
ｒｔ ＝∞ ｆｏｒａｎｙｎａｔｕｒａｌｎｕｍｂｅｒｔ，ｔｈｅｎｆｒｏｍｔｈｉｓ，（８），ａｎｄ（９），ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｄ３（ｚｎ）－ｂ２（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ[ ]） ＝０ （１０）

Ｔｗｏｃａｓｅｓａｒｅｔｏｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．
Ｃａｓｅ１ ｄ３（ｚ）０ｏｒｂ２（ｚ）０．
Ｓｕｂｃａｓｅ１ ｄｅｇ（ｄ３（ｚ））＜ｄｅｇ（ｂ２（ｚ））．
Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｃａｓｅ，ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅｃａｎｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ

ｄ３（ｚ）＝ｄｐｚｐ＋ｄｐ－１ｚｐ－１＋… ＋ｄ１ｚ＋ｄ０
ｂ２（ｚ）＝ｂｑｚｑ＋ｂｑ－１ｚｑ－１＋… ＋ｂ１ｚ＋ｂ０

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｉｓｗｉｔｈ（１０），ｗｅｇｅｔ

ｄｐ＋ｄｐ－１ｚ－１ｎ ＋… ＋ｄ０ｚ－ｐｎ －（ｂｑｚｑ－ｐｎ ＋… ＋ｂｐ＋… ＋ｂ１ｚ－ｐ＋１ｎ ＋ｂ０ｚ－ｐｎ ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ[ ]） →０

ａｓｎ→ ∞，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

＝０

Ｆｒｏｍｔｈｉｓａｎｄ（７），ｗｅｈａｖｅν（ｒｎ，ｆ）≤εｒｎｆｏｒａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｎａｎｄｆｏｒｓｏｍｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔε＞０．Ｓｏ，
ｂｙｕｓｉｎｇｌｅｍｍａ１ａｎｄｔｈｅｏｒｅｍ２，ｗｅｇｅｔμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２．

Ｓｕｂｃａｓｅ２ ｄｅｇ（ｄ３（ｚ））＝ｄｅｇ（ｂ２（ｚ））．
Ｏｎｅｃａｎｓｅｅｉｍｍｅｄｉａｔｅｄｌｙｔｈａｔ

ｄｐ＋ｄｐ－１ｚ－１ｎ ＋… ＋ｄ０ｚ－ｐｎ －（ｂｐ＋ｂｐ－１ｚ－１ｎ ＋… ＋ｂ０ｚ－ｐ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ[ ]） →０

ａｓｎ→ ∞，ｈｅｎｃｅ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

＝ａ≠０

ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔａ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｉｓ，ａｎｄ（７）ｔｈａｔ，ｆｏｒａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｎ，
ν（ｒｎ，ｆ）≤（ａ＋ε）ｒｎ

ｈｅｒｅε（＞０）ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ，ｓｏ，ｓｉｍｉｌａｒｌｙｗｅｈａｖｅμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２．
Ｓｕｂｃａｓｅ３ ｄｅｇ（ｄ３（ｚ））＞ｄｅｇ（ｂ２（ｚ））．
Ｔｈｅｎ

ｄｐ＋ｄｐ－１ｚ－１ｎ ＋… ＋ｄ０ｚ－ｐｎ － ｂｑ
１
ｚｐ－ｑｎ
＋ｂｑ－１

１
ｚｐ－ｑ＋１ｎ

＋… ＋ｂ０
１
ｚ( )ｐ
ｎ

ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ[ ]） →０

ａｓｎ→ ∞，ａｎｄｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

～ｚｐ－ｑｎ ａｓｎ→ ∞

００１ ＺｈｕＬｉｎｇｍｅｉ，ＹａｎｇＤｅｇｕｉ，ａｎｄＷａｎｇＸｉａｏｌｉｎｇ



Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｒｏｍｔｈｉｓ，（７），ａｎｄｌｅｍｍａ１，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
ρ（ｆ）≥ ｐ－ｑ＋１

Ｃａｓｅ２ ｄ３（ｚ）≡０ａｎｄｂ２（ｚ）≡０ｂｕｔａ（ｚ）０ｏｒｂ１（ｚ）０ｏｒｄ２（ｚ）０．
Ｔｈｅｎ（１）ｂｅｃｏｍｅｓ

ａ（ｚ）ｆ′２＋（ｂ１（ｚ）ｆ＋ｂ０（ｚ））ｆ′＝ｄ２（ｚ）ｆ２＋ｄ１（ｚ）ｆ＋ｄ０（ｚ） （１１）
Ｗｈｅｎｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇｚｗｉｔｈｚｎｉｎ（１１），ｗｅｃａｎｒｅｗｒｉｔｅ（１１）ａｓ

ａ（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ( )）

２

＋ｂ１（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

－ｄ２（ｚｎ[ ]） ＝ ｄ１（ｚｎ）＋
ｄ０（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

－ｂ０（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ[ ]） １

ｆ（ｚｎ）
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ａ（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ( )）

２

＋ｂ１（ｚｎ）
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

－ｄ２（ｚｎ[ ]） ＝０ （１２）

Ｓｕｂｃａｓｅ１ ａ（ｚ）≡０．
Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｃａｓｅ，ｗｈｅｎｕｓｉｎｇｔｈｅａｒｇｕｍｅｎｔｓａｓｉｎｃａｓｅ１，ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈａｔ
１）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＝ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２；
２）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＜ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ｂ１）＋１；
３）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＞ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２．
Ｓｕｂｃａｓｅ２ ｄ２（ｚ）≡０．
Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｃａｓｅ，ｓｉｍｉｌａｒｌｙ
１）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＝ｄｅｇ（ａ（ｚ）），ｔｈｅｎμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２；
２）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＞ｄｅｇ（ａ（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｂ１）－ｄｅｇ（ａ）＋１；
３）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１（ｚ））＜ｄｅｇ（ａ（ｚ）），ｔｈｅｎμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２．
Ｓｕｂｃａｓｅ３ ｂ１（ｚ）≡０．
Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｃａｓｅ，ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｅａｒｇｕｍｅｎｔｓａｓｉｎｃａｓｅ１，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
１）Ｉｆｄｅｇ（ａ（ｚ））＝ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２；
２）Ｉｆｄｅｇ（ａ（ｚ））＜ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎρ（ｆ）≥（ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ａ））／２＋１；
３）Ｉｆｄｅｇ（ａ（ｚ））＞ｄｅｇ（ｄ２（ｚ）），ｔｈｅｎμ（ｆ）≤１ａｎｄρ（ｆ）≥１／２．
Ｓｕｂｃａｓｅ４ ａ（ｚ）０，ｂ１（ｚ）０ａｎｄｄ２（ｚ）０．

１）Ｉｆｄｅｇ（ａ）＝ｍａｘｄｅｇ（ａ），ｄｅｇ（ｂ１），ｄｅｇ（ｄ２( )），ｔｈｅｎ（１２）ｙｉｅｌｄｓｌｉｍ
ｎ→∞

ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

＝０，ｓｏμ（ｆ）≤ １ａｎｄ

ρ（ｆ）≥１／２；

２）Ｉｆｄｅｇ（ｂ１）＝ｍａｘｄｅｇ（ａ），ｄｅｇ（ｂ１），ｄｅｇ（ｄ２( )），ｔｈｅｎ（１２）ｙｉｅｌｄｓｆ′
（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

～ｒｄｅｇ（ｂ１）－ｄｅｇ（ａ）ｎ ，ｓｏρ（ｆ）≥

ｄｅｇ（ｂ１）－ｄｅｇ（ａ）＋１；
３）Ｉｆｄｅｇ（ｄ２）＝ｍａｘｄｅｇ（ａ），ｄｅｇ（ｂ１），ｄｅｇ（ｄ２( )），ｔｈｅｎ（１２）ｙｉｅｌｄｓ

ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

～ｒ（ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ａ））?２ｎ ｏｒ
ｆ′（ｚｎ）
ｆ（ｚｎ）

～ｒｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ｂ１）ｎ

ｓｏ
ρ（ｆ）≥（ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ａ））／２＋１ｏｒρ（ｆ）≥ｄｅｇ（ｄ２）－ｄｅｇ（ｂ１）＋１

Ｎｏｗｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍ５ｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］ＬｉａｏＬＷ，ＹａｎｇＣＣ．Ｏｎｔｈｅｇｒｏｗｔｈａｎｄｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｎｎＡｃａｄＳｃｉＦｅｎＭａｔｈ，
２０００，２５（１）：７３ ８４．

［２］ＩｓｈｉｚａｋｉＩ．Ａｒｅｓｕｌｔｆｏｒａｃｅｒｔａｉｎａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＢｕｌｌＨｏｎｇＫｏｎｇＭａｔｈＳｏｃ，１９９７，１（２）：３０１ ３０８．
［３］ＳｔｅｉｎｍｅｔｚＮ．ＥｉｎＭａｌｍｑｕｉｓｔｓｃｈｅｒｓａｔｚｆｕｒａｌｇｅｂｒａｉｓｃｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｌｅｉｃｈｕｎｇｅｎｅｒｓｔｅｒｏｒｄｎｕｎｇ［Ｊ］．ＪＲｅｉｎｅＡｎｇｅｗＭａｔｈ，１９８０，３１６（１）：
４４ ５３．

［４］ＨｅＹＺ，ＸｉａｏＸＺ．Ａｌｇｅｂｒｏｉｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＳｃｉｅｎｃｅＰｒｅｓｓ，１９８８．１８ １９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
［５］ＬａｉｎｅＩ．Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａｔｈｅｏｒｙａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ，ＮｅｗＹｏｒｋ：ＷａｌｔｅｒｄｅＧｒｕｙｔｅｒ，１９９３．５０ ５２．

１０１Ｏｎｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｅｎｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ



［６］ＪａｎｋＧ，ＶｏｌｋｍａｎｎＬ．Ｅｉｎｆｕｈｒｕｎｇｉｎｄｉｅｔｈｅｏｒｉｅｄｅｒｇａｎｚｅｎｕｎｄｍｅｒｏｍｏｒｐｈｅｎｆｕｎｋｔｉｏｎｅｎｍｉｔａｎｗｅｎｄｕｎｇｅｎａｕｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｌｅｉｃｈｕｎｇｅｎ［Ｍ］．
ＢａｓｅｌＢｏｓｔｏｎ：Ｂｉｒｋｈａｕｓｅｒ，１９８５．３６ ３７．

［７］ＧｏｌｄｂｅｒｇＡＡ．Ｏｎｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＵｋｒａｉｎＭａｔＺｈ，１９５６，８（２）：２５４ ２６１．
［８］ＳｔｒｅｌｉｔｚＳ．Ｔｈｒｅｅｔｈｅｏｒｅｍｓｏｎｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｅｎｔｉｒｅｔｒａｎｓｃｅｎｄｅｎｔａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣａｎａｄＪＭａｔｈ，１９８３，
３５（６）：１１１０ １１２８．

［９］ＨａｙｍａｎＷＫ．Ｔｈｅｇｒｏｗｔｈｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆａｌｇｅｂｒａｉｃｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＲｅｎｄＭａｔＡｃｃａｄＬｉｎｃｅｉ，１９９６，７（１）：６７ ７３．

关于代数微分方程的超越整解的增长性
朱玲妹１ 杨德贵２ 王小灵１，３

（１南京经济学院应用数学系，南京 ２１０００３）
（２华南农业大学理学院，广州 ５１０６４２）
（３香港科技大学数学系，香港）

摘 要 研究了如下代数微分方程 ａ（ｚ）ｆ′２＋（ｂ２（ｚ）ｆ２＋ｂ１（ｚ）ｆ＋ｂ０（ｚ））ｆ′＝ｄ３（ｚ）ｆ３＋ｄ２（ｚ）ｆ２

＋ｄ１（ｚ）ｆ＋ｄ０（ｚ）（这里 ａ（ｚ），ｂｉ（ｚ）（０≤ｉ≤２）和 ｄｊ（ｚ）（０≤ｊ≤３）是多项式）超越整函数解的增长
性，这类方程与有名的代数微分方程 Ｃ（ｚ，ｗ）ｗ′２＋Ｂ（ｚ，ｗ）ｗ′＋Ａ（ｚ，ｗ）＝０（Ｃ（ｚ，ｗ）０，Ｂ（ｚ，
ｗ）和 Ａ（ｚ，ｗ）是 ｚ和ｗ的３个多项式）有紧密的关系．详细地给出了第１个方程的整函数解的增长
性与它的３个多项式的次数之间的关系．
关键词 代数微分方程；次数；整解
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