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４ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｆｒｏｍｓｔａｒｔｉｎｇｏｆｆｗｉｔｈＹａｎｇＢａｘｔｅｒｃｏａｌｇｅｂｒａｓ，ｗｅｃａｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｓｏｍｅｑｕａｄｒａｔｉｃ
ｂｉａｌｇｅｂｒａｓｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｙａｒｅｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ；ｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ；ｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔｓ；ｑｕａｄｒａｔｉｃｂｉａｌｇｅｂｒａｓ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２１２０３．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｉｅｓ：ＺｈａｏＱｉｎｇｈｕ（１９６８—），ｍａｌｅ，ｍａｓｔｅｒ；ＺｈａｎｇＬｉａｎｇｙｕｎ（１９６４—），ｍａｌｅ，ｄｏｃｔｏｒ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｚｌｙｕｎ８＠ｊｌｏｎｌｉｎｅ．ｃｏｍ．

ＴｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔｓａｎｄｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓｈａｖｅｃｌｏｓｅｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｑｕａｎｔｕｍＹａｎｇＢａｘｔｅｒ
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ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｍ．
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ｐｒｏｄｕｃｔｓｂｙｍｅａｎｓｏｆｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇａｎａｌｇｅｂｒａｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｂｅｔｗｅｅｎｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔｓａｎｄｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔｓ．Ｉｎｔｈｅ
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ｂｅｔｗｅｅｎｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓｂｙｕｓｉｎｇＳｗｅｅｄｌｅｒ’ｓ４ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｓｏｍｅｑｕａｄｒａｔｉｃｂｉａｌｇｅｂｒａｓｕｓｉｎｇＹａｎｇＢａｘｔｅｒｃｏａｌｇｅｂｒａｓ．

１ ＴｗｉｓｔｅｄＰｒｏｄｕｃｔｓａｎｄＣｒｏｓｓｅｄＰｒｏｄｕｃｔｓ

ＷｅａｌｗａｙｓｗｏｒｋｏｖｅｒａｆｉｘｅｄｆｉｅｌｄｋａｎｄｆｏｌｌｏｗＭｏｎｔｇｏｍｅｒｙ’ｓｂｏｏｋｆｏｒｔｅｒｍｉｎｏｌｏｇｙｏｎｃｏａｌｇｅｂｒａｓ，ｂｉａｌｇｅｂｒａｓ
ａｎｄＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｓ．

ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＨａｎｄＫａｒｅｔｗｏｂｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄσ：Ｈ×Ｋ→ ｋｉｓａｂｉｌｉｎｅａｒｍａｐｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄ：

①σ（ｈ，１）＝εＨ（ｈ）；
②σ（１，ｇ）＝εＨ（ｇ）；

③σ（ｈｇ，ｘ）＝∑σ（ｈ，ｘ１）σ（ｇ，ｘ２）；
④σ（ｘ，ｈｇ）＝∑σ（ｘ１，ｈ）σ（ｘ２，ｇ）．

Ｔｈｅｎｗｅｃａｌｌ［Ｈ，Ｋ，σ］ｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ，ｓｅｅＲｅｆｓ．［１，２］．
ＩｆＨｉｓａＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈａｎａｎｔｉｐｏｄｅＳＨ，ｔｈｅｎσｉｓｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｏｆｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

σ
－１（ｈ，ｋ）＝σ（ＳＨ（ｈ），ｋ）．

Ｌｅｔ［Ｈ，Ｋ，σ］ｂｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ，Ａｂｅａｎ（Ｈ，Ｋ）ｂｉｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａ．Ｄｅｆｉｎｅａσｂ＝∑σ（ａ－１，
ｂ１）ａ０ｂ０，ｔｈｅｎ（Ａ，σ）ｉｓａｎａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅａｌｇｅｂｒａａｎｄｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙＡσ，ｗｈｉｃｈｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔ．Ｈｅｒｅ
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（ａ＃σｈ）（ｂ＃σｇ）＝∑ａ（ｈ１·ｂ）σ（ｈ２，ｇ１）＃σｈ３ｇ２ ｆｏｒａｌｌｈ，ｇ∈ Ｈ；ａ，ｂ∈ Ａ



ＩｆＡ＃σＨｉｓａｎａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈａｎｉｄｅｎｔｉｔｙｅｌｅｍｅｎｔ１＃σ１，ｔｈｅｎｉｔｉｓｃａｌｌｅｄａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａ．
Ｌｅｍｍａ１［４］ Ａ＃σＨｉｓａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄ：
① ＡｉｓａｔｗｉｓｔｅｄＨｍｏｄｕｌｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｌｌｈ，ｋ∈ Ｈ，ａ∈ Ａ，１·ａ＝ａ，ａｎｄ

ｈ·（ｋ·ａ）＝∑σ（ｈ１，ｋ１）（ｈ２ｋ２·ａ）σ－１（ｈ３，ｋ３） （１）

②σｉｓａｃｏｃｙｃｌｅ．Ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｌｌｇ，ｈ，ｋ∈ Ｈ，σ（ｈ，１）＝εＨ（ｈ）１Ａ ＝σ（１，ｈ），ａｎｄ

∑［ｈ１·σ（ｋ１，ｇ１）］σ（ｈ２，ｋ２ｇ２）＝∑σ（ｈ１，ｋ１）σ（ｈ２ｋ２，ｇ） （２）
Ｌｅｔ［Ｈ，Ｈ，σ］ｂｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．ＴｈｅｎＨｉｓａｎ（Ｈ，Ｈ）ｂｉｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａｖｉａｔｈｅｃｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎΔＨ：Ｈ

→ ＨＨａｎｄ（Ｈσ，）ｉｓａｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔ，ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎｂｙｇｈ＝∑σ（ｇ１，ｈ１）ｇ２ｈ２．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ ＬｅｔＨｂｅａＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，［Ｈ，Ｈ，σ］ｂｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．Ｔｈｅｎｗｅｃａｎｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：
① Ｉｆｋ＃σＨｉｓａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎａｌｇｅｂｒａｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ：Ｈσ  ｋ＃σＨ．Ｉｎ

ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｗｈｅｎＨｉｓｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｋ＃σＨｉｓａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａ．
② ＩｆＨｉｓｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈｅｎσ２ ＝σｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆΔＨｉｓａｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｍａｐｉｎＨσ．Ｈｅｒｅσ２ ＝σσ，

“”ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｐｒｏｄｕｃｔｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｃｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｎＨσ ｉｓｅｘａｃｔｌｙΔＨ．
③σｉｓｔｒｉｖｉａｌ，ｔｈａｔｉｓ，σ ＝εＨεＨ，ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆεＨｉｓａｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｍａｐｉｎＨσ．
④ ＩｆＨσ ｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈｅｎσｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｌｌｇ，ｈ∈ Ｈ，σ（ｇ，ｈ）＝σ（ｈ，ｇ）．
Ｐｒｏｏｆ ① ＬｅｔＦ：Ｈσ→ ｋ＃σＨ，ｈ｜→１＃σｈ．ＴｈｅｎｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔＦｉｓａｎａｌｇｅｂｒａｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．
② ＩｆＨｉｓｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈｅｎｆｏｒａｌｌｇ，ｈ∈ Ｈσ，ｗｅｈａｖｅ

ΔＨ（ｇｈ）＝∑ΔＨ（σ（ｇ１，ｈ１）ｇ２ｈ２）＝∑σ（ｇ１，ｈ１）ｇ２ｈ２ ｇ３ｈ３
ΔＨ（ｇ）ΔＨ（ｈ）＝∑ｇ１ｈ１ ｇ２ｈ２ ＝∑σ（ｇ１，ｈ１）ｇ２ｈ２σ（ｇ３，ｈ３）ｇ４ｈ４ ＝
∑σ（ｇ１，ｈ１）σ（ｇ２，ｈ２）ｇ３ｈ３ ｇ４ｈ４

ｓｏσ２ ＝σｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆΔＨ（ｇｈ）＝ΔＨ（ｇ）ΔＨ（ｈ）．
③ ａｎｄ④ ｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄｌｙ．
Ｂｙｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１，ｉｆσｉｓｎｏｔｔｒｉｖｉａｌ，ｔｈｅｎＨσ ｉｓｎｏｔａｂｉａｌｇｅｂｒａ．
Ｌｅｍｍａ２［３］ ＬｅｔＨｂｅａｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａａｎｄＡ＃σＨｂｅａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔ

ａｌｇｅｂｒａ．Ｉｆσｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｔｈｅｎｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：
① （ＭａｓｃｈｋｅＴｈｅｏｒｅｍ）ＩｆＡｉｓｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅ，ｔｈｅｎＡ＃σＨｉｓａｌｓｏｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅ；
② ＡｓｓｕｍｅｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆＨｏｎＡｉｓｉｎｎｅｒ，ｔｈｅｎｗｈｅｎＡｉｓｓｅｍｉｐｒｉｍｅＡ＃σＨｉｓｓｅｍｉｐｒｉｍｅｔｏｏ．
ＩｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔｔｈｅｆｉｅｌｄｋｉｓｂｏｔｈｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅａｎｄｓｅｍｉｐｒｉｍｅａｎｄｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆＨｏｎｋｉｓｉｎｎｅｒ．ＳｉｎｃｅＨｉｓ

ａＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，σｉｓｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．Ｔｈｕｓｂｙｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ａｎｄｌｅｍｍａ２，ｗｅｈａｖｅ：
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ Ｌｅｔｋ＃σＨ ｂｅａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａａｎｄ［Ｈ，Ｈ，σ］ｂｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．ＩｆＨ ｂｅａ

ｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，ｔｈｅｎｔｈｅｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔＨσ ｉｓｂｏｔｈｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅａｎｄｓｅｍｉｐｒｉｍｅ．
Ｅｘａｍｐｌｅ１ ＬｅｔＧ ＝｛１，ｅ｝ｂｅａｂｉｎａｒｙｃｙｃｌｉｃｇｒｏｕｐａｎｄＨ ＝ ｋＧｉｓａｇｒｏｕｐａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｅｎＨｉｓａ

ｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔｔｈｅａｎｔｉｐｏｄｅＳＨ ＝ＩＨ．
Ｌｅｔσ（１，ｅ）＝σ（ｅ，１）＝１，σ（１，１）＝１，σ（ｅ，ｅ）＝－１．Ｔｈｅｎ［Ｈ，Ｈ，σ］ａｒｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄσ ｉｓ

ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｗｉｔｈｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅσ－１ ＝σ．Ｔｈｕｓｂｙｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｋ＃σＨｉｓａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔ
ａｌｇｅｂｒａ．

ＬｅｔΔＨ：Ｈ→ Ｈ ＨｂｅｔｈｅｃｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＨ．ＴｈｅｎＨｉｓａｎ（Ｈ，Ｈ）ｂｉｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａｖｉａΔＨ，ｓｏ
（Ｈσ，）ｉｓａｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔ，ｏｆｗｈｉｃｈｃｏｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎｂｙｅ１＝１ｅ＝ｅ，１１＝１，ｅｅ＝－１．

Ｓｕｐｐｏｓｅｔ＝ｅ＋１，ｔｈｅｎｔ∈∫Ｈ
（ｔｈｅｓｅｔｏｆｌｅｆｔｉｎｔｅｇｒａｌｓｏｆＨ）ｂｅｃａｕｓｅｆｏｒａｌｌｈ∈Ｈ，ｈｔ＝εＨ（ｈ）ｔ．Ｉｆｃｈａｒｋ

≠２，ｔｈｅｎεＨ（ｔ）＝１＋１≠ ０，ｂｙＲｅｆ．［３］ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＨｉｓａｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｕｓＨσｉｓｂｏｔｈ
ｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅａｎｄｓｅｍｉｐｒｉｍｅｂｙｃｏｒｏｌｌａｒｙ．

ＢｕｔＨσ ｉｓｎｏｔａｂｉａｌｇｅｂｒａｓｉｎｃｅσｉｓｎｏｔｔｒｉｖｉａｌ．

２ ＰａｉｒｅｄＢｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄＢｒａｉｄｅｄＢｉａｌｇｅｂｒａｓ

ＬｅｔＨｂｅａｂｉａｌｇｅｂｒａ（Ｈｏｐｆａｌｇｅｂｒａ），σ∈ Ｈｏｍｋ（Ｈ Ｈ，ｋ）ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．（Ｈ，σ）ｉｓｃａｌｌｅｄａ

９８１Ｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ



ｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａ（Ｈｏｐｆａｌｇｅｂｒａ）［５］ｉｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄ：
Ｆｏｒａｌｌｘ，ｙ，ｚ∈ Ｈ，

①∑σ（ｘ１，ｙ１）ｘ２ｙ２ ＝∑ｙ１ｘ１σ（ｘ２，ｙ２），ｔｈａｔｉｓ，（Ｈ，σ）ｉｓａｌｍｏｓｔｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ；

②σ（ｘｙ，ｚ）＝∑σ（ｘ，ｚ１）σ（ｙ，ｚ２）；
③σ（ｘ，ｙｚ）＝∑σ（ｘ１，ｚ）σ（ｘ２，ｙ）．
Ｂｙｔｈｅａｂｏｖｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｗｅｅａｓｉｌｙｇｅｔ
④σ（１，ｘ）＝εＨ（ｘ）＝σ（ｘ，１）；

⑤∑σ（ｘ１，ｙ１）σ（ｘ２ｙ２，ｚ）＝∑σ（ｙ１，ｚ１）σ（ｘ，ｙ２ｚ２）；
Ｂｙ②，③ ａｎｄ⑤ ｗｅｇｅｔ

⑥∑σ（ｘ１，ｙ１）σ（ｘ２，ｚ１）σ（ｙ２，ｚ２）＝∑σ（ｙ１，ｚ１）σ（ｘ１，ｚ２）σ（ｘ２，ｙ２）．
ＬｅｔＣｂｅａｃｏａｌｇｅｂｒａａｎｄσ∈Ｈｏｍｋ（Ｃ Ｃ，ｋ）ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．Ｉｆ⑥ ｈｏｌｄｓ，ｔｈｅｎ（Ｃ，σ）ｉｓｃａｌｌｅｄａ

ＹａｎｇＢａｘｔｅｒｃｏａｌｇｅｂｒａ［５］．
Ｌｅｔ（Ｃ，σ）ｂｅａＹａｎｇＢａｘｔｅｒｃｏａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｎｂｙｔｈｅｏｒｅｍ２６ｉｎＲｅｆ．［５］ｗｅｍａｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔＤｏｉ’ｓｑｕａｄｒａｔｉｃ

ｂｉａｌｇｅｂｒａＭ（Ｃ，σ）ｓｕｃｈｔｈａｔｉｔｉｓａｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａ．
Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｍａｉｎｌｙｇｉｖｅｓｏｍｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｂｒａｉｄｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄｔｈｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（Ｈ，σ）ｉｓａｂｒａｉｄｅｄＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａａｎｄｏｎｅｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄｓ：
① Ｈｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ；
② Ｈｉｓｗｅａｋｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｌｌｘ，ｙ∈ Ｈ，σ（－，ｘｙ）＝σ（－，ｙｘ）；
③σｉｓｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｌｌｘ，ｙ∈ Ｈ，σ（ｘ，ｙ）＝σ（ｙ，ｘ）．

Ｔｈｅｎ［Ｈ，Ｈ，δ ＝σＴ］ａｒｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓａｎｄｋ＃δＨｉｓａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａ，ｓｏｋ＃δＨ Ｈδ．

ＨｅｒｅＨδ ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｔｗｉｓｔｅｄｐｒｏｄｕｃｔｏｆｗｈｉｃｈｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎｂｙｇｈ＝∑δ（ｇ１，ｈ１）ｇ２ｈ２ａｎｄＴ
ｄｅｎｏｔｅｓｔｗｉｓｔｅｄｍａｐ．

Ｐｒｏｏｆ Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ③ ｈｏｌｄｓ，ｔｈｅｎ② ｈｏｌｄｓ．Ｉｆ② ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ，ｔｈｅｎｗｅｅａｓｉｌｙｐｒｏｖｅｔｈａｔ① ｉｓ
ｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ．Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅｏｎｌｙｔｏｓｈｏｗｔｈａｔ③ ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ．

Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ③ ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔ［Ｈ，Ｈ，δ＝σＴ］ａｒｅｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．Ｂｙｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１，
ｗｅｈａｖｅｏｎｌｙｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｋ＃δＨｉｓａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｌｇｅｂｒａ．

Ｂｙｌｅｍｍａ１，ｗｅｎｅｅｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔδｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｃｏｃｙｃｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ②．
Ａｓａｍａｔｔｅｒｏｆｆａｃｔ，ｆｏｒａｌｌｇ，ｈ，ｋ∈ Ｈ，ｗｅｇｅｔ

∑δ（ｋ１，ｇ１）δ（ｈ，ｋ２ｇ２）＝∑σ（ｇ１，ｋ１）σ（ｋ２ｇ２，ｈ）＝∑σ（ｇ１，ｋ１）σ（ｇ２ｋ２，ｈ）＝
∑σ（σ（ｇ１，ｋ１）ｇ２ｋ２，ｈ）＝∑σ（ｋ１ｇ１σ（ｇ２，ｋ２），ｈ）＝∑σ（ｋ１，ｈ１）σ（ｇ１，ｈ２）σ（ｇ２，ｋ２）＝
∑σ（ｋ１，ｈ１）σ（ｇ，ｋ２ｈ２）＝∑σ（ｋ１，ｈ１）σ（ｇ，ｈ２ｋ２）＝∑δ（ｈ１，ｋ１）δ（ｈ２ｋ２，ｇ）

ｔｈａｔｉｓ，δｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｃｏｃｙｃｌｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．
Ｅｘａｍｐｌｅ２ ＬｅｔＨ４ｂｅＳｗｅｅｄｌｅｒ’ｓ４ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａａｎｄｃｈａｒｋ≠２，ｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｎｏｎｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ

ａｎｄｎｏｎｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．Ｉｔｉｓｄｅｓｃｒｉｂｅｄａｓ
Ｈ４ ＝ｋ〈１，ｘ，ｙ，ｚｘ２ ＝１，ｙ２ ＝０，ｘｙ＝ｚ，ｘｚ＝－ｚｘ＝ｙ〉

ｉｓａｆｒｅｅｋｍｏｄｕｌｅｗｉｔｈｔｈｅｂａｓｅｓ｛１，ｘ，ｙ，ｚ｝，ｏｆｗｈｉｃｈｃｏａｌｇｅｂｒａｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｔｈｅａｎｔｉｐｏｄｅａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ
Δ（ｘ）＝ｘ ｘ，Δ（ｙ）＝ｙ ｘ＋１ ｙ，Δ（ｚ）＝ｚ１＋ｘ ｚ
ε（ｘ）＝１，ε（ｙ）＝ε（ｚ）＝０，Ｓ（ｘ）＝ｘ，Ｓ（ｙ）＝ｚ，Ｓ（ｚ）＝－ｙ

Ｆｏｒａｌｌα∈ ｋ，ｄｅｆｉｎｅσα：Ｈ４ Ｈ４→ ｋａｓ
σα（１，１）＝σα（１，ｘ）＝σα（ｘ，１）＝１，σα（ｘ，ｘ）＝－１
σα（ｙ，ｙ）＝σα（ｚ，ｙ）＝σα（ｚ，ｚ）＝α，σα（ｙ，ｚ）＝－α
σα（１，ｙ）＝σα（１，ｚ）＝σα（ｙ，１）＝σα（ｚ，１）＝０
σα（ｘ，ｙ）＝σα（ｘ，ｚ）＝σα（ｙ，ｘ）＝σα（ｚ，ｘ）＝０

ｔｈｅｎ（Ｈ４，σα） ｉｓａｂｒａｉｄｅｄＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔ（Ｈ４，σ０） ｉｓａｎｏｎｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，
ｎｏｎｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｂｒａｉｄｅｄＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａａｎｄｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ③ ｉｎｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ｈｏｌｄｓ．Ｔｈｕｓｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｎ
ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ｈｏｌｄｓ．

０９１ ＺｈａｏＱｉｎｇｈｕ，ａｎｄＺｈａｎｇＬｉａｎｇｙｕｎ



Ｗｈｅｎα≠０，（Ｈ４，σα）ｉｓｎｏｎｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｎｏｎｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｂｒａｉｄｅｄＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，σαｉｓｎｏｔｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ
ｓｉｎｃｅσα（ｙ，ｚ）≠σα（ｚ，ｙ）．

ＩｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔＨｉｓｎｏｔｗｅａｋｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ② ｉｎｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ｉｓｎｏｔｓａｔｉｓｆｉｅｄ．
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｉｎｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ｄｏｅｓｎ’ｔｈｏｌｄ，ｔｈｉｓｉｓｂｅｃａｕｓｅｔｈａｔ

δ ＝σＴ，δ（ｘｙ，ｚ）＝δ（ｚ，ｚ）＝σα（ｚ，ｚ）＝α

∑δ（ｘ，ｚ１）δ（ｙ，ｚ２）＝∑σα（ｚ１，ｘ）σα（ｚ２，ｙ）＝σα（ｚ，ｘ）σα（１，ｙ）＋σα（ｘ，ｘ）σα（ｚ，ｙ）＝－α
ｓｏ［Ｈ，Ｈ，δ］ｉｓｎｏｔｐａｉｒｅｄｂｉａｌｇｅｂｒａｓ．Ｔｈｉｓｅｘａｍｐｌｅｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ③ ｉｎｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ｉｓ
ｎｅｃｅｓｓａｒｙ．
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对偶双代数和辫化双代数
赵青虎 张良云

（南京气象学院数学系，南京 ２１００４４） （南京农业大学数学系，南京 ２１００９５）

摘 要 通过建立扭曲积和交叉积之间的代数同构，首先得到了扭曲积的半单性质．指出了对偶
双代数、ＹａｎｇＢａｘｔｅｒ余代数和辫化双代数之间的关系，并且以四维 ＳｗｅｅｄｌｅｒＨｏｐｆ代数为例来说明．
最后由ＹａｎｇＢａｘｔｅｒ余代数出发，构造二次双代数使之成为辫化双代数．
关键词 辫化双代数；对偶双代数；扭曲积；二次双代数
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