
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ） Ｖｏｌ．１９ Ｎｏ．２ Ｊｕｎｅ ２００３ ＩＳＳＮ１００３—７９８５

Ｏｎｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓｈａｒｉｎｇｏｎｅｖａｌｕｅ

ＱｉｕＨｕｉｌｉｎｇ
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＪｉａｎｇｓｕＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００１３，Ｃｈｉｎａ）
（ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＮａｎｊｉｎｇＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００９７，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｏｎｅｓｈａｒｉｎｇｖａｌｕｅａｎｄａｎｅｑｕａｌｉｔｙｏｎｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙｉｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｗｅ
ｓｈｏｗｔｈａｔｉｆｔｗｏｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｆ（ｚ）ａｎｄｇ（ｚ）ｓａｔｉｓｆｙδ（０，ｆ）＋δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｆ）＋δ（∞，ｇ）＝３ｏｒ
δ２（０，ｆ）＋δ２（０，ｇ）＋δ２（∞，ｆ）＋δ２（∞，ｇ）＝３，ａｎｄＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ）ｔｈｅｎｆ（ｚ），ｇ（ｚ）ｍｕｓｔｂｅｏｎｅｏｆｆｉｖｅｃａｓｅｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｓｈａｒｉｎｇｖａｌｕｅ；ｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２１２１３．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：ＱｉｕＨｕｉｌｉｎｇ（１９５７—），ｆｅｍａｌｅ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｑｉｕｈｕｉｌｉｎｇ１３０４＠ｓｉｎａ．ｃｏｍ．

１ ＩｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎａｎｄｔｈｅＭａｉｎＲｅｓｕｌｔ

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｂｙｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｗｅａｌｗａｙｓｍｅａｎａｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｉｓｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｉｎｔｈｅｗｈｏｌｅｃｏｍｐｌｅｘ
ｐｌａｎｅＣ．Ｌｅｔｆ（ｚ）ｂｅａｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｗｅｓｈａｌｌｕｓｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｔａｎｄａｒｄｎｏｔａｔｉｏｎｓｉｎＮｅｖａｎｌｉｎｎａ
ｔｈｅｏｒｙ［１，２］：

Ｔ（ｒ，ｆ），ｍ（ｒ，ｆ），Ｎ（ｒ，ｆ），珚Ｎ（ｒ，ｆ）…
ＷｅｄｅｎｏｔｅｂｙＳ（ｒ，ｆ）ａｎｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

Ｓ（ｒ，ｆ）＝ｏ｛Ｔ（ｒ，ｆ）｝
ａｓｒ→＋∞，ｐｏｓｓｉｂｌｙｏｕｔｓｉｄｅａｓｅｔｏｆｆｉｎｉｔｅＬｅｂｅｓｇｕｅｍｅａｓｕｒｅ．

Ｌｅｔａｂｅａｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ．Ｓｅｔ
Ｅ（ａ，ｆ）＝｛ｚｆ（ｚ）－ａ＝０｝

ｗｈｅｒｅａｚｅｒｏｐｏｉｎｔｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙｍｉｓｃｏｕｎｔｅｄｍｔｉｍｅｓｉｎｔｈｅｓｅｔ．

ＬｅｔＮ（２ ｒ，
１
ｆ－( )ａ ｂｅｔｈｅｃｏｕｎｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｏｎｌｙｉｎｃｌｕｄｅｓｍｕｌｔｉｐｌｅｚｅｒｏｏｆｆ（ｚ）－ａ．Ｓｅｔ

Ｎ２ ｒ，
１
ｆ－( )ａ ＝珚Ｎ ｒ， １

ｆ－( )ａ ＋珚Ｎ（２ ｒ， １
ｆ－( )ａ，δ２（ａ，ｆ）＝１－ｌｉｍｒ→∞

ｒ∈／Ｅ

Ｎ２ ｒ，
１
ｆ－( )ａ

Ｔ（ｒ，ｆ）

δ（ａ，ｆ）＝１－ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒ∈／Ｅ

Ｎ ｒ， １
ｆ－( )ａ

Ｔ（ｒ，ｆ） ，○Ｈ（ｒ，ｆ）＝１－ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒ∈／Ｅ

珚Ｎ ｒ， １
ｆ－( )ａ

Ｔ（ｒ，ｆ）

ｗｈｅｒｅＥｉｓａｓｅｔｏｆｒｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｍｅａｓｕｒｅ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，Ｅｍａｙｂｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｌａｃｅｓ［３，４］．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１［５］ Ｌｅｔｆ（ｚ）ａｎｄｇ（ｚ）ｂｅｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
δ（∞，ｆ）＝δ（∞，ｇ）＝１，δ（０，ｆ）＋δ（０，ｇ）＞１

ＩｆＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），ｔｈｅｎｅｉｔｈｅｒｆｇ≡１ｏｒｆ≡ ｇ，ａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒ１ｉｎｔｈｅａｂｏｖｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｓｓｈａｒｐ．
Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｇｉｖｅｓａｎｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｏｒｅｍ１［６］．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２ Ｌｅｔｆ（ｚ）ａｎｄｇ（ｚ）ｂｅｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
δ（０，ｆ）＋δ（０，ｇ）＋○Ｈ（∞，ｆ）＋○Ｈ（∞，ｇ）＞３

ＩｆＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），Ｅ（∞，ｆ）＝Ｅ（∞，ｇ），ｔｈｅｎｅｉｔｈｅｒｆｇ≡１ｏｒｆ≡ ｇ，ａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒ３ｉｎｔｈｅａｂｏｖｅ
ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｉｓｓｈａｒｐ．

Ｎｏｗ，ｗｈａｔｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｃａｎｂｅｍａｄｅ，ｉｆ
δ（０，ｆ）＋δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｆ）＋δ（∞，ｇ）＝３？

Ｔｈｅｏｒｅｍ３ Ｌｅｔｆ（ｚ）ａｎｄｇ（ｚ）ｂｅｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
δ（０，ｆ）＋δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｆ）＋δ（∞，ｇ）＝３ｏｒδ２（０，ｆ）＋δ２（０，ｇ）＋δ２（∞，ｆ）＋δ２（∞，ｇ）＝３ （１）
ＩｆＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），ｔｈｅｎｏｎｅｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃａｓｅｓｍｕｓｔｏｃｃｕｒ：
（ａ）δ（０，ｆ）＝δ（∞，ｆ）＝１，δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＝１，δ（ａ，ｇ）＝０ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒａ（≠１，０，∞）；



（ｂ）δ（０，ｆ）＝δ（∞，ｆ）＝１，δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＝１，δ（ａ，ｆ）＝０ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒａ（≠１，０，∞）；
（ｃ）δ（０，ｆ）＋δ（∞，ｆ）＞１，δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＞１，ａｎｄδ（ａ，ｆ）＝δ（ａ，ｇ）＝０，ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒ

ａ（≠０，∞）；
（ｄ）ｆ≡（１－ａ）ｇ＋ａ，ａ≠１，ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｉｆａ＝０，ｆ≡ ｇ；
（ｅ）（ｆ－ａ）（ｇ－ｂ）≡（１－ａ）（１－ｂ），ａ≠１，ｂ≠１．
Ｒｅｍａｒｋ Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘａｍｐｌｅｓｓｈｏｗｔｈａｔｅａｃｈｏｆｔｈｅａｂｏｖｅｃａｓｅｓｄｅｆｉｎｉｔｅｌｙｏｃｃｕｒｓ．
Ｅｘａｍｐｌｅ１ Ｌｅｔｆ（ｚ）＝ｅｚ，ｇ（ｚ）＝ｅｚ（ｅｚ－１）＋１，Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，Ｅ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），δ（０，ｆ）＝δ（∞，ｆ）

＝１，δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＝１，δ（１，ｇ）＝
１
２≠０，δ（ａ，ｇ）＝０，ｆｏｒａｎｙａ（≠０，１，∞）．Ｈｅｎｃｅｃａｓｅｓ（ａ）ａｎｄ（ｂ）

ｏｃｃｕｒ．
Ｅｘａｍｐｌｅ２ Ｌｅｔｆ（ｚ）＝ｅｚ（１－ｅｚ），ｇ（ｚ）＝ｅ－ｚ（１－ｅ－ｚ）．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，Ｅ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），δ（０，ｆ）＋δ（∞，

ｆ）＝ ３２＞１，δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＝
３
２＞１，δ（ａ，ｆ）＝δ（ａ，ｇ）＝０，ｆｏｒａｎｙａ（≠ ０，∞）．Ｈｅｎｃｅｃａｓｅ（ｃ）

ｏｃｃｕｒｓ．

Ｅｘａｍｐｌｅ３ Ｌｅｔｆ（ｚ）＝ｅｚ，ｇ（ｚ）＝ １２ｅ
ｚ＋１２．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｃａｓｅ（ｄ）ｏｃｃｕｒｓ．

Ｅｘａｍｐｌｅ４ Ｌｅｔｆ（ｚ）＝ １２ｚｅ
－ｚ，ｇ（ｚ）＝ １２＋

ｅｚ
ｚ．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｆｇ－( )１２ ＝ １２．Ｈｅｎｃｅｃａｓｅ（ｅ）ｏｃｃｕｒｓ．

２ ＯｎｅＬｅｍｍａ

Ｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｏｒｅｍ３，ｗｅｎｅｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａ．
Ｌｅｍｍａ Ｌｅｔｆ（ｚ）ａｎｄｇ（ｚ）ｂｅｎｏｎｃｏｎｓｔａｎｔｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

① Ａ＝∑
ａ≠１
δ２（ａ，ｆ）＋∑

ａ≠１
δ２（ａ，ｇ）＋ｍｉｎ｛δ２（１，ｆ），δ２（１，ｇ）｝＞３

②∑
ａ≠１
○Ｈ（ａ，ｆ）＞１，∑

ａ≠１
○Ｈ（ａ，ｇ）＞１

ＩｆＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），ｔｈｅｎｏｎｅｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃａｓｅｓｍｕｓｔｏｃｃｕｒ：
（ａ）ｆ≡（１－ｂ）ｇ＋ｂ，ｂ≠１；
（ｂ）（ｆ－ａ）（ｇ－ｂ）≡（１－ａ）（１－ｂ），ｗｈｅｒｅａ，ｂ∈ Ｃ；

（ｃ）ｆ≡
Ａｇ＋Ｂ
Ｃｇ＋Ｄ，ＡＤ－ＢＣ≠０ａｎｄ○

Ｈ（０，ｆ）＋○Ｈ（∞，ｆ）＋○Ｈ（０，ｇ）＋○Ｈ（∞，ｇ）≤２．

Ｐｒｏｏｆ Ｂｙ② ｗｅｄｅｄｕｃｅｔｈａｔ

∑
ｑ

ｉ＝１
○Ｈ（ａｉ，ｆ）＞１， ∑

ｑ

ｉ＝１
○Ｈ（ａｉ，ｇ）＞１ （２）

ｗｈｅｒｅａ１，ａ２，…，ａｑａｒｅｐａｉｒｗｉｓｅｄｉｓｔｉｎｃｔｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓｓｕｃｈｔｈａｔａｉ≠１（ｉ＝１，２，…，ｑ）．
Ｂｙｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｈｅｏｒｅｍ［７］ｗｅｈａｖｅ

（ｑ－１）Ｔ（ｒ，ｆ）≤珚Ｎ ｒ，
１
ｆ－( )１＋∑

ｑ

ｉ＝１

珚Ｎ ｒ， １
ｆ－ａ( )

ｉ
＋Ｓ（ｒ，ｆ） （３）

（ｑ－１）Ｔ（ｒ，ｇ）≤珚Ｎ ｒ，
１
ｇ－( )１＋∑

ｑ

ｉ＝１

珚Ｎ ｒ， １
ｇ－ａ( )

ｉ
＋Ｓ（ｒ，ｇ） （４）

Ｉｔｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍ（２）（４）ａｎｄＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ）ｔｈａｔ
Ｔ（ｒ，ｆ）＝Ｏ｛Ｔ（ｒ，ｇ）｝，Ｔ（ｒ，ｇ）＝Ｏ｛Ｔ（ｒ，ｆ）｝ ｒ→ ∞；ｒ∈／Ｅ （５）

ｗｈｅｒｅＥｉｓａｓｅｔｏｆｒｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｍｅａｓｕｒｅ．ＨｅｎｃｅＳ（ｒ，ｆ）＝Ｓ（ｒ，ｇ）．
Ｓｅｔ

φ ＝
ｆ″
ｆ′－２

ｆ′
ｆ－１－

ｇ″
ｇ′＋２

ｇ′
ｇ－１ （６）

ＳｉｎｃｅＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），ｂｙａｓｉｍｐｌｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｗｅｓｅｅｔｈａｔｉｆｚ０ｉｓａｓｉｍｐｌｅｚｅｒｏｏｆｂｏｔｈｆ（ｚ）－１ａｎｄ
ｇ（ｚ）－１，ｔｈｅｎφ（ｚ０）＝０．
Ｎｅｘｔｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔφ（ｚ）≡０．Ｓｕｐｐｏｓｅｏｎｔｈｅｃｏｎｔｒａｒｙｔｈａｔφ（ｚ）０，ｔｈｅｎ

Ｎ１） ｒ，
１
ｆ－( )１ ＝Ｎ１） ｒ， １

ｇ－( )１≤ Ｎ ｒ，１( )
φ
≤ Ｔ（ｒ，φ）＋ｏ（１）≤ Ｎ（ｒ，φ）＋Ｓ（ｒ，ｆ） （７）

ｗｈｅｒｅＮ１） ｒ，
１
ｆ－( )１ ｉｓｔｈｅｃｏｕｎｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｗｈｉｃｈｏｎｌｙｃｏｕｎｔｓｓｉｍｐｌｅｚｅｒｏｓｏｆｆ（ｚ）－１ｉｎ｛ｚ：ｚ≤ ｒ｝．

１０２Ｏｎｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓｈａｒｉｎｇｏｎｅｖａｌｕｅ



Ｌｅｔｚ０∈ Ｅ（１，ｆ），ｔｈｅｎｂｙａｓｉｍｐｌｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｗｅｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ）ａｎｄ（６）ｔｈａｔφ（ｚ０）≠
∞．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｐｏｌｅｓｏｆφｏｎｌｙｏｃｃｕｒａｔｚｅｒｏｓｏｆｆ′ａｎｄｇ′，ａｎｄａｔｍｕｌｔｉｐｌｅｐｏｌｅｓｏｆｆａｎｄｇｂｙ（６）．
Ｌｅｔａ１，ａ２，…，ａｎｂｅｐａｉｒｗｉｓｅｄｉｓｔｉｎｃｔｆｉｎｉｔｅｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓｓｕｃｈｔｈａｔａｉ≠ １（ｉ＝１，２，…，ｎ）ａｎｄｆｏｒ

ｓｏｍｅｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒε（＜Ａ－３），

∑
ｎ

ｉ＝１
δ２（ａｉ，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
δ２（ａｉ，ｇ）＋δ２（∞，ｇ）＋ｍｉｎ｛δ２（１，ｆ），δ２（１，ｇ）｝－３＞ε （８）

Ｉｔｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍ（６）ａｎｄ（７）ｔｈａｔ

Ｎ１） ｒ，
１
ｆ－( )１≤ Ｎ０ ｒ，１ｆ( )′＋Ｎ０ ｒ，１ｇ( )′＋珚Ｎ（２（ｒ，ｆ）＋珚Ｎ（２（ｒ，ｇ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１

珚Ｎ（２ ｒ，
１
ｆ－ａ( )

ｉ
＋珚Ｎ（２ ｒ，

１
ｇ－ａ( )[ ]

ｉ
＋Ｓ（ｒ，ｆ） （９）

ｗｈｅｒｅＮ０ ｒ，
１
ｆ( )′ ｏｎｌｙｃｏｕｎｔｓｔｈｏｓｅｚｅｒｏｓｏｆｆ′ｂｕｔｎｏｔｔｈｏｓｅｚｅｒｏｓｏｆ（ｆ－１）∏

ｎ

ｉ＝１
（ｆ－ａｉ）．

Ｂｙｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｈｅｏｒｅｍ，ｗｅｈａｖｅ

ｎＴ（ｒ，ｆ）≤珚Ｎ（ｒ，ｆ）＋珚Ｎ ｒ，
１
ｆ－( )１＋∑

ｎ

ｉ＝１

珚Ｎ ｒ， １
ｆ－ａ( )

ｉ
－Ｎ０ ｒ，

１
ｆ( )′＋Ｓ（ｒ，ｆ） （１０）

ａｎｄ

ｎＴ（ｒ，ｇ）≤珚Ｎ（ｒ，ｇ）＋珚Ｎ ｒ，
１
ｇ－( )１＋∑

ｎ

ｉ＝１

珚Ｎ ｒ， １
ｇ－ａ( )

ｉ
－Ｎ０ ｒ，

１
ｇ( )′＋Ｓ（ｒ，ｇ） （１１）

Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ

珚Ｎ ｒ， １ｆ－( )１＋珚Ｎ ｒ， １
ｇ－( )１ ＝２珚Ｎ ｒ， １ｆ－( )１≤ Ｎ１） ｒ， １ｆ－( )１＋Ｎ２ ｒ， １ｆ－( )１ （１２）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（９） （１２），ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｎ［Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）］≤∑
ｎ

ｉ＝１

珚Ｎ ｒ， １
ｆ－ａ( )

ｉ
＋珚Ｎ（２ ｒ，

１
ｆ－ａ( )[ ]

ｉ
＋珚Ｎ（ｒ，ｆ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１

珚Ｎ ｒ， １
ｇ－ａ( )

ｉ
＋珚Ｎ（２ ｒ，

１
ｆ－ａ( )[ ]

ｉ
＋珚Ｎ（ｒ，ｇ）＋

Ｎ２ ｒ，
１
ｆ－( )１＋珚Ｎ（２（ｒ，ｆ）＋珚Ｎ（２（ｒ，ｇ）＋Ｓ（ｒ，ｆ） （１３）

Ｗｉｔｈｎｏｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔ
Ｔ（ｒ，ｇ）≤ Ｔ（ｒ，ｆ） ｒ∈ Ｉ （１４）

ｗｈｅｒｅＩｉｓａｓｅｔｏｆｉｎｆｉｎｉｔｅｍｅａｓｕｒｅ．ＢｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙａｎｄＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），ｗｅｃａｎｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍ
（１３）ｔｈａｔａｓｒ→＋∞，ｒ∈／Ｅ，

∑
ｎ

ｉ＝１
δ２（ａｉ，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）－１－ε[ ]４ Ｔ（ｒ，ｆ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
δ２（ａｉ，ｇ）＋δ２（∞，ｇ）＋δ２（１，ｇ）－２－ε[ ]４ Ｔ（ｒ，ｇ）≤ ｏ｛Ｔ（ｒ，ｆ）｝

Ｆｒｏｍ（１３）ａｎｄｔｈｅａｂｏｖｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔａｓｒ→ ∞，ｒ∈ Ｉ＼Ｅ

[
，

∑
ｎ

ｉ＝１
δ２（ａ，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
δ２（ａｉ，ｇ）＋δ２（∞，ｇ）＋

ｍｉｎ｛δ２（１，ｆ），δ２（１，ｇ）｝－３－ε]２ Ｔ（ｒ，ｇ）≤ ｏ｛Ｔ（ｒ，ｆ）｝ （１５）

Ｔｈｕｓｗｅｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍ（８），（１５）ａｎｄＳ（ｒ，ｆ）＝Ｓ（ｒ，ｇ）ｔｈａｔＴ（ｒ，ｇ）＝ｏ｛Ｔ（ｒ，ｇ）｝，ｒ→ ∞，ｒ∈ Ｉ＼Ｅ，
ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，φ（ｚ）≡０．Ｗｅｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍ（６）ｔｈａｔ

ｆ≡
Ａｇ＋Ｂ
Ｃｇ＋Ｄ （１６）

ｗｈｅｒｅＡ，Ｂ，ＣａｎｄＤａｒｅｆｉｎｉｔｅｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇＡＤ－ＢＣ≠０．
Ｎｅｘｔｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｆｉｖｅｃａｓｅｓ：
Ｃａｓｅ１ Ｃ＝０，ｔｈｅｎｗｅｇｅｔｆｒｏｍ（１５）ｔｈａｔｆ≡ ａｇ＋ｂ，ａ≠０．
Ｉｆｆ≠１，ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎｆｒｏｍＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ）ｔｈａｔｇ≠１．Ｔｈｕｓ，ｂｙ∑

ａ≠１
δ２（ａ，ｆ）≤１ａｎｄ∑

ａ≠１
δ２（ａ，ｇ）

≤１．Ｗｅｈａｖｅ

２０２ ＱｉｕＨｕｉｌｉｎｇ



∑
ａ≠１
δ２（ａ，ｆ）＋∑

ａ≠１
δ２（ａ，ｇ）＋ｍｉｎ｛δ２（１，ｆ），δ２（１，ｇ）｝≤３

ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ①．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｚ０ｓｕｃｈｔｈａｔｆ（ｚ０）＝ｇ（ｚ０）＝１．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅａ＋ｂ＝１．Ｔｈｕｓ
ｗｅｏｂｔａｉｎｆ≡（１－ｂ）ｇ＋ｂ，ｂ≠１．

Ｃａｓｅ２ Ａ＝０，ｔｈｅｎｗｅｇｅｔｆｒｏｍ（１６）ｔｈａｔｆ（ｇ－ｂ）≡ ｃ，ｃ≠０．
ＦｒｏｍＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），ｗｅｈａｖｅｃ＝１－ｂ．
Ｈｅｎｃｅｆ（ｇ－ｂ）≡１－ｂ，ｂ≠１．

Ｃａｓｅ３ Ｂ＝０ａｎｄＡ≠０，Ｃ≠０，Ｄ≠０，ｔｈｅｎｗｅｇｅｔｆｒｏｍ（１６）ｔｈａｔｆ≡
Ａｇ

Ｃｇ＋Ｄ．

Ｔｈｕｓｆ－ＡＣ ＝
－ＡＤ／Ｃ
Ｃｇ＋Ｄ．

Ｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅ（ｆ－ａ）（ｇ－ｂ）≡ ｃ，ｃ≠０．Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ）ｔｈａｔｃ＝（１－ａ）（１
－ｂ）．Ｔｈｕｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

（ｆ－ｂ）（ｇ－ｂ）≡（１－ａ）（１－ｂ） ａ≠１；ｂ≠１

Ｃａｓｅ４ Ｄ＝０ａｎｄＡ≠０，Ｂ≠０，Ｃ≠０，ｔｈｅｎｗｅｇｅｔｆｒｏｍ（１５）ｔｈａｔｆ≡
Ａｇ＋Ｂ
Ｃｇ ．Ｔｈｅｎ，ｆ－ＡＣ≡

Ｂ
Ｃｇ．

Ｔｈｕｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎｆｒｏｍＥ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ）ａｎｄｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｌｉｔｙｔｈａｔ（ｆ－ａ）ｇ≡１－ａ．
Ｃａｓｅ５ Ａ≠０，Ｂ≠０，Ｃ≠０ａｎｄＤ≠０．
Ｆｒｏｍ（１５），ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ

Ｎ（ｒ，ｇ）＝Ｎ ｒ， １
ｆ－Ａ／( )Ｃ ，Ｎ ｒ，１( )ｇ ＝Ｎ ｒ， １

ｆ－Ｂ／( )Ｄ
Ｂｙｔｈｅｓｅｃｏｎｄｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｔｈｅｏｒｅｍｗｅｈａｖｅ

２Ｔ（ｒ，ｆ）≤珚Ｎ（ｒ，ｆ）＋珚Ｎ ｒ，
１( )ｆ ＋珚Ｎ ｒ， １

ｆ－Ａ／( )Ｃ ＋珚Ｎ ｒ， １
ｆ－Ｂ／( )Ｄ ＝

珚Ｎ（ｒ，ｆ）＋珚Ｎ ｒ，１( )ｆ ＋珚Ｎ（ｒ，ｇ）＋珚Ｎ ｒ，１( )ｇ ＋ｓ（ｒ，ｆ）≤
［４－○Ｈ（０，ｆ）－○Ｈ（∞，ｆ）－○Ｈ（０，ｇ）－○Ｈ（∞，ｇ）＋ε］Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）

ｗｈｅｒｅεｉｓａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｐｏｓｉｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒ．
Ｉｆ○Ｈ（０，ｆ）＋○Ｈ（∞，ｆ）＋○Ｈ（０，ｇ）＋○Ｈ（∞，ｇ）＞２，ｗｅｃａｎｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｔｈａｔＴ（ｒ，ｆ）

≤ ｏ｛Ｔ（ｒ，ｆ）｝，ｒ→ ∞，ｒ∈ Ｉ，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ
○Ｈ（０，ｆ）＋○Ｈ（∞，ｆ）＋○Ｈ（０，ｇ）＋○Ｈ（∞，ｇ）≤２

Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｌｅｍｍａ．

３ ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｏｒｅｍ３，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｒｅｅｃａｓｅｓ：
Ｃａｓｅ１δ（０，ｆ）＝δ（∞，ｆ）＝１ａｎｄδ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＝１．
Ｉｆδ（ａ，ｇ）＝０ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐｌｅｘｍｅｍｂｅｒａ（≠１，０，∞），ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ（ａ）ｉｓｖａｌｉｄ．
Ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｍｐｌｅｘａ（≠０，∞，１）ｓｕｃｈｔｈａｔδ（ａ，ｇ）＞０ｔｈｅｎ，ｂｙｌｅｍｍａ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅ

ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ（ｄ）ｏｒ（ｅ）ｉｓｖａｌｉｄ．
Ｃａｓｅ２δ（０，ｆ）＋δ（∞，ｆ）＝１，δ（０，ｇ）＝δ（∞，ｇ）＝１．
Ｂｙｔｈｅｓａｍｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｗｉｔｈｃａｓｅ１ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ（ｂ），（ｃ）ｏｒ（ｅ）ｉｓｖａｌｉｄ．
Ｃａｓｅ３δ（０，ｆ）＋δ（∞，ｆ）＞１，ａｎｄδ（０，ｇ）＋δ（∞，ｇ）＞１．
Ｉｆｂｏｔｈδ（ａ，ｆ）＝０ａｎｄδ（ａ，ｇ）＝０，ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒａ（≠０，∞）ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ（ｃ）ｉｓｖａｌｉｄ．
Ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｃｏｍｐｌｅｘｍｅｍｂｅｒａ（≠１，０，∞）ｓｕｃｈｔｈａｔｍａｘ｛δ（ａ，ｆ），δ（ａ，ｇ）｝＞０ｏｒｍｉｎ｛δ（１，ｆ），δ（１，

ｇ）｝＞０．Ｂｙｌｅｍｍａ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎｔｈａｔｏｎｅｏｆｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ（ｄ）ｏｒ（ｅ）ｉｓｖａｌｉｄ．
Ｉｆｍｉｎ｛δ（１，ｆ），δ（１，ｇ）｝＝０，ｂｕｔｍａｘ｛δ（１，ｆ），δ（１，ｇ）｝＞０，ｗｉｔｈｎｏｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅ

ｔｈａｔδ（１，ｆ）＞０，ａｎｄδ（１，ｇ）＝０．
Ｉｆδ２（１，ｇ）＞０，ｂｙｌｅｍｍａ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎｔｈａｔｅｉｔｈｅｒｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ（ｄ）ｏｒ（ｅ）ｉｓｖａｌｉｄ．
Ｉｆδ２（１，ｇ）＝０，ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｔｈａｔｗａｓｕｓｅｄｔｏｐｒｏｖｅｆｏｒｍｕｌａ（１３），ｗｅｃａｎａｌｓｏｏｂｔａｉｎＴ（ｒ，

ｆ）＝Ｏ｛Ｔ（ｒ，ｇ）｝，Ｔ（ｒ，ｇ）＝Ｏ｛Ｔ（ｒ，ｆ）｝，ｒ→ ∞，ｒ∈／Ｅ，ｈｅｎｃｅＳ（ｒ，ｆ）＝Ｓ（ｒ，ｇ）．Ｓｅｔ

φ（ｚ）＝
ｆ″
ｆ′－２

ｆ′
ｆ－１－

ｇ″
ｇ′＋２

ｇ′
ｇ－１ （１７）

Ｎｅｘｔｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔφ（ｚ）≡０．Ｓｕｐｐｏｓｅｏｎｔｈｅｃｏｎｔｒａｒｙｔｈａｔφ（ｚ）∈／０．Ｕｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｅｒｅａｓｏｎｉｎｇｔｈａｔｗａｓ

３０２Ｏｎｍｅｒｏｍｏｒｐｈｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓｈａｒｉｎｇｏｎｅｖａｌｕｅ



ｕｓｅｄｔｏｐｒｏｖｅｆｏｒｍｕｌａ（１３）ｗｅｈａｖｅ

Ｔ（ｒ，ｆ）＋Ｔ（ｒ，ｇ）≤ Ｎ２ ｒ，
１( )ｆ ＋Ｎ２（ｒ，ｆ）＋Ｎ２ ｒ，１( )ｇ ＋Ｎ２（ｒ，ｇ）＋Ｎ２ ｒ， １ｆ－( )１＋Ｓ（ｒ，ｆ） （１８）

Ｌｅｔ ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒ∈／Ｅ

Ｔ（ｒ，ｆ）
Ｔ（ｒ，ｇ）＝λ （１９）

Ｆｒｏｍδ２（１，ｆ）＞０ａｎｄδ２（１，ｇ）＝０，ｗｅｇｅｔｔｈａｔλ ＞１．
Ｆｒｏｍ（１８），（１９）ａｎｄδ２（１，ｇ）＝０，ｗｅｈａｖｅ

λ＋１＝ｌｉｍ
ｒ→∞
ｒ∈／Ｅ

Ｔ（ｒ，ｆ）
Ｔ（ｒ，ｇ）＋１≤ ｌｉｍｒ→∞

ｒ∈／Ｅ

Ｎ２ ｒ，
１( )ｆ

Ｔ（ｒ，ｇ） ＋ｌｉｍｒ→∞
ｒ∈／Ｅ

Ｎ２（ｒ，ｆ）
Ｔ（ｒ，ｇ）≤

［１－δ２（０，ｆ）］λ＋［１－δ２（∞，ｆ）］λ＋［１－δ２（０，ｇ）］＋［１－δ２（∞，ｇ）］＋１
Ｈｅｎｃｅｗｅｏｂｔａｉｎ

［δ２（０，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）－１］λ≤２－δ２（０，ｇ）－δ２（∞，ｇ）
Ｓｉｎｃｅδ２（０，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）≥δ（０，ｆ）＋δ（∞，ｆ）＞１ａｎｄλ ＞１，ｗｅｏｂｔａｉｎ
δ２（０，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）－１＜２－δ２（０，ｇ）－δ２（∞，ｇ）

Ｔｈａｔｉｓδ２（０，ｆ）＋δ２（∞，ｆ）＋δ２（０，ｇ）＋δ２（∞，ｇ）＜３，ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ（１）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｗｅｈａｖｅφ（ｚ）
≡０．Ｈｅｎｃｅｗｅｄｅｄｕｃｅｆｒｏｍ（１７）ｔｈａｔ

ｆ≡
Ａｇ＋Ｂ
Ｃｇ＋Ｄ

ｗｈｅｒｅＡ，Ｂ，ＣａｎｄＤａｒｅｆｉｎｉｔｅｃｏｍｐｌｅｘｎｕｍｂｅｒｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇＡＤ－ＢＣ≠０．
Ｉｆｆ≠１，ｂｙδ（０，ｆ）＋δ（∞，ｆ）＞１，ｗｅｈａｖｅδ（０，ｆ）＋δ（∞，ｆ）＋δ（１，ｆ）＞２，ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ∑

ａ
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分担一个值的亚纯函数
仇惠玲

（江苏教育学院数学系，南京 ２１００１３）
（南京师范大学数学系，南京 ２１００９７）

摘 要 研究了分担一个值且具有一个亏量等式的亚纯函数的惟一性问题．讨论了对任何２个非
常数亚纯函数 ｆ（ｚ），ｇ（ｚ）只要满足：δ（０，ｆ）＋δ（０，ｇ）＋δ（∞，ｆ）＋δ（∞，ｇ）＝３或者δ２（０，ｆ）＋δ２
（０，ｇ）＋δ２（∞，ｆ）＋δ２（∞，ｇ）＝３且 Ｅ（１，ｆ）＝Ｅ（１，ｇ），那么，ｆ（ｚ），ｇ（ｚ）必定具有５种情形之一．
关键词 亚纯函数；分担值；亏量
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