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ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｕｎｉｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｕ（ｘ，ｔ）ｆｏｒｐｒｏｂｌｅｍｓ（１）ｔｏ（３）ｉｓｔｏｂｅｃｏｍｐｕｔｅｄａｔｔｈｅｇｒｉｄｐｏｉｎｔｓ（ｘｉ，ｔｎ），
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Ａ＝珡Ｍ －珚Ｎ （６）

ｗｈｅｒｅ

珡Ｍ ＝

Ａ１
Ａ２


Ａ











ｋ （ｍ－１）×（ｍ－１）



珚Ｎ＝

０１ Ｎ１

ＮＴ１ ０２ Ｎ２

  

ＮＴｋ－２ ０ｋ－１ Ｎｋ－１

ＮＴｋ－１ ０





















ｋ （ｍ－１）×（ｍ－１）

ｗｉｔｈ

Ａｉ＝

１＋２ｒ －ｒ

－ｒ １＋２ｒ －ｒ

  

－ｒ １＋２ｒ －ｒ

－ｒ １＋２



















ｒｒｉ×ｒｉ

ｉ＝１，２，…，ｋ
ａｎｄ

Ｎｉ＝

０


０











ｒ ｒｉ×ｒｉ＋１

ｉ＝１，２，…，ｋ－１

ｗｈｅｒｅ∑
ｋ

ｉ
ｒｉ＝ｍ－１ｗｉｔｈ２≤ ｒｉ≤ ｍ－１．
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ｗｈｅｒｅ∑
ｋ

ｉ
ｒｉ＝ｍ－１ｗｉｔｈ２≤ ｒｉ≤ ｍ－１；Ｇ１ｉｓｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ，ｓｏｗｅｈａｖｅ （Ｉ＋ｒＧ１）

－ １
≤１ａｎｄ Ｉ－ｒＧ

 

２ ≤

１－ｒ２ ，１－ｒ，{ }１．ＳｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆＲｅｆ．［４］，ｗｅｈａｖｅ Ｔ≤１ｒ≤２．ＳｏＥｑ．（１４）ｉｓｓｔａｂｌｅｉｆｒ
≤２．

１４ Ａｎａｌｙｓｅｓｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｒａｔｅａｎｄｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｇｒａｄｕａｌａｐｐｒｏａｃｈｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

Ｌｅｍｍａ［５］ ＩｆＭ ＝（ｍｉ，ｊ）ｉｓａｎｎ×ｎｍａｔｒｉｘ，Ｎ＝（ｎｉ，ｊ）ｉｓａｎｎ×ｍｍａｔｒｉｘ，ａｎｄ

ｍｉｉ ＞∑
ｊ≠ｉ
ｍｉｊ ｉ＝１，２，…，ｎ

Ｔｈｅｎ

Ｍ－１

 

Ｎ ∞ ≤ｍａｘ
ｉ ∑

ｍ

ｊ＝１
ｎｉ，{ (ｊ ｍｉｉ －∑

ｊ≠ｉ
ｍｉ， ) }ｊ （１６）

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｌｅｍｍａａｂｏｖｅ，ｗｅｈａｖｅ

Ｍ－１

 

Ｎ ∞ ≤
ｒ
ｒ＋２ １＜ｒｉ＜ｍ－１ （１７）

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍ（１２）ｉｓｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ．ＳｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅｍｅｔｈｏｄａｄｏｐｔｅｄｉｎＲｅｆ．［２］，ｗｅｈａｖｅ

Ｍ－１

 

→Ｎ
ｐ→∞ ｒ
２α－ｒ ｒｉ＝ｐ （１８）

ｗｈｅｒｅα ＝ｒ＋
１＋ １＋４槡 ｒ

２ ａｎｄｒ≤２．
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ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｗｅｃａｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｍｕｃｈｂｅｔｔｅｒｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｉｎｐａｒａｌｌｅｌ
ｗｉｔｈｍｏｒｅａｃｃｕｒａｃｙ，ｈｉｇｈｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｒａｔｅａｎｄｂｅｔｔｅｒｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｇｒａｄｕａｌａｐｐｒｏａｃｈｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄｓ．

２ ＮｕｍｅｒｉｃａｌＥｘａｍｐｌｅａｎｄＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌＲｅｓｕｌｔｓ

Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｗｅｐｒｏｖｉｄｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｍａｄｅｆｏｒｐｒｏｂｌｅｍｓ（１） （３）ｉｎｗｈｉｃｈ［６］

ｆ（ｘ）＝４ｘ（１－ｘ），ｇ０（ｔ）＝ｇ１（ｔ）＝０
Ｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｉｓ

Ｕ（ｘ，ｔ）＝３２
π
３ ∑

∞

ｋ＝１，３，５，…

１
ｋ３ｅ

－ｋ２π
２ｔｓｉｎ（ｋπｘ）

ＴｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆＳＣＩＩａｎｄＣＩＳＥＯＩｗｈｉｃｈｉｓｇｉｖｅｎｏｎＣｈａｌｌｅｎｇｅＬｗｉｔｈ８ＣＰＵｓ［７］ｗｉｔｈｒ＝１０，Δｘ＝００１，ｎ
＝２００ａｎｄｅｒｒｏｒ＝１０－８ｉｓｃｏｍｐａｒｅｄｉｎＴａｂ．１ｂｙｐｕｔｔｉｎｇｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒａｎｄｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｅｒｒｏｒａｔｅａｃｈｐｏｉｎｔａｌｏｎｇ
ｔｈｅｍｅｓｈｌｉｎｅ．ＦｒｏｍＴａｂ．１ｗｅｃａｎｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌＣＩＳＥＯＩｍｅｔｈｏｄｉｓｂｅｔｔｅｒｔｈａｎｔｈａｔｏｆＳＣＩＩ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｇｒａｄｕａｌａｐｐｒｏａｃｈｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎＴａｂ．２ｉｓｂｅｔｔｅｒｔｈａｎＳＣＩＩａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

Ｔａｂ．１ ＴｈｅｎｕｍｂｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆＳＣＩＩａｎｄＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｘｉ
Ｅｘａｃｔ

ｒｅｓｕｌｔ／１０－１
Ｎｕｍｂｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔ／１０－１ Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ／１０－４ Ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｅｒｒｏｒ／１０－４

ＳＣＩＩ ＣＩＳＥＯＩ ＳＣＩＩ ＣＩＳＥＯＩ ＳＣＩＩ ＣＩＳＥＯＩ
０１ ２６７０８４６５ ２６７１６７１８ ２６７１３４０３ ０８２５２６９７ ０４９３８０４９ ３０８９９１８２ １８４８８７０３

０２ ５０４１０９７２ ５０４２２３４１ ５０４１８７３５ １１３６９１５０ ０７７６２７２０ ２２５５２９２７ １５３９８８６９

０３ ６８７３１９９８ ６８７４１２７７ ６８７３８５８９ ０９２７８４９２ ０６５９０４０２ １３４９９５２３ ０９５８８５５１

０４ ８０１９１１０９ ８０１９６８６４ ８０１９５０３６ ０５７５４９５７ ０３９２６６８７ ０７１７６５５２ ０４８９６６６２

０５ ８４０７６７５６ ８４０８０９５５ ８４０７９６６３ ０４１９８８６９ ０２９０６５２７ ０４９９４０９１ ０３４５６９９２

０６ ８０１９１１０９ ８０１９６８６４ ８０１９５０３６ ０５７５４９５７ ０３９２６６８７ ０７１７６５５２ ０４８９６６６２

０７ ６８７３１９９８ ６８７４１２７７ ６８７３８５８９ ０９２７８４９２ ０６５９０４０２ １３４９９５２３ ０９５８８５５１

０８ ５０４１０９７２ ５０４２２３４１ ５０４１８７３５ １１３６９１５０ ０７７６２７２０ ２２５５２９２７ １５３９８８６９

０９ ２６７０８４６５ ２６７１６７１８ ２６７１３４０３ ０８２５２６９７ ０４９３８０４９ ３０８９９１８２ １８４８８７０３

７８２ＰａｒａｌｌｅｌＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｓｅｒｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ



Ｔａｂ．２ ＴｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｒａｔｅｏｆＳＣＩＩａｎｄＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｒｉ ３ ５ １０ ２０ ２５ ５０

ＳＣＩ １４ １１ ８ ４ ２ １
ＳＣＩＳＥＯＩ １０ ７ ５ ３ １ １

Ｎｏｔｅ：ＳＣＩａｎｄＳＣＩＳＥＯＩａｒｅｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｎｕｍｂｅｒｓａｂｏｕｔＳＣＩＩａｎｄ
ＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

３ Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｓｏｌｖｉｎｇｉｍｐｌｉｃｉｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｗｅｈａｖｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄａｐａｒａｌｌｅｌＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｆｏｒｉｍｐｒｏｖｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｒａｔｅ ａｎｄ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ
ｇｒａｄｕａｌａｐｐｒｏａｃｈ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ． Ｗｅ ｈａｖｅ ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ ｒａｔｅ ａｎｄ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｇｒａｄｕａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ｆｒｏｍｂｏｔｈｔｈｅｐｒｏｏｆｉｎｔｈｅｏｒｙａｎｄｅｘａｍｐｌｅｓ，ｗｅｃａｎｓｅｅｔｈａｔｔｈｅＣＩＳＥＯＩａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓ
ｂｅｔｔｅｒｉｎｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｒａｔｅａｎｄｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｇｒａｄｕａｌａｐｐｒｏａｃｈｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｈａｎｔｈａｔｏｆＳＣＩＩａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｓｏｔｈｅ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｉｍｅｉｎｐａｒａｌｌｅｌｉｓｇｒｅａｔｌｙｓｈｏｒｔｅｎｅｄ．Ｉｔｓｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｒｅａｌｓｏｍｏｒｅａｃｃｕｒａｃｙｂｅｃａｕｓｅｏｆｉｎｓｅｒｔｉｎｇ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｃｈｅｍｅｓ．Ｏｆｃｏｕｒｓｅ，ｗｅｍａｙｃｏｎｓｉｄｅｒａｇｏｏｄｍａｎｙｏｔｈｅｒｅｆｆｅｃｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｓｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｉｎｓｅｒｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｉｎ
ｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］ＬｉｕＱｉｎｇｆｕ．Ｐａｒａｌｌｅｌｉｔｅｒａｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｉｍｐｌｉｃｉｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＧｕｉｚｈｏｕＳｃｉｅｎｃｅ，２００２，６（２）：２９ ３７．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［２］ＣｈｅｎＪｉｎ，ＺｈａｎｇＢａｏｌｉｎ．Ｍａｓｓｉｖｅｌｙｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｐａｒａｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ：ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓＳｉｎｉ
ｃａ，１９９４，４（５）：３７２ ３８２．
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ｔｒｙＰｒｅｓｓ，１９９９．２１２ ２１６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［４］ＣｈｅｎＪｉｎ，ＺｈａｎｇＢａｏｌｉｎ．ＡＣｌａｓｓｏｆａｌｔｅｒｎａｔｉｏｎｂｌｏｃｋｃｒａｎｋｎｉｃｏｌｓｏｎｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎＪＣｏｍｐｕｔｅｒＭａｔｈ，１９９２，４５（５）：８９ １１２．
［５］ＨｕＪｉａｇａｎ．Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆ Ｍ－１

 
Ｎ ∞ ａｎｄｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｌｙｓｃａｌｅｄｍａｔｒｉｘ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９８４，２（６）：１２２

１２９．
［６］ＺｈａｎｇＢａｏｌｉｎ，ＳｕＸｉｕｍｉｎ．Ｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｉｍｐｌｉｃｉｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓＳｉｎｉｃａ，１９９２，９

（３）：２５０ ２５６．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
［７］ＺｈａｎｇＢａｏｌｉｎ．Ｏｎｅｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｐａｒａｌｌｅｌ［Ｊ］．ＣｏｍｍｏｎＡｐｐｌＭａｔｈａｎｄＣｏｍ
ｐｕｔ，１９９６，６（１）：５３ ６５．

一类相异嵌入格式的嵌套迭代并行算法
刘庆富 仲伟俊

（东南大学经济管理学院，南京 ２１００９６）

摘 要 为改善并行迭代算法ＳＣＩＩ的收敛速度和渐近收敛性质，本文给出了求解一维扩散方程的
一类相异嵌入格式的嵌套迭代并行算法 ＣＩＳＥＯＩ．论述了 ＣＩＳＥＯＩ算法的基本构造，并用矩阵理论
证明了格式的稳定性；讨论了迭代收敛性和渐近收敛性质．ＣＩＳＥＯＩ算法不仅加快了迭代法的收敛
速度、改善了网格加密时的渐近收敛性质，还提高了精确度，比单纯采用 ＳＣＩＩ算法要好．文中数值
例子表明相异嵌入格式的嵌套迭代并行算法ＣＩＳＥＯＩ是有效的．
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