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ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅＬｉｅｔｈｅｏｒｙｆｏｒｔｈｅｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒ
ｍａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆＥｑ．（７）ｕｎｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌ
ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ（９）ｌｅａｄｓｔｏｔｈｅｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ
ξ̈ｓ－Ｘ

（１）（ｈｓ）＝０ ｓ＝１，…，ｎ （１１）
Ｅｑ．（１１）ｃａｎｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｕｓｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎｓ
１ｔｏ３．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１ Ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａｔｏｒｓξｓ
ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇＥｑ．（１１），ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｒｒｅｓ
ｐｏｎｄｉｎｇｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｒｅｔｈｅＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓｏｆａ
ｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ（７）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏ
ｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ（１）ａｎｄ（３）．

Ｔｈｅ ｉｎｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
Ｅｑ．（１）ｕｎｄｅｒｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ（９）ｌｅａｄｓ
ｔｏｔｈｅｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ

Ｘ（１）（ｆ
β
（ｔ，ｑ，ｑ））＝０ β ＝１，…，ｇ （１２）

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２ Ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａｔｏｒｓξｓ
ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇＥｑ．（１１）ａｎｄｔｈｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ
Ｅｑ．（１２），ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｒｅｔｈｅ
ｗｅａｋＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ（１）

ａｎｄ（３）．
ＴｈｅＣｈｅｔａｅｖ’ｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（２）ｏｆｖｉｒｔｕａｌｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔｓｉｍｐｏｓｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒ
ａｔｏｒｓξｓ，ａｎｄｗｅｈａｖｅ
ｆβ
ｑｓξｓ

＝０ β ＝１，…，ｇ （１３）

Ｅｑ．（１３）ｃａｎｂｅｃａｌｌｅｄｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３ Ｉｆｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａｔｏｒｓξｓ
ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇＥｑ．（１１），ｔｈｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎＥｑ．
（１２）ａｎｄｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎＥｑ．（１３），ｔｈｅｎｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｒｅｔｈｅｓｔｒｏｎｇＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ
ｏｆｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ（１）ａｎｄ（３）．

３ ＣｏｎｓｅｒｖｅｄＱｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆｔｈｅＳｙｓｔｅｍ

Ｌｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓｄｏｎｏｔａｌｗａｙｓｇｅｎｅｒａｔｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄ
ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｇｉｖｅ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｗｈｉｃｈｔｈｅＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓｃａｎｌｅａｄｔｏ
ａｎｅｗｔｙｐｅｏｆｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ，ａｎｄｔｈｅｆｏｒｍｏｆｔｈｅ
ｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ４ Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ
ξｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇＥｑ．（１１），ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ
ｆｕｎｃｔｉｏｎＧ＝Ｇ（ｑ，ｑ）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｈｓ
ｑｓ

＋１Ｇ
Ｇ
ｑｓ
ｑｓ＋

１
Ｇ
Ｇ
ｑｓ
ｈｓ＝０ （１４）

Ｔｈｅｎｔｈｅｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ（７）ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅ
ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｈａｓａｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆＬｉｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｙ，ｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｉ＝１Ｇ

ｑｓ
（Ｇξｓ）＋

１
Ｇ

ｑｓ
（Ｇξｓ）＝ｃｏｎｓｔ（１５）

Ｐｒｏｏｆ
ｄＩ
ｄｔ＝

ｄ
ｄｔ
１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓξｓ
＋ｄｄｔ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ


ξｓ＋

１
Ｇ
Ｇ
ｑｓ

ξｓ＋

１
Ｇ
Ｇ
ｑｓξ̈ｓ

＋ｄｄｔ
ξｓ
ｑｓ

＋ｄｄｔ
ξｓ
ｑｓ

（１６）

ＵｓｉｎｇＥｑ．（１０），Ｅｑ．（１１）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ξ̈ｓ－
ｈｓ
ｑｋξｋ

－
ｈｓ
ｑｋ

ξｋ＝０ ｓ，ｋ＝１，…，ｎ （１７）

Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅ
ξ̈ｓ
ｑｓ

－ξｋｑｓ
ｈｓ
ｑｋ

－ξｋ
２ｈｓ
ｑｋｑｓ

－

ξｋ
ｑｓ
ｈｓ
ｑｋ

－ξｋ
２ｈｓ
ｑｋｑｓ

＝０ （１８）

Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｖｅｒｉｆｙ
ｄ
ｄｔ
ξｓ
ｑｓ

＝

ξｓ
ｑｓ

－ξｓｑｋ
ｈｋ
ｑｓ

（１９）

ｄ
ｄｔ
ξｓ
ｑｓ

＝ξ̈ｓｑｓ
－

ξｓ
ｑｓ

－

ξｓ
ｑｋ
ｈｋ
ｑｓ

（２０）

ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑｓ．（１７） （２０）ｉｎｔｏＥｑ．（１６），ｗｅ
ｏｂｔａｉｎ

０９２ ＺｈａｎｇＹｉ，ａｎｄＸｕｅＹｕｎ



ｄＩ
ｄｔ＝

ｄ
ｄｔ
１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓξｓ
＋ｄｄｔ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ


ξｓ－


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｓξｋ－


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｓξｋ－


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｓξｋ－


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｓξｋ （２１）

Ｔａｋｅｎｏｔｉｃｅｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓ
ｄ
ｄｔ
１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
＝ ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｋ＋ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｋ

（２２）
ｄ
ｄｔ
１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
＝ ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｋ＋ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｋ

（２３）
ａｎｄｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｐｒｏｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｌａｔｉｏｎｓ


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｋξｓ＝


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｓξｋ （２４）


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｋξｓ＝


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｓξｋ （２５）


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｋξｓ＝


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｑｓξｋ （２６）


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｋξｓ＝


ｑｋ

１
Ｇ
Ｇ
ｑ( )

ｓ
ｈｓξｋ （２７）

ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑｓ．（２２） （２７）ｉｎｔｏＥｑ．（２１），ｗｅ
ｈａｖｅ

ｄＩ
ｄｔ＝０ （２８）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍ（７）
ｈａｓｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｙｉｎｔｈｅｆｏｒｍ
ｏｆ（１５）．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ５ Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ

ξｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇＥｑ．（１１）ａｎｄｔｈｅｒｅｓｔｒｉ
ｃｔｉｏｎＥｑ．（１２），ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｆｕｎｃｔｉｏｎＧ＝Ｇ（ｑ，ｑ）
ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（１４），ｔｈｅｎｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ
ｓｙｓｔｅｍｈａｓａｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆｗｅａｋＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｙ
ｉｎｔｈｅｆｏｒｍｏｆ（１５）．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ６ Ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ

ξｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇＥｑ．（１１），ｔｈｅｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ
Ｅｑ．（１２）ａｎｄｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎＥｑ．（１３），ｉｆ
ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｆｕｎｃｔｉｏｎＧ ＝ Ｇ（ｑ，ｑ）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（１４），ｔｈｅｎｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｈａｓａ
ｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆｓｔｒｏｎｇＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｙｉｎｔｈｅｆｏｒｍ
ｏｆ（１５）．

Ｉｔｉｓｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｐｏｉｎｔｏｕｔｔｈａｔｔｈｅｔｈｒｅｅ
ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎｓａｂｏｖｅｇｉｖｅａｎｅｗｍｅｔｈｏｄｔｏｓｅｅｋｃｏｎｓｅｒｖｅｄ
ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｆｒｏｍ Ｌｉｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ ｏｆｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ．Ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙ（１５）
ｄｅｐｅｎｄｓｏｎｎｅｉｔｈｅｒｔｈｅＬａｇｒａｎｇｉａｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｎｏｒｔｈｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｅｑｕａｔｉｏｎ（ｏｒＮｏｅｔｈｅｒ’ｓｅｑｕａｌｉｔｙ）ｏｆｕｓｕａｌＬｉｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓ．

４ Ｅｘａｍｐｌｅ

Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑ１，ｑ２ａｎｄｑ３，
ｔｈｅＬａｇｒａｎｇｉａｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓ

Ｌ＝ １２ｍ（ｑ
２
１＋ｑ２２＋ｑ２３） （２９）

Ｔｈｅｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｉｓ
ｆ＝ｑ２－ｑ１ｔａｎｑ３ ＝０ （３０）

ａｎｄｎｏｎｐｏｔｅｎｔｉａｌｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｏｒｃｅｓａｒｅ

Ｑ″１ ＝
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非完整系统的 Ｌｉｅ对称性守恒量
张 毅 薛 纭

（苏州科技学院土木工程系，苏州 ２１５０１１） （上海应用技术学院机械工程系，上海 ２００２３３）

摘 要 提出了由非完整系统的 Ｌｉｅ对称性求守恒量的一种新方法，该方法不依赖于系统的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｉａｎ函数或 Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ结构．建立了系统的运动微分方程，给出了系统仅依赖于广义坐标的无
限小群变换的Ｌｉｅ对称变换的定义，并直接由系统的Ｌｉｅ对称性构造守恒量，得到了Ｌｉｅ对称性导致
守恒量的条件及守恒量的形式．最后举例说明结果的应用．
关键词 分析力学；非完整系统；对称性；守恒量
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