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ＧｕｏＧｕａｎｇｑｕａｎ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｌｅｔｋｂｅａｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｒｉｎｇ，Ｃａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｃｏａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｓｏｆｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ（Ａ，
Ｃ）
ψ
ａｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．Ｗｈｅｎｔｈｅｍａｐψ ｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅ，ａｎｄＣｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｋｍｏｄｕｌｅ，ａｖｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｅＵｌｂｒｉｃｈ

ｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｃｏａｌｇｅｂｒａｓＣｉｓｇｉｖｅｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｃｏａｌｇｅｂｒａ；ｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ；ｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００２１２１６．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：ＧｕｏＧｕａｎｇｑｕａｎ（１９５４—），ｍａｌｅ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｇｕｏｇｑ１９５４＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ．

Ｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ（Ａ，Ｃ）
ψ
ａｎｄ（Ａ，Ｃ）

ψ
ｍｏｄｕｌｅａｒｅｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓｏｆＤｏｉＫｏｐｐｉｎｅｎｄａｔｕｍａｎｄａｎｄ

ＤｏｉＫｏｐｐｉｎｅｎＨｏｐｆｍｏｄｕｌｅｓ．Ｔｈｅｙｈａｖｅｂｅｅｎｇｅｎｅｒａｌｌｙｄｉｓｃｕｓｓｅｄｉｎｒｅｃｅｎｔｙｅａｒｓ［１－３］．Ｔｈｅｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｏｆ
ｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅｗａｓｄｉｓｃｕｓｓｅｄｂｙＢｒｚｅｚｉｎｓｋｉ［４］．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｔｕｄｙｆｕｒｔｈｅｒｔｈｅｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｏｆｅｎｔｗｉｎｉｎｇ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ａｎｄｗｅｇｉｖｅａｖｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｅＵｌｂｒｉｃｈｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｃｏａｌｇｅｂｒａｓＣ．

Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，Ｃｄｅｎｏｔｅｓａｃｏａｌｇｅｂｒａｏｖｅｒｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｒｉｎｇｋ，ａｎｄＣｉｓａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｍｏｄｕｌｅ；
Ｃ ＝Ｈｏｍ（Ｃ，ｋ）ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｋａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｔｈｅｕｓｕａｌｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ．Ｕｎｌｅｓｓｏｔｈｅｒｗｉｓｅｓｔａｔｅｄ，ａｌｌｍａｐｓａｒｅ
ｋｌｉｎｅａｒ， ｍｅａｎｓｋ，ＨｏｍｍｅａｎｓＨｏｍｋ．ＷｅｆｏｌｌｏｗｔｈｅｎｏｔａｔｉｏｎｉｎＲｅｆ．［５］．Ｗｅｓｈａｌｌｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙａｄｏｐｔｔｈｅ

ｎｏｔａｔｉｏｎｓ∑ａ（０） ａ（１），ψ（ｃ ａ）＝ａα ｃ
α，ｅｔｃ．

１ ＴｈｅＥｎｔｗｉｎｅｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄＳｍａｓｈＰｒｏｄｕｃｔ

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１［２］ Ａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ（ｏｖｅｒｋ）ｉｓａｔｒｉｐｌｅ（Ａ，Ｃ，ψ）ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｋａｌｇｅｂｒａＡ，ａ
ｋｃｏａｌｇｅｂｒａＣａｎｄａｋｍｏｄｕｌｅｍａｐψ：Ｃ Ａ→ Ａ Ｃ，（ｗｅｕｓｅｔｈｅｎｏｔａｔｉｏｎψ（ｃ ａ＝ａα ｃ

α）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
① （ａｂ）α ｃα ＝ａαｂβ ｃ

α，β；② ａαε（ｃα）＝ε（ｃ）ａ；③ ａα（ｃα）１（ｃα）２ ＝ａα，β（ｃ１）β（ｃ２）
α；

④ １α ｃα ＝１ ｃ．
Ｅｘａｍｐｌｅ１［２］ ＬｅｔＨｂｅａｂｉａｌｇｅｂｒａ，ＣａｒｉｇｈｔＨｍｏｄｕｌｅｃｏａｌｇｅｂｒａ，ａｎｄＡｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｎ

ＣａｎｄＡａｒｅｅｎｔｗｉｎｉｎｇｂｙψ：ＣＡ→ＡＣ，ψ（ｃａ）＝ａ（０）ｃａ（１）．ＮｏｔｅｔｈａｔｉｆＨｈａｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅａｎｔｉｐｏｄｅ
Ｓ，ｔｈｅｎψｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅｗｉｔｈψ

－１：ａ ｃ＝ｃＳ－１ａ（１） ａ（０）．
Ｗｈｅｎψｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｎｏｔａｔｉｏｎψ

－１（ａ ｃ）＝αｃαａ．Ｔｈｅｎψ
－１ｉｓｋｌｉｎｅａｒａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓ

αｃ α（ａｂ）＝
β，α
ｃ （βａ）（αｂ），ε（αｃ） α（ａ）＝ε（ｃ）ａ

（
αｃ）１（αｃ）２ α（ａ）＝α（ｃ１）β

（ｃ２）β，αａ，αｃ α１＝ｃ }１ （１）

β
（ｃα）β（ａα）＝ｃ ａ，（αａ）β（αｃ）β ＝ａ ｃ （２）

Ｉｆψｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｎＨｏｍ（Ｃ，Ａ）ｉｓｇｉｖｅｎｂｙｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ
（ｆ＃ｇ）（ｃ）＝ｆ［α（ｃ（２））］［αｇ（ｃ（１））］

ｆｏｒａｌｌｋｌｉｎｅａｒｆ，ｇ∈Ｈｏｍ（Ｃ，Ａ）ａｎｄｃ∈ Ｃ．
Ｓｉｎｃｅ

［（ｆ＃ｇ）＃ｈ］（ｃ）＝（ｆ＃ｇ）［α（ｃ（２））］［αｈ（ｃ（１））］＝ｆ｛β［（α（ｃ（２）））（２）］｝｛βｇ［（α（ｃ（２）））（１）］｝［
αｈ（ｃ（１））］＝

ｆ［
β
（
γ
（ｃ（２）（２）））］｛βｇ［α（ｃ（２）（１））］｝［γαｈ（ｃ（１））］＝ｆ［βγ（ｃ（３））］｛βｇ［α（ｃ（２））］｝［

γαｈ（ｃ（１））］
ａｎｄ

［ｆ＃（ｇ＃ｈ）］（ｃ）＝ｆ［
β
（ｃ（２））］［β（ｇ＃ｈ）（ｃ（１））］＝ｆ［β（ｃ（３））］｛β［ｇ（α（ｃ（２）））

αｈ（ｃ（１））］｝＝
ｆ［
βγ
（ｃ（３））］｛βｇ［α（ｃ（２））］｝［γαｈ（ｃ（１））］

ｆｏｒｋｌｉｎｅａｒａｎｄｆ，ｇ∈Ｈｏｍ（Ｃ，Ａ），ｃ∈Ｃ，（ｆ＃ｇ）＃ｈ＝ｆ＃（ｇ＃ｈ）．ＨｅｎｃｅＨｏｍ（Ｃ，Ａ）ｉｓａｎａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｔｈｅ
ｉｄｅｎｔｉｔｙｅｌｅｍｅｎｔηε．Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｋａｌｇｅｂｒａｂｙ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１）．
ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＣｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄａｎｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｍｏｄｕｌｅ，ａｎｄｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ（Ａ，Ｃ）

ψ
，



ｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｎｋｓｐａｃｅＡ Ｃ ｉｓｇｉｖｅｎｂｙｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ
（ａ ｃ）（ｂ ｄ）＝ａ（αｂ） ｃ（αｃｉ）（ｄｃｉ）

ｆｏｒａｌｌａ，ｂ∈ Ａ，ｃ，ｄ ∈ Ｃ．ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔＡ Ｃ ｉｓａｋａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈａｎｉｄｅｎｔｉｔｙｅｌｅｍｅｎｔ１ε．
ＴｈｅｋａｌｇｅｂｒａｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙＡ＃

ψ
－１Ｃ ａｎｄｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｉｎＡ＃

ψ
－１Ｃｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙａ＃ｃ，ａ∈ Ａ，ｃ ∈ Ｃ．

ＬｅｔＨｂｅａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，ＡａｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａ．Ｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎｔｈａｔ
＃（Ｈ，Ａ） Ａ＃Ｈ ａｓａｌｇｅｂｒａｓ．ＴｈｉｓｒｅｓｕｌｔｗａｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｔｏｔｈｅｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｏｆＤｏｉＫｏｐｐｉｎｅｎｄａｔｕｍ

［６］．Ｉｎ
ｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１） Ａ＃ψ－１Ｃ
．

Ｗｅｃｌａｉｍｅａｓｉｌｙｔｈａｔｔｈｅｍａｐｓ
π：Ａ→ ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１），π（ａ）（ｃ）＝ａε（ｃ）
λ：Ｃｏｐ→ ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１），λ（ｃ）（ｃ）＝ｃ（ｃ）１Ａ
ａｒｅｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓｏｆｋａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｌｅｍｍａ１ Ｌｅｔ（Ａ，Ｃ）
ψ
ｂｅａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄψ ａｂｉｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｅｎ① ［π（ａ）＃λ（ｃ）］（ｃ）＝

ａｃ（ｃ）；②［λ（ｃ）＃π（ａ）］（ｃ）＝ｃ（αｃ）（αａ）ｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｃ ∈ Ｃ，ｃ∈ Ｃ．
Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｃ ∈ Ｃ，ｃ∈ Ｃ，ｗｅｈａｖｅ

［π（ａ）＃λ（ｃ）］（ｃ）＝π（ａ）（α（ｃ（２）））［α（λ（ｃ）（ｃ（１）））］＝ａε（α（ｃ（２）））［α（λ（ｃ）（ｃ（１）））］＝
ａε（ｃ（２））ｃ（ｃ（１））＝ａｃ（ｃ）

［λ（ｃ）＃π（ａ）］（ｃ）＝λ（ｃ）（α（ｃ（２）））［α（π（ａ）（ｃ（１）））］＝
ｃ（α（ｃ（２）））［（αａ）ε（ｃ（１）））］＝ｃ（αｃ）（αａ）

Ｌｅｍｍａ２ ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＣｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｍｏｄｕｌｅ，ａｎｄｌｅｔ｛ｃｉ，ｃｉ｝ｎｉ＝１ｂｅａｆｉｎｉｔｅｄｕａｌ
ｂａｓｉｓ．Ｔｈｅｎｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｗｅｈａｖｅ

［λ（ｃｉ）＃（π（ａ）］ ｃｉ＝π（αａ）＃λ（ｃｉ）α
（ｃｉ）

Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｒａｌｌｘ∈ Ｃ，ａ∈ Ａ，ｓｉｎｃｅｘ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉｃｉ（ｘ），αｘ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｃｉｃｉ（αｘ），

ψ
－１（ａ ｘ）＝ψ

－１（ａ ｃｉｃｉ（ｘ））＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｃｉ（ｘ）（α（ｃｉ）αａ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
（
α
（ｃｉ））ｃｉ（ｘ）αａ＝αｘαａ

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ
［λ（ｃｉ）＃π（ａ）］（ｘ） ｃｉ＝（αａ） ｃｉ（αｘ）ｃｉ＝αａ αｘ＝（αａ）α

（ｃｉ（ｘ）ｃｉ）＝
（αａ）ｃｉ（ｘ）α

（ｃｉ）＝［π（αａ）＃λ（ｃｉ）］（ｘ）α
（ｃｉ）

Ｂｙｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２０１０ｉｎＲｅｆ．［７］，ｗｅｈａｖｅ

λ（ｃｉ）＃π（ａ） ｃｉ＝∑π（αａ）＃λ（ｃｉ）α
（ｃｉ）

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１ ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＣｉｓｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄａｎｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｓａｋｍｏｄｕｌｅ，ａｎｄｌｅｔ｛ｃｉ，ｃｉ｝ｎｉ＝１ｂｅａｆｉｎｉｔｅ
ｄｕａｌｂａｓｉｓ．Ｔｈｅｎｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｄ ∈ Ｃ，ｗｅｈａｖｅ

λ（ｄ）＃π（ａ）＝π（αａ）＃λ（ｃｉ）ｄ（α（ｃｉ））
Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｄ ∈ Ｃ，ｗｅｈａｖｅ

（１ ｄ）［λ（ｃｉ）＃（π（ａ） ｃｉ］＝（１ ｄ）［π（αａ）＃λ（ｃｉ）α
（ｃｉ）］

ｂｙｌｅｍｍａ２．Ｈｅｎｃｅ
λ（ｃｉ）＃π（ａ）ｄ（ｃｉ）＝π（αａ）＃λ（ｃｉ）ｄ（α（ｃｉ））

Ｔｈｅｏｒｅｍ１ ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＣｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ＃（Ｃ，Ａ，ψ
－１） Ａ＃ψ－１Ｃ

 ａｓ
ａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｃ ∈ Ｃ，ｆ∈ ＃（Ｃ，Ａ，ψ
－１），ｄｅｆｉｎｅ

θ：Ａ＃ψ－１Ｃ
 → ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１）

θ（ａ＃ｃ）＝π（ａ）＃λ（ｃ）
：＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１）→ Ａ＃ψ－１Ｃ


（ｆ）＝ｆ（ｃｉ） ｃｉ
Ｗｅｆｉｒｓｔｃｌａｉｍｔｈａｔθ，ａｒｅｍｕｔｕａｌｌｙｉｎｖｅｒｓｅｍａｐｓ．

（。θ）（ａ ｃ）＝［θ（ａ ｃ）］＝［π（ａ）＃λ（ｃ）］＝［π（ａ）＃λ（ｃ）］（ｃｉ） ｃｉ ＝

８９２ ＧｕｏＧｕａｎｇｑｕａｎ



ａｃ（ｃｉ） ｃｉ ＝ａ ｃ

Ｔｈｅｌａｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｉｎｆｅｒｒｅｄｂｙ① ｉｎｌｅｍｍａ１．
（θ（ｆ）（ｃ）＝θ［（ｆ）］＝θ（ｆ（ｃｉ） ｃｉ）（ｃ）＝［π（ｆ（ｃｉ））＃λ（ｃｉ）］（ｃ）＝ｆ（ｃｉ）ｃｉ（ｃ）＝ｆ（ｃ）

Ｎｅｘｔ，ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔθｉｓａｎａｌｇｅｂｒａｉｃｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．
θ［（ａ＃ｃ）（ｂ＃ｄ）］＝θ［ａ（αｂ） ｃ（α（ｃｉ））（ｄｃｉ）］＝π（ａ（αｂ））＃ｃ（α（ｃｉ））λ（ｄ ｃｉ）＝

π（ａ）＃π（αｂ）＃ｃ（α（ｃｉ））λ（ｃｉ）＃λ（ｄ）＝
π（ａ）＃λ（ｃ）＃π（ｂ）＃λ（ｄ）＝θ（ａ＃ｃ）θ（ｂ＃ｄ）

Ｔｈｅｌａｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｉｎｆｅｒｒｅｄｂｙｃｏｒｏｌｌａｒｙ１．
Ｈｅｎｃｅ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１） Ａ＃ψ－１Ｃ
 ａｓａｌｇｅｂｒａｓ．

２ ＯｎＵｌｂｒｉｃｈ’ｓＲｅｓｕｌｔ

Ｋ．Ｈ．Ｕｌｂｒｉｃｈ［８］ｐｒｏｖｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ：ＩｆＨｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａａｎｄＡｉｓａ
ｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａ，ｔｈｅｎ

Ａ＃Ｈ ＥｎｄＨＡ（Ｈ Ａ）
Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅｓａｍｅｒｅｓｕｌｔｆｏｒｃｏａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｆｏｒａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ（Ａ，Ｃ）
ψ
，ＭＣＡ（ψ）ｉｓｔｈｅｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｒｉｇｈｔ（Ａ，Ｃ）ψｍｏｄｕｌｅｓ．ＴｈｅｏｂｊｅｃｔｓｏｆＭ

Ｃ
Ａ（ψ）

ａｒｅｒｉｇｈｔｍｏｄｕｌｅｓａｎｄｒｉｇｈｔＣｃｏｍｏｄｕｌｅｓＭｓｕｃｈｔｈａｔ
ρＭ（ｍａ）＝ｍ（０）ψ（ｍ（１） ａ）＝ｍ（０）ａα ｍ（１）

α ｍ∈ Ｍ；ａ∈ Ａ
ＴｈｅｍｏｒｐｈｉｓｍｓｉｎＭＣＡ（ψ）ａｒｅｒｉｇｈｔＡｍｏｄｕｌｅａｎｄｒｉｇｈｔＣｃｏｍｏｄｕｌｅｍａｐｓ．
ＴｈｅｒｉｇｈｔＡａｃｔｉｏｎａｎｄｒｉｇｈｔＣｃｏａｃｔｉｏｎｏｎＣ Ａａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ

Ｃ Ａ Ａ→ Ｃ Ａ
ｃ ａ ｂ｜→ｃ ａｂ
Δ
ｒ
ＣＡ：Ｃ Ａ→ Ｃ Ａ Ｃ
Δ
ｒ
ＣＡ（ｃ ａ）＝ｃ（１） ａα ｃ（２）α

ｆｏｒａｌｌａ∈ Ａ，ｃ∈ Ｃ．ＩｔｍａｙｂｅｅａｓｉｌｙｖｅｒｉｆｉｅｄｔｈａｔＣ Ａ∈ Ｍ
Ｃ
Ａ（ψ）．

Ｌｅｍｍａ３ Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（Ａ，Ｃ）
ψ
ｉｓａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ｔｈｅｎｆｏｒａｌｌ∈Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ），ｃ１∈ Ｃ

Ａ，ｗｅｈａｖｅ
α
（ｃ（１））α［（ε ｉｄＡ）（ｃ（１）１）］＝（ｃ１）

Ｐｒｏｏｆ Ｗｅｗｒｉｔｅ（ｃ１）＝∑ｃｉ ａｉ，ｔｈｅｎ

Δ
ｒ
ＣＡ［（ｃ１）］＝∑ｃｉ（１）ψ（ｃｉ（２） ａｉ）
（ Ｃ）Δ

ｒ
ＣＡ（ｃ１）＝（ Ｃ）（ｃ（１）ψ（ｃ（２）１））＝（ Ｃ）（ｃ（１）１ ｃ（２））＝

（ｃ（１）１） ｃ（２）
Ｈｅｎｃｅ

∑ｃｉ（１）ψ（ｃｉ（２） ａｉ）＝（ｃ（１）１） ｃ（２）
Ａｐｐｌｙｉｎｇ（ε ｉｄＡ ｉｄＣ）ｔｏｔｈｉｓｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｒｅｓｕｌｔｔｈａｔ

（ψ）（ｃ１）＝∑ψ（ｃｉ ａｉ）＝（ε ｉｄＡ）（ｃ（１）１） ｃ（２）
Ｔｈｕｓ

α
（ｃ（２））α［（ε ｉｄＡ）（ｃ（１）１）］＝（ｃ１）

Ｌｅｍｍａ４ Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（Ａ，Ｃ）
ψ
ｉｓａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．Ｉｆψｉｓｂｉｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎ

珘ω：Ｈｏｍｋ（Ｃ，Ａ）→Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ）
珘ω（ｆ）（ｃ ａ）＝α（ｃ（２））［αｆ（ｃ（１））］ａ

ｉｓａｒｉｇｈｔＣｃｏｍｏｄｕｌｅａｎｄｒｉｇｈｔＡｍｏｄｕｌｅｍａｐ．
Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｒａｌｌｃ ａ∈ Ｃ Ａ，ｆ∈Ｈｏｍｋ（Ｃ，Ａ），

［（珘ω（ｆ） Ｃ）Δ
ｒ
ＣＡ］（ｃ ａ）＝（珘ω（ｆ） ｉｄＣ）（ｃ（１） ａγ（ｃ（２）γ））＝

珘ω（ｆ）（ｃ（１） ａγ）（ｃ（２））γ ＝α（ｃ（２））αｆ（ｃ（１））ａγ ｃ（３）γ

［Δ
ｒ
ＣＡ珘ω（ｆ）］（ｃ ａ）＝Δ

ｒ
ＣＡ［珘ω（ｆ）（ｃ ａ）］＝Δ

ｒ
ＣＡ｛α（ｃ（２））［αｆ（ｃ（１））］ａ｝＝

［
α
（ｃ（２））］（１）｛［αｆ（ｃ（１））］ａ｝β［α（ｃ（２））］（２）β ＝［α（ｃ（２））］（１）［

αｆ（ｃ（１））］βａγ

９９２Ｔｈｅｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｓｏｆｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ



［
α
（ｃ（２））］（２）β

，γ ＝α（ｃ（２））［δ
，αｆ（ｃ（１））］βａγ［δ（ｃ（３））］β

，γ ＝α（ｃ（２））αｆ（ｃ（１））ａγ ｃ（３）γ

Ｈｅｎｃｅ，Δｒ
ＣＡ珘ω（ｆ）＝（珘ω（ｆ） ｉｄＣ）］Δ

ｒ
ＣＡ，ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔ珘ω（ｆ）ｉｓａｒｉｇｈｔＣｃｏｍｏｄｕｌｅ．Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｌｙ

ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄｔｈａｔ珘ω（ｆ）ｉｓａｒｉｇｈｔＡｌｉｎｅａｒｍａｐ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２ Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（Ａ，Ｃ）

ψ
ｉｓａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．Ｉｆψ ｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎ＃（Ｃ，Ａ，ψ

－１）
Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ）ａｓａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｐｒｏｏｆ Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｄｅｆｉｎｅ
τ：Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ）→Ｈｏｍｋ（Ｃ，Ａ）
τ（）（ｃ）＝（ε ｉｄＡ）（ｃ１）

ｆｏｒａｌｌｃ∈ Ｃ，∈Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ），ｔｈｅｎ
（τ珘ω）（ｆ）（ｃ）＝［τ（珘ω（ｆ））］（ｃ）＝（ε ｉｄＡ）珘ω（ｆ）（ｃ１）＝（ε ｉｄＡ）（α（ｃ（１））αｆ（ｃ（２）））＝
ε（α（ｃ（１）））αｆ（ｃ（２）））＝ｆ（ｃ）

（珘ωτ）（）（ｃ ａ）＝珘ω（τ（））（ｃ ａ）＝α（ｃ（２））［ατ（）（ｃ（１））］ａ＝α（ｃ（２））α［（ε Ａ）
（ｃ（１）１）］ａ＝（ｃ１）ａ＝（ｃ ａ）

Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔ珘ω ｉｓａｋｍｏｄｕｌｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．Ｎｅｘｔ，
［珘ω（ｆ）珘ω（ｇ）］（ｃ ａ）＝珘ω（ｆ）［珘ω（ｇ）（ｃ ａ）］＝珘ω（ｆ）（α（ｃ（２））αｇ（ｃ（１））ａ）＝

γ
（（
α
（ｃ（２）））（２））［γｆ（（α（ｃ（２）））（１））］［αｇ（ｃ（１））ａ］＝γ（（β（ｃ（３））））

［γｆ（α（ｃ（２）））］［β
，αｇ（ｃ（１））ａ］＝γ，α（ｃ（３））［γｆ（β（ｃ（２）））］［

α，βｇ（ｃ（１））ａ］＝
α
（ｃ（３））α｛ｆ［

β
（ｃ（２））］［βｇ（ｃ（１））］｝ａ＝α（ｃ（２））［α（ｆ＃ｇ）（ｃ（１））］ａ＝珘ω（ｆ＃ｇ）（ｃ ａ）

ｆｏｒａｌｌｃ ａ∈ Ｃ Ａ，ｆ，ｇ∈Ｈｏｍｋ（Ｃ，Ａ）．Ｈｅｎｃｅ珘ω ｉｓａｎａｌｇｅｂｒａｉｃｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２ Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ（Ａ，Ｃ）

ψ
ｉｓａｎｅｎｔｗｉｎｉｎｇｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，Ｃｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｍｏｄｕｌｅ．

Ｉｆψｉｓａｂｉｊｅｃｔｉｖｅ，ｔｈｅｎＡ＃ψ－１Ｃ
 Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ）ａｓａｌｇｅｂｒａｓ．

Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｌｌｏｗｓｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙｆｒｏｍｌｅｍｍａ２ａｎｄｔｈｅｏｒｅｍ２．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３［８］ ＬｅｔＨｂｅａＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，ａｎｄＡｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａ．ＩｆＨｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｋｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎＡ＃Ｈ Ｅｎｄ－Ｃ－Ａ（Ｃ Ａ）ａｓａｌｇｅｂｒａｓ．
Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｌｌｏｗｓｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙｆｒｏｍｅｘａｍｐｌｅ１ａｎｄｃｏｒｏｌｌａｒｙ２．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

［１］ＢｒｚｅｚｉｎｓｋｉＴ．Ｍｏｄｕｌｅａｎｄｃｏａｌｇｅｂｒａｇａｌｏｉｓｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｌｇｅｂｒａ，１９９９，２１５（１）：２９０ ３１７．
［２］ＢｒｚｅｚｉｎｓｋｉＴ．Ｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔｓｂｙａｃｏａｌｇｅｂｒａ［Ｊ］．ＣｏｍｍＡｌｇｅｂｒａ，１９９７，２５（１０）：３５５１ ３５７５．
［３］ＢｒｚｅｚｉｎｓｋｉＴ，ＭＨａｊａｃＰ．Ｃｏａｌｇｅｂｒａｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓａｎｄａｌｇｅｂｒａｃｏｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓｏｆｇａｌｏｉｓｔｙｐｅ［Ｊ］．ＣｏｍｍＡｌｇｅｂｒａ，１９９９，２７（４）：１３４７
１３７６．

［４］ＢｒｚｅｚｉｎｓｋｉＴ．ＦｒｏｂｅｎｉｕｓｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄＭａｓｃｈｋｅｔｙｐｅｔｈｅｏｒｅｍｓｆｏｒｅｎｔｗｉｎｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃＡｍｅｒＭａｈＳｏｃ，１９９９，１２８（５）：２２６１
２２７０．

［５］ＳｗｅｅｄｌｅｒＭ．Ｈｏｐｆａｌｇｅｂｒａｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ｂｅｎｊａｍｉｎ，１９６９１０ １２．
［６］ＫｏｐｐｉｎｅｎＭ．Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｎｔｈｅｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｇｒｏｕｐｇｒａｄｅｄｒｉｎｇｓ［Ｊ］．ＪＰｕｒｅＡｐｐｌＡｌｇｅｂｒａ，１９８９，５９（１）：１２５
１５０．

［７］ＡｎｄｅｒｓｏｎＦＷ，ＦｕｌｌｅｒＫＲ．Ｒｉｎｇｓａｎｄｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆｍｏｄｕｌｅｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９７４．２４２ ２４３．
［８］ＵｌｂｒｉｃｈＫＨ．Ｓｍａｓｈｐｒｏｄｕｃｔｓａｎｄｃｏｍｏｄｕｌｅｓｏｆｌｉｎｅａｒｍａｐｓ［Ｊ］．ＴｓｕｋｕｂａＪＭａｔｈ，１９９０，１４（２）：３７１ ３７８．

缠绕结构的 ｓｍａｓｈ积
郭广泉

（南京晓庄学院数学系，南京 ２１００１７）

摘 要 令 ｋ是交换环，Ｃ是投射ｋ余代数．本文讨论了具有缠绕结构（Ａ，Ｃ）
ψ
的Ｃ余模Ａ的

ｓｍａｓｈ积．当ψ是双射，并且 Ｃ是有限生成投射ｋ余代数时，证明了余代数的Ｕｌｂｒｉｃｈ定理．
关键词 余代数；缠绕结构；ｓｍａｓｈ积
中图分类号 Ｏ１５３３
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