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Ｔｈｅｐｌａｎｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ．Ｉｎｓｅｃｔｉｏｎ１
ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｏｒｅｍ ２ｆｏｒｋ≤ ０．Ｉｎｓｅｃｔｉｏｎ２ｗｅ
ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｖｅｎｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｋ＝１ａｎｄｐｒｏｖｅ
ｔｈｅｏｒｅｍ３ｂｙａｓｈｏｏｔｉｎｇａｒｇｕｍｅｎｔ．

１ ＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅＳｏｌｕｔｉｏｎ：ｋ
≤０
Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

ｐｒｏｂｌｅｍ
ｕｉｖ＋２ｕ″＋（１－ｋ）ｕ＋ｕ３ ＝０ ｘ＞０

（１６）

（ｕ，ｕ′，ｕ″，ｕ）（０）＝（α，０，β，０） （１７）
ｗｈｅｒｅα ＞０ａｎｄβ（α）＝－ ２Ｆ（α槡 ）．

Ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｓｏｍｅｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｕ（ｘ，α）．

Ｌｅｍｍａ１ Ｌｅｔｋ≤０．Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙα∈Ｒ＋

ｘ１（α）＜π
槡２

ｗｈｅｒｅｘ１（α）＝
ｄｅｆ
ｓｕｐ｛ｘ＞０：ｕ（ｘ，α）＞０ｏｎ［０，ｘ）｝．

Ｐｒｏｏｆ Ｌｅｔｖ＝ ｕ
α
，ｔｈｅｎｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１６）ａｎｄ

（１７）ｙｉｅｌｄｓ
ｖｉｖ＋２ｖ″＋（１－ｋ）ｖ＋α２ｖ３ ＝０ ｘ＞０ （１８）

（ｖ，ｖ′，ｖ″，ｖ）（０）＝ １，０，－ （１－ｋ）＋１２α槡 ２，( )０
（１９）

Ｆｏｒｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ，ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｘ１（α）≥ π
槡２
．

Ｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（１９），ｏｎｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆ
（１８）ｓｈｏｗｓｔｈａｔ

ｖ＋２ｖ′＜０ ｏｎ（０，ｘ１（α）］
Ｔｈｕｓ，ｉｆｗｅｓｅｔｗ＝ｖ′，ａｎｄｒｅｍｅｍｂｅｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｇａｉｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ
ｗ″＋２ｗ＜０ ｏｎ（０，ｘ１（α）］ （２０）

ｗ（０）＝０，ｗ′（０）＝－ （１－ｋ）＋１２α槡 ２ （２１）

Ｓｅｔｈ（ｘ）＝ １－ｋ
２ ＋１４α槡 ２ ｓｉｎ（槡２ｘ），ａｎｄ

ｄｅｆｉｎｅｔｈｅａｕｘｉｌｉａｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｙ（ｘ）＝ｗ（ｘ）ｈ（ｘ） ０＜ｘ＜π
槡２

（２２）

Ｔｈｅｎ
ｙ′＝ｈ－２Ｗ（ｘ） （２３）

ｗｈｅｒｅＷ（ｘ）＝ ｗ′（ｘ）ｈ（ｘ）－ｗ（ｘ）ｈ′（ｘ）ｉｓｔｈｅ
Ｗｒｏｎｓｋｉａｎｏｆｗａｎｄｈ．Ｎｏｔｅｔｈａｔ

Ｗ（０）＝０，Ｗ′＝ｗ″ｈ－ｗｈ″＜０ ｏｎ ０，π
槡( )２
（２４）

ｓｉｎｃｅｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｘ１（α）≥π
槡２
．ＨｅｎｃｅＷ（ｘ）＜０，

ａｎｄｓｏｙ′（ｘ）＜０ｆｏｒ０＜ｘ＜π
槡２
．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ

ｙ（ｘ）＜ｙ（０）＝ｌｉｍ
ｘ→０

＋

ｗ′（ｘ）
ｈ′（ｘ）＝－１

０＜ｘ＜π
槡２

（２５）

ＢｙＬ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓｒｕｌｅ，ａｎｄ

ｖ′（ｘ）＜－ １－ｋ
２ ＋１４α槡 ２ｓｉｎ（槡２ｘ）

０＜ｘ＜π
槡２

（２６）

２０３ ＺｈｏｕＨｕａ，ａｎｄＴａｎｇＪｉａｎ



Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｖｅｒ（０，ｘ），ｔｈｉｓｙｉｅｌｄｓ

ｖ（ｘ）＜ｖ（ｘ）＝
ｄｅｆ
１＋１２ （１－ｋ）＋１２α槡 ２·

［－１＋ｃｏｓ（槡２ｘ）］ ０＜ｘ＜π
槡２

（２７）

Ｎｏｔｅｔｈａｔｆｏｒｋ≤０ａｎｄａｎｙα∈Ｒ＋

－１＜１－ ２

（１－ｋ）＋１２α槡 ２
＜１

Ｓｏ，ｗｅｃａｎｄｅｆｉｎｅ

τ０（α）＝
１
槡２ [ａｒｃｃｏｓ１－ ２

（１－ｋ）＋１２α槡
]
２

Ｔｈｅｎ，

０＜τ０（α）＜π
槡２

（２８）

Ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｆｒｏｍ（２７）ａｎｄ（２８）ｔｈａｔ
ｖ（τ０（α））＜ｖ（τ０（α））＝０

Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｖ（τ０（α））≥０ｓｉｎｃｅｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｘ１（α）

≥ π
槡２
．Ｔｈｕｓｗｅｇｅｔａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ，ｓｏｔｈａｔｘ１（α）＜

π

槡２
，ａｓａｓｓｅｒｔｅｄ．

Ｎｅｘｔ，ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔｘ１（α）ｈａｓｎｏｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ．Ｉｎｆａｃｔ，ｕ（ｘ，α）→０ｒａｐｉｄｌｙｗｈｅｎαｉｓ
ｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈ．

Ｌｅｍｍａ２ Ｌｅｔｋ≤１．Ｔｈｅｎ
ｌｉｍ
α→＋∞

ｘ１（α）＝０

Ｐｒｏｏｆ Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｉｓｌｅｍｍａｉｓｂａｓｅｄｏｎａ
ｓｃａｌｉｎｇａｒｇｕｍｅｎｔ．Ｉｔｉｓｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｔｏｓｃａｌｅｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓ
ｗｈｅｎαｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ．Ｓｅｔ

ｔ＝αｈｘ，ｖ（ｔ）＝αｌｕ（ｘ） （２９）
ｗｈｅｒｅｈａｎｄｌａｒｅｔｗｏｃｏｎｓｔａｎｔｓｔｏｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｌａｔｅｒ．Ｔｈｅｎｐｒｏｂｌｅｍ（１６）ａｎｄ（１７）ｂｅｃｏｍｅｓ

ｖｉｖ＋２α－２ｈｖ″＋（１－ｋ）α－４ｈｖ＋α－４ｈ－２ｌｖ３ ＝０
ｔ＞０ （３０）

ｖ（０）＝αｌ＋１

ｖ′（０）＝０

ｖ″（０）＝－αｌ－２ｈ＋１ （１－ｋ）＋１２α槡 ２

ｖ（０）＝










０

（３１）

Ｌｅｔｈａｎｄｌｓａｔｉｓｆｙ
４ｈ＋２ｌ＝０
ｌ＋１＝{ ０

ｗｈｉｃｈｙｉｅｌｄｓｈ＝１?２ａｎｄｌ＝－１．ＬｅｔＶｂｅｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｌｉｍｉｔｐｒｏｂｌｅｍｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｐｒｏｂｌｅｍ
（３０）ａｎｄ（３１）ｂｙｌｅｔｔｉｎｇαｔｅｎｄｔｏｉｎｆｉｎｉｔｙ：

Ｖｉｖ＝－Ｖ３ ｔ＞０ （３２）

（Ｖ，Ｖ′，Ｖ″，Ｖ）（０）＝ １，０，－槡２２，( )０ （３３）

Ｔｈｅｎ，ｓｉｎｃｅｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（３０）ａｎｄ（３１）ｉｓａｒｅｇｕｌａｒ
ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｏｆｐｒｏｂｌｅｍ（３２）ａｎｄ（３３），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

（ｖ，ｖ′，ｖ″，ｖ）（ｔ，α）→（Ｖ，Ｖ′，Ｖ″，Ｖ）（ｔ）
ａｓα→ ∞ （３４）

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙａｔｃｏｍｐａｃｔｉｎｔｅｒｖａｌｓ．Ｐｌａｉｎｌｙ，ａｓｌｏｎｇａｓＶ
＞０

Ｖ ＜０，Ｖ″＜－槡
２
２，Ｖ′＜０ （３５）

Ｄｅｆｉｎｅ
ｔ１ ＝ｓｕｐ｛ｔ＞０：Ｖ＞０ ｏｎ（０，ｔ）｝

Ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔ

ｔ１ ＜２
３
４ （３６）

Ｉｎ ｆａｃｔ， ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ（３２） ａｎｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（３３），ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔ

Ｖ（ｔ）＝－∫
ｔ

０
Ｖ３（ｓ）ｄｓ＜０ ｏｎ（０，ｔ１］

Ｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（３３）ａｇａｉｎ，ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｓｙｉｅｌｄ：

Ｖ″（ｔ）＜－槡２２ ｏｎ（０，ｔ１］ （３７）

Ｖ′（ｔ）＜－槡２２ｔ ｏｎ（０，ｔ１］ （３８）

Ｖ（ｔ）＜１－槡２４ｔ
２ ｏｎ（０，ｔ１］ （３９）

Ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｆｒｏｍ（３９）ｔｈａｔｔ１ ＜∞．Ｉｎｐａｒｔｉ
ｃｕｌａｒ，ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔ

１－槡２４ｔ
２
１ ＞Ｖ（ｔ１）＝０

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ（３６）ｈｏｌｄｓ．Ｒｅｔｕｒｎｉｎｇｔｏｔｈｅ
ｏｒｉｇｉｎａｌｖａｒｉａｂｌｅｓａｎｄｎｏｔｉｃｉｎｇ（３４）ａｎｄ（３６），ｗｅｆｉｎｄ
ｔｈａｔｉｆαｉｓｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈ

ｘ１（α）＜
２
３
４

槡α
＜ ２
槡α

（４０）

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｌｉｍ
α→＋∞

ｘ１（α）＝０，ａｓａｓｓｅｒｔｅｄ．

Ｌｅｍｍａ３ Ｌｅｔｋ≤０．Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙα∈Ｒ＋：
① ｕ（ｘ，α）ｓｔｒｉｃｔｌｙｄｅｃｒｅａｓｅｓｏｎ（０，ｘ１（α））；
② ｕ（ｘ，α） ｓｔｒｉｃｔｌｙ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｉｎ ａ ｒｉｇｈｔ

ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆｘ１（α）．

Ｐｒｏｏｆｏｆ① Ｌｅｔｖ＝ ｕ
α
，ｔｈｅｎｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ

（１６）ａｎｄ（１７）ｙｉｅｌｄｓ
ｖｉｖ＋２ｖ″＋（１－ｋ）ｖ＋α２ｖ３ ＝０ ｘ＞０

（４１）

（ｖ，ｖ′，ｖ″，ｖ）（０）＝ １，０，－ （１－ｋ）＋１２α槡 ２，( )０
（４２）

Ｔｏｐｒｏｖｅ①，ｉｔｉｓｎｅｃｅｓｓａｒｙｔｏｐｒｏｖｅ
ｖ′（ｘ）＜０ ０＜ｘ＜ｘ１（α） （４３）

Ｆｒｏｍｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（４２）ｗｅｓｅｅｔｈａｔｆｏｒｋ≤０，

３０３ＳｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｗｉｆｔＨｏｈｅｎｂｅｒｇｅｑｕａｔｉｏｎ



（ｖ″＋２ｖ）（０）＝２－ （１－ｋ）＋１２α槡 ２ ＜１

（ｖ″＋２ｖ）′（０）＝
}

０
（４４）

ｗｈｉｌｅ０≤ ｘ＜ｘ１（α）
（ｖ″＋２ｖ）″（ｘ）＝－（１－ｋ）ｖ－α２ｖ３ ＜０（４５）

Ｈｅｎｃｅ，ｂｙ（４４），
（ｖ″＋２ｖ）′＜０ ｏｎ（０，ｘ１（α）） （４６）

ａｎｄｕｓｉｎｇ（４４）
ｖ″＋２ｖ－１＜０ ｏｎ（０，ｘ１（α）） （４７）
Ｉｆｎｏｗｗｅｍｕｌｔｉｐｌｙｔｈｉｓｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｂｙｖ′，ｔｈｅｎ，ａｓ

ｌｏｎｇａｓｖ′＜０，ｗｅｈａｖｅ
ｖ′ｖ″＋２ｖｖ′－ｖ′＞０

ｏｒ
（ｖ′）２
２ ＋ｖ２－[ ]ｖ′＞０

Ｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（４２），ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔａｓ
ｌｏｎｇａｓｖ≥０ａｎｄｖ′＜０，

（ｖ′）２
２ ＋ｖ２－ｖ＞０ （４８）

Ｉｆｖ′＝０ａｔｓｏｍｅｐｏｉｎｔｘ０∈ （０，ｘ１（α）），ｔｈｅｎ（４８）
ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｖ（ｘ）ｉｍｐｌｙｔｈａｔ
ｖ（ｘ０）≥１，ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｖ（０）＝１ａｎｄｖ′＜０ａｔ
（０，ｘ０）．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ①．

Ｐｒｏｏｆｏｆ② Ｆｒｏｍ ① ａｎｄｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆ
ｘ１（α），ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔ

ｕ（ｘ１（α），α）＝０，ｕ′（ｘ１（α），α）≤０
Ｆｕｒｔｈｅｒ，ｉｆｕ′（ｘ１（α），α）＝０，ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｉｄｅｎｔｉｔｙ（６）
ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

ｕ″（ｘ１（α），α）＝０
Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ（１６）ｏｎ（０，ｘ１（α）），ｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（１７），ｙｉｅｌｄｓ

ｕ（ｘ１（α），α）＝－∫
ｘ１（α）

０
［（１－ｋ）ｕ＋ｕ３］ｄｘ＜０

Ｓｏ，ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｕ′（ｘ，α） ＜ ０ｉｎａｒｉｇｈｔ
ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆｘ１（α）．

２ ＰｅｒｉｏｄｉｃＳｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｋ＝１

Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆｅｖｅｎ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｉｎｖｏｌｖｅｓａｄｅｔａｉｌｅｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ
ｕｉｖ＋２ｕ″＋（１－ｋ）ｕ＋ｕ３ ＝０ ｘ＞０ （４９）
（ｕ，ｕ′，ｕ″，ｕ）（０）＝（α，０，－ ２Ｆ（α槡 ），０） （５０）
ｗｈｅｒｅα ＞０ｉｓａｓｈｏｏｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒ．Ｔｏｆｉｎｄｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｗｅｎｅｅｄｔｏｓｅｅｋａｐｏｓｉｔｉｖｅｖａｌｕｅｏｆα ｓｕｃｈ
ｔｈａｔｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｕ（ｘ，α）ｈａｓｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ：

ｕ″（ｘ，α）＜０，ｕ（ｘ，α）＞０
０≤ ｘ＜Ｔ （５１）

ｕ（Ｔ，α）＝０，ｕ″（Ｔ，α）＝０ （５２）
ｆｏｒｓｏｍｅｆｉｎｉｔｅＴ＝ Ｔ（α）＞０．Ｔｈｅｎ，ｕｃａｎｂｅ

ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｙｃｏｎｔｉｎｕｅｄａｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（２）ｏｎ［０，
２Ｔ］．Ｉｎｖｉｅｗ ｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（５０），ｗｅ
ｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｕｃａｎｂｅｃｏｎｔｉｎｕｅｄａｓａｎｅｖｅｎｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｎ［－２Ｔ，２Ｔ］，ａｎｄｆｉｎａｌｌｙａｓａｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ
（２）ｏｎＲｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄ４Ｔ．Ｔｏｆｉｎｄｔｈｅａｂｏｖｅα，ｗｅ
ｎｅｅｄｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｚｅｒｏｓｏｆｕａｎｄｕ″
ｆｏｒｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒα．Ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔｕ″ｖａｎｉｓｈｅｓ
ｂｅｆｏｒｅｕｖａｎｉｓｈｅｓｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌα＞０，ａｎｄｔｈａｔ
ｕｖａｎｉｓｈｅｓｂｅｆｏｒｅｕ″ｖａｎｉｓｈｅｓｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅα
＞０．Ｔｈｅｎ，ｗｅｕｓｅａｓｈｏｏｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈａ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙａｒｇｕｍｅｎｔ，ｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆα ａｎｄ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｏｒｅｍ３．

Ｌｅｔｕ（ｘ，α）ｂｅｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（４９）ａｎｄ（５０）．
Ｔｈｅｎ，ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓｓｔａｔｅｄｉｎ（５１），ｗｅ
ｄｅｆｉｎｅ
τ（α）＝ｓｕｐ｛ｘ＞０：ｕｕ″＜０ ｏｎ［０，ｘ）｝

α∈Ｒ＋ （５３）
Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｆｒｏｍｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（５０）ｔｈａｔτｉｓｗｅｌｌ
ｄｅｆｉｎｅｄ．Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｅｍｍａ ｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓａｎｄｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆτ（α）
ｗｈｉｃｈａｒｅｅｓｓｅｎｔｉａｌｆｏｒｏｕｒａｎａｌｙｓｉｓ．

Ｌｅｍｍａ４ Ｌｅｔ０＜ｋ≤１ａｎｄα∈Ｒ＋．Ｔｈｅｎ
①τ（α）＜∞；
② ｕ（τ（α），α）ｕ″（τ（α），α）＝０；
③τｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔｅａｃｈα∈Ｒ＋．
Ｐｒｏｏｆｏｆ① Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔτ ＝∞ｆｏｒｓｏｍｅα∈

Ｒ＋．Ｔｈｅｎｕ″＜０ａｎｄｕ＞０ｆｏｒａｌｌｘ＞０．Ｂｅｃａｕｓｅ
ｕ′（０）＝０，ｔｈｉｓｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅ．Ｔｈｕｓτ（α）＜∞ ｏｎ
Ｒ＋．

Ｐｒｏｏｆｏｆ② Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆ
τ（α）ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｕａｎｄｕ″．

Ｐｒｏｏｆｏｆ③ Ｌｅｔα ∈ Ｒ＋，ａｎｄｌｅｔτ ＝
τ（α

）．Ｔｈｅｒｅａｒｅｔｗｏｃａｓｅｓｔｏｂｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．
Ｃａｓｅ１ ｕ（τ，α）＝０．Ｉｆｕ（τ，α）＝０，

ｔｈｅｎｆｒｏｍｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆτｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｕ″（ｘ，α）
＜０ｏｎ［０，τ）．Ｈｅｎｃｅ，ｂｅｃａｕｓｅｕ′（０，α）＝０，ｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｕ′（τ，α）＜０．Ｔｈｕｓ，ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｆｒｏｍ
ｔｈｅｉｍｐｌｉｃｉｔｆｕｎｃｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍｔｈａｔτ ｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔ
α
．
Ｃａｓｅ２ ｕ″（τ，α）＝０．Ｉｆｕ（τ，α）＞０，

ｔｈｅｎｕ″（τ，α）＝０．Ｈｅｎｃｅ，ｂｙｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆτ，
ｗｅｈａｖｅｕ″（ｘ，α）＜０ａｔ［０，τ），ａｎｄｔｈｅｒｅｆｏｒｅｉｎ
ｖｉｅｗｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕ′（０，α）＝０，ｗｅｆｉｎｄ
ｔｈａｔｕ′（τ，α）＜０．Ｔｈｕｓ，ｗｅｃａｎａｐｐｌｙｔｈｅｉｍｐｌｉｃｉｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍａｇａｉｎｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔτｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｔ
α
．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｌｅｍｍａ４．
Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔｕｖａｎｉｓｈｅｓ

ｂｅｆｏｒｅｕ″ｖａｎｉｓｈｅｓｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅα＞０．Ｉｎｆａｃｔ，
ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｌｅｍｍａ２（ｓｅｅ（２９）（３６））．

Ｌｅｍｍａ５ Ｌｅｔ０＜ｋ≤１．Ｔｈｅｎ

４０３ ＺｈｏｕＨｕａ，ａｎｄＴａｎｇＪｉａｎ



ｕ（τ，α）＝０，ｕ′（τ，α）＜０，ｕ″（τ，α）＜０
ｆｏｒα∈Ｒ＋ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ．

Ｎｅｘｔ，ｗｅｓｈａｌｌｐｒｏｖｅｔｈａｔｕ″ｖａｎｉｓｈｅｓｂｅｆｏｒｅｕ
ｖａｎｉｓｈｅｓｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌα＞０．Ｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｋ
ｉｓｆｏｕｎｄｔｏｂｅａｃｒｉｔｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒａｎｄｉｔｐｌａｙｓａｎ
ｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｏｌｅｉｎｏｕｒａｎａｌｙｓｉｓ．Ｈｅｒｅｗｅｓｈｏｕｌｄｉｎｄｉｃａｔｅ
ｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＹ．ＴａｏａｎｄＪ．Ｚｈａｎｇ［１２］ｆｏｒ０＜ｋ＜１
ｉｓｂａｓｅｄｏｎａｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎａｒｇｕｍｅｎｔ，ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅ
ｌｉｎｅａｒｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｓｎｏｌｏｎｇｅｒｖａｌｉｄｆｏｒｋ＝１．Ｆｏｒ
ｔｈｉｓｃａｓｅ，ｗｅｆｏｌｌｏｗｔｈｅｍｅｔｈｏｄｉｎＲｅｆ．［１３］ａｎｄｕｓｅ
ａｎａｕｘｉｌｉａｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．

Ｌｅｍｍａ６ Ｌｅｔｋ＝１．Ｔｈｅｎ
ｕ（τ，α）＞０，ｕ″（τ，α）＝０，ｕ（τ，α）＞０

ｆｏｒα∈Ｒ＋ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ．
Ｐｒｏｏｆ Ｉｔｉｓｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｔｏｓｃａｌｅｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓ．Ｓｅｔ

ｔ＝槡２ｘ，ｖ（ｔ）＝
１
α
ｕ（ｘ） （５４）

ｔｈｅｎｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（４９）ａｎｄ（５０）ｙｉｅｌｄｓ

ｖｉｖ＋ｖ″＝－α
２

４ｖ
３ ｔ＞０ （５５）

（ｖ，ｖ′，ｖ″，ｖ）（０）＝（１，０，－α
槡２２
，０） （５６）

Ｓｉｎｃｅｖ″（０）＜０，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｖ″＜０ｉｎａ
ｒｉｇｈｔｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎ．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｖ″＜０
ａｓｌｏｎｇａｓｖ＞０．Ｏｆｃｏｕｒｓｅ，ｔｈｅｎｖ′＜０ａｓｌｏｎｇａｓｖ
＞０．Ｗｅｓｈａｌｌｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｉｓｌｅａｄｓｔｏａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｉｆ
α∈Ｒ＋ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ．

Ｓｅｔｗ＝ｖ．Ｔｈｅｎ，ｂｅｃａｕｓｅｖ′＜０ａｓｌｏｎｇａｓｖ
＞０，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｗ″＋ｗ＝－３α
２

４ｖ
２ｖ′＞０

ｗ（０）＝０

ｗ′（０）＝ｍ（α）＝
ｄｅｆ α

槡２２
－α

２

４ ＝
α

槡２２
１－α
槡( )２

ｈｅｒｅｗｅｔａｋｅ０＜α ＜槡２ａｎｄｓｏｍ（α）＞０．
Ａｓａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ

ｓｏｌｕｔｉｏｎｈｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ
ｈ″＋ｈ＝０，ｈ（０）＝０，ｈ′（０）＝ｍ（α）
Ｐｌａｉｎｌｙ，ｈ（ｔ）＝ｍ（α）ｓｉｎｔ．ＴｈｅＷｒｏｎｓｋｉａｎ

Ｗ（ｔ）＝ｗ′ｈ－ｗｈ′ｈａｓｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ：
Ｗ（０）＝０，Ｗ′＞０ ａｓｌｏｎｇａｓｖ＞０
Ｈｅｎｃｅ，

Ｗ ＝ｈ２ ｗ( )ｈ′＞０ ａｓｌｏｎｇａｓｖ＞０

Ｔｈｕｓ，ｓｉｎｃｅｗ（ｔ）?ｈ（ｔ）→１ａｓｔ→０＋ｂｙＬ’Ｈｐｉｔａｌ’ｓ
ｒｕｌｅ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔａｓｌｏｎｇａｓｖ＞０ａｎｄｈ（ｔ）＞０

ｗ（ｔ）＞ｈ（ｔ）＝ｍ（α）ｓｉｎｔ
Ｈｅｒｅｗｅｎｏｔｅｔｈａｔｈ（ｔ）＞０ｉｆ０＜α＜槡２ａｎｄｔ∈（０，
π）．

Ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｙｉｅｌｄｓ

ｖ″（ｔ）＞－α
槡２２
＋ｍ（α）（１－ｃｏｓｔ）＝

－α
２

４－ｍ（α）ｃｏｓｔ （５７）

ｖ′（ｔ）＞－α
２

４ｔ－ｍ（α）ｓｉｎｔ （５８）

ｖ（ｔ）＞１－α
２

８ｔ
２－ｍ（α）（１－ｃｏｓｔ） （５９）

Ｔｈｅｒｉｇｈｔｈａｎｄｓｉｄｅｏｆ（５９）ｉｓｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ，ａｎｄｓｏ

ｖ（ｔ）＞ｖ（π）＞１－π
２
α
８ －

α

槡２
（１－α

槡２
）＞

１－２α２－α
槡２
＞１－２α－α ＝１－３α ＞０

ｆｏｒ０＜ｔ＜πｉｆｗｅｔａｋｅ０＜α ＜１?３＝ｍｉｎ（槡２，１，
１?３）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｏｕｒａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｖ″＜０ｏｎ
（０，π）．Ｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｖ（ｔ）ｙｉｅｌｄｓｖ″（π）≤ ０．
Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｗｅｓｅｅｆｒｏｍ（５７）ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｖ（ｔ）
ａｇａｉｎｔｈａｔ

ｖ″（π）≥－α
２

４＋ｍ（α）＝
α

槡２２
＞０

ｓｏｔｈａｔｗｅｈａｖｅａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｔｈｕｓ，ｗｅｍｕｓｔ
ｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｖ″ｖａｎｉｓｈｅｓｂｅｆｏｒｅｖｖａｎｉｓｈｅｓ，ｗｈｉｃｈ
ｍｅａｎｓｔｈａｔ

ｖ（τ）＞０，ｖ″（τ）＝０
Ｒｅｔｕｒｎｉｎｇｔｏｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｗｅｆｉｎｄｔｈａｔ
ｕ（τ）＞０，ｕ″（τ）＝０ （６０）
Ｕｓｉｎｇ（６０）ａｎｄｔｈｅｅｎｅｒｇｙｉｄｅｎｔｉｔｙ（６）ａｔｔ＝τ，

ｏｎｅｍａｙｅａｓｉｌｙａｓｓｅｒｔｔｈａｔｕ（τ）＞０．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓ
ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｌｅｍｍａ６．

Ｎｏｗ， ｂｙｓｈｏｏｔｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ， ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈ
ｌｅｍｍａｓ４ｔｏ６，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈｅｏｒｅｍ３．

Ｄｅｆｉｎｅｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
０（α）＝ｕ（τ（α），α），２（α）＝ｕ″（τ（α），α）

（６１）
Ｂｙｌｅｍｍａ４ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｕ（ｘ，α）ｏｎｔｈｅ

ｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ，０（α）ａｎｄ２（α）ａｒｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎＲ＋．
Ｂｙｌｅｍｍａ６，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｍａｌｌα１＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ
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