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Ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓｄｅｆｉｎｅｄ
ｂｙＣｈｏｑｕｅｔｉｎｔｅｇｒａｌ

ＯｕｙａｎｇＹａｏ ＬｉＪｕｎ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅＣｈｏｑｕｅｔｉｎｔｅｇｒａｌａｒｅｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．Ｉｔｉｓ
ｓｈｏｗｎｔｈａｔｓｅｖｅｒａｌｉｍｐｏｒｔａｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｓｕｃｈａｓｗｅａｋｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ，ｓｔｒｏｎｇｏｒｄｅｒ
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ｔｈａｔＣｉｎｔｅｇｒａｂｉｌｉｔｙａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｉｓｉｎｅｖｉｔａｂｌｅｆｏｒｔｈｅｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎｓｏｆｓｔｒｏｎｇｏｒｄｅｒｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｎｄｐｓｅｕｄｏｍｅｔｒｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｎｇ
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｎｏｎａｄｄｉｔｉｖｅｍｅａｓｕｒｅ；ｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ；Ｃｈｏｑｕｅｔｉｎｔｅｇｒａｌ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００３０５２９．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｉｅｓ： Ｏｕｙａｎｇ Ｙａｏ （１９７３—）， ｍａｌｅ， ｇｒａｄｕａｔｅ； ＬｉＪｕｎ
（ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒ），ｍａｌｅ，ｄｏｃｔｏｒ，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｌｉｊｕｎ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

Ｇｉｖｅｎ ａ ｍｅａｓｕｒａｂｌｅ ｓｐａｃｅ （Ｘ， Ｆ）， ａ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎμｏｎＦ ｗｉｔｈμ（）
＝０，ａｎｄａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍｅａｓｕｒａｂｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｆ，ｔｈｅｎ
ｔｈｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎνｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅＣｈｏｑｕｅｔｉｎｔｅｇｒａｌ

ν（Ｅ）＝（Ｃ）∫Ｅ
ｆｄμ Ｅ∈Ｆ （１）

ｉｓａｌｓｏｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅａｎｄｍｏｎｏｔｏｎｅｏｎＦｗｉｔｈν（）＝
０［１］．Ｔｈｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｐｒｅｓｅｒｖｅｓｍａｎｙ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ
ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎ，
ｓｕｃｈａｓｓｕｂａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ，ｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ，ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙａｎｄ
ａｕｔｏｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ［１］．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈｅ
ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎｏｆｏｔｈｅｒｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆμ：
ｗｅａｋｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｉｔｙ，ｓｔｒｏｎｇｏｒｄｅｒｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ，ｐｒｏｐｅｒｔｙ
（ｓ）ａｎｄｐｓｅｕｄｏｍｅｔｒｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｙ．

１ Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ（Ｘ，Ｆ）
ｉｓａｍｅａｓｕｒａｂｌｅｓｐａｃｅ，ｆｉｓａｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍｅａｓｕｒａｂｌｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎ（Ｘ，Ｆ），μ ｉｓａｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎｏｎ
Ｆｗｉｔｈμ（）＝０，ａｎｄＲ＋ｄｅｎｏｔｅｓ［０，＋∞）．
ＴｈｅＣｈｏｑｕｅｔｉｎｔｅｇｒａｌ［２］ｏｆｆｏｎＥｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ

μ，ｄｅｎｏｔｅｄｂｙ（Ｃ）∫Ｅ
ｆｄμ，ｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

（Ｃ）∫Ｅ
ｆｄμ ＝∫

∞

０μ
Ｅ∩ Ｆ( )

α ｄα （２）

ｗｈｅｒｅＦα ＝｛ｘｆ（ｘ）≥α｝ｆｏｒａｎｙα≥ ０ａｎｄｔｈｅ
ｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｉｓＬｅｂｅｓｇｕｅｉｎｔｅｇｒａｌ．
μ ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｗｅａｋｌｙｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｅ

［３］ｉｆｆｏｒａｎｙ
Ｅ，Ｆ∈Ｆ，μ（Ｅ）＝μ（Ｆ）＝０ｉｍｐｌｉｅｓμ Ｅ∪( )Ｆ ＝
０；ｏｒｄｅｒｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ［４］ ｉｆｆｏｒａｎｙ｛Ａｎ｝ Ｆ，Ａｎ↓

ｉｍｐｌｉｅｓμ（Ａｎ）→０；ｓｔｒｏｎｇｏｒｄｅｒｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ
［５］ｉｆｆｏｒａｎｙ

｛Ａｎ｝Ｆ，Ａ∈ Ｆ ｗｉｔｈμ（Ａ）＝０，Ａｎ↓Ａｉｍｐｌｉｅｓ

μ（Ａｎ）→０；μｉｓｓａｉｄｔｏｈａｖｅｐｒｏｐｅｒｔｙ（ｓ）
［６］ｉｆｆｏｒａｎｙ

｛Ａｎ｝ Ｆ ｗｉｔｈμ（Ａｎ）→ ０， ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓａ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛Ａｎｉ｝ｏｆ｛Ａｎ｝ｓｕｃｈｔｈａｔμ（ｌｉｍｉＡｎｉ）＝０；

ｐｓｅｕｄｏｍｅｔｒｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｙ［７］，ｓｈｏｒｔｆｏｒｐ．ｇ．ｐ．，
ｉｆｆｏｒａｎｙε ＞ ０，ｔｈｅｒｅｉｓδ ＞ ０，ｓｕｃｈｔｈａｔ
μ Ｅ∪( )Ｆ ＜εｗｈｅｎｅｖｅｒＥ，Ｆ∈ Ｆ ａｎｄμ（Ｅ）∨
μ（Ｆ）＜δ．

２ ＰｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎｏｆＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓ
ｔｉｃｓ
Ａｓｓｕｍｅν ｉｓａｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄｉｎ

ｔｅｒｍｓｏｆμ ｂｙＥｑ．（１）．Ｎｏｗｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｓｅｖｅｒａｌ
ｉｍｐｏｒｔａｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆμ ａｒｅｐｒｅｓｅｒｖｅｄ
ｉｎν．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１ Ｉｆμｉｓｗｅａｋｌｙｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｅ，ｔｈｅｎｓｏ
ｉｓν．

Ｐｒｏｏｆ ＦｏｒａｎｙＡ，Ｂ∈Ｆ ，ｉｆν（Ａ）＝ν（Ｂ）＝
０，ｔｈａｔｉｓ

∫
∞

０μ
Ａ∩ Ｆ( )

α ｄα ＝∫
∞

０μ
Ｂ∩ Ｆ( )

α ｄα ＝０

ｔｈｅｎμ Ａ∩ Ｆ( )
α ＝０ｍａ．ｅｆｏｒα∈Ｒ＋ａｎｄμ（Ｂ∩

Ｆα）＝ ０ｍａ．ｅｆｏｒα ∈ Ｒ＋，ｗｈｅｒｅｍ ｄｅｎｏｔｅｓ
ＬｅｂｅｓｇｕｅｍｅａｓｕｒｅｏｎＲ１．Ｂｙｔｈｅｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙｏｆμ，ｗｅ
ｈａｖｅ

μ Ａ∩ Ｆ( )
α ＝μ Ｂ∩ Ｆ( )

α ＝０ α ＞０
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅｗｅａｋｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｉｔｙｏｆμ
ｔｈａｔ

ν Ａ∪( )Ｂ ＝∫
∞

０μ
Ａ∪( )Ｂ∩ Ｆ( )

α ｄα ＝

∫
∞

０μ
Ａ∩ Ｆ( )

α ∪ Ｂ∩ Ｆ( )[ ]
α ｄα ＝



∫
∞

０
０ｄα ＝０

Ｔｈｉｓｍｅａｎｓｔｈａｔνｉｓｗｅａｋｌｙｎｕｌｌａｄｄｉｔｉｖｅ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２ Ｉｆμ ｈａｓｐｒｏｐｅｒｔｙ（ｓ），ｔｈｅｎνａｌｓｏ

ｈａｓｐｒｏｐｅｒｔｙ（ｓ）．
Ｐｒｏｏｆ Ｉｆ｛Ａｎ｝Ｆ ａｎｄν（Ａｎ）→０（ｎ→∞），

ｂｙ Ｌｅｂｅｓｇｕｅ ｉｎｔｅｇｒａｌｔｈｅｏｒｙ［８］， ｔｈｅｎ ｍｅａｓｕｒａｂｌｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅμ Ａｎ∩ Ｆ( ){ }

α ｎｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏ０ｉｎ
ｍｅａｓｕｒｅ（ｎ→ ∞）ｏｎＲ＋．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙｔｈｅＲｉｅｓｚ
ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｎ ｒｅａｌａｎａｌｙｓｉｓ ｔｈｅｏｒｙ［８］， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ
ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ μ Ａｎｋ∩ Ｆ( ){ }α ｋ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

μ Ａｎｋ∩ Ｆ( )α → ０ａｓｋ→ ∞ｍａ．ｅｆｏｒα ∈ Ｒ＋．
Ｎｏｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ ｏｆ μ， ｗｅ ｈａｖｅ

μ Ａｎｋ∩ Ｆ( )α →０（ｋ→ ∞）ｆｏｒａｎｙα ＞０．Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｔｈｅｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅｃａｎａｓｓｕｍｅμ Ａｎ∩ Ｆ( )

α →

０（ｎ→ ∞）ｆｏｒａｎｙα ＞０．Ｔｈｕｓ，ｆｏｒα ＝ １
２，

μ Ａｎ∩ Ｆ( )１２ →０ａｓｎ→ ∞．Ｂｙｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｙ（ｓ）ｏｆ
μ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛Ａ

（１）
ｎｉ
｝ｏｆ｛Ａｎ｝，ｓｕｃｈ

ｔｈａｔ

μ ｌｉｍ
ｉ→∞

Ａ（１）ｎｉ ∩ Ｆ )( )１
２
＝( ０

Ａｓμ Ａ（１）ｎｉ ∩ Ｆ１２ )２ →( ０ｔｏｏ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ

ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛Ａ（２）ｎｉ｝ｏｆ｛Ａ
（１）
ｎｉ
｝，ｓｕｃｈｔｈａｔ

μ ｌｉｍ
ｉ→∞

Ａ（２）ｎｉ ∩ Ｆ１２ )( )２ ＝( ０

Ｒｅｐｅａｔｉｎｇｔｈｉｓｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎａｓｅｑｕｅｎｃｅ
｛εｍ｝ｏｆｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆ｛Ａｎ｝，ｗｈｅｒｅεｍ ＝｛Ａ

（ｍ）
ｎｉ
｝ｉ，

ｍ＝１，２，…，ｓｕｃｈｔｈａｔ｛Ａ（ｋ）ｎｉ｝ｉ｛Ａ
（ｋ＋１）
ｎｉ
｝ｉ（ｋ＝１，

２，…）ａｎｄ

μ ｌｉｍ
ｉ→∞

Ａ（ｋ）ｎｉ ∩ Ｆ１２ )( )ｋ ＝( ０

ＴａｋｅＡｎｉ ＝Ａ
（ｉ）
ｎｉ
，ｗｅｏｂｔａｉｎａｎｅｗｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ｛Ａｎｉ｝

ｏｆ｛Ａｎ｝．Ｎｏｗ ｗｅｓｈｏｗ ｔｈａｔｆｏｒａｎｙα ＞ ０，

μ ｌｉｍ
ｉ→∞

Ａｎｉ∩ Ｆ( )( )α ＝０．Ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎα ＞０，ｔｈｅｒｅ

ｉｓｍ０，ｓｕｃｈｔｈａｔ
１
２ｍ０ ＜α．Ｓｉｎｃｅ

∩
∞

ｋ＝１
∪
∞

ｉ＝ｋ
Ａｎｉ∩ Ｆ( )α ＝∩

∞

ｋ＝ｍ０
∪
∞

ｉ＝ｋ
Ａｎｉ∩ Ｆ( )α 

∩
∞

ｋ＝ｍ０
∪
∞

ｉ＝
(
ｋ
Ａ（ｋ）ｎｉ ∩ Ｆ)α 

∩
∞

ｋ＝ｍ０
∪
∞

ｉ＝
(
ｋ
Ａ（ｍ０）ｎｉ ∩ Ｆ)α 

∩
∞

ｋ＝ｍ０
∪
∞

ｉ＝
(
ｋ
Ａ（ｍ０）ｎｉ ∩ Ｆ１

２ｍ
)

０
＝

∩
∞

ｋ＝１
∪
∞

ｉ＝
(
ｋ
Ａ（ｍ０）ｎｉ ∩ Ｆ１

２ｍ
)

０
＝

ｌｉｍ
ｉ→∞

Ａ（ｍ０）ｎｉ ∩ Ｆ１
２ｍ

)(
０

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ， ｆｏｒ ａｎｙα ＞ ０， ｗｅ ｈａｖｅ ０ ≤

μ ｌｉｍ
ｉ
Ａｎｉ∩ Ｆ( )( )α ≤ μ ｌｉｍ

ｉ
Ａ（ｍ０）ｎｉ ∩ Ｆ１

２ｍ
)( )

０
＝( ０．

Ｔｈｕｓ

ν（ｌｉｍ
ｉ
Ａｎｉ）＝∫

∞

０μ
ｌｉｍ
ｉ
Ａｎｉ∩ Ｆ( )( )α ｄα ＝

∫
∞

０
０ｄα ＝０

Ｔｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔνｈａｓｐｒｏｐｅｒｔｙ（ｓ）．
Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍ ３ｔｏｔｈｅｏｒｅｍ ５，ｗｅ
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Ｃｈｏｑｕｅｔ积分定义的单调集函数的几个遗传性质
欧阳耀 李 军

（东南大学数学系，南京２１００９６）

摘 要 讨论了Ｃｈｏｑｕｅｔ积分定义的单调集函数的几个遗传性质．证明了Ｃｈｏｑｕｅｔ积分定义的新的单调
集函数遗传了原来集函数的几个重要的结构特性，如弱零可加性、强序连续性、性质（Ｓ）和伪距离生成性
质等．最后通过２个例子说明了当被积函数不是Ｃ可积时，强序连续性和伪距离生成性质将不再被保留．
关键词 非可加测度；单调集函数；Ｃｈｏｑｕｅｔ积分
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