
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ） Ｖｏｌ．１９ Ｎｏ．４ Ｄｅｃ． ２００３ ＩＳＳＮ１００３—７９８５

Ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏａｃｌａｓｓ
ｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ＺｈａｎｇＬｉｎａ１，２ ＸｕｅＸｉｎｇｍｅｉ１

（１ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ２１００９６，Ｃｈｉｎａ）
（２ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＡｎｈｕｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｈｕａｉｎａｎ２３２００１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｗｅｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆａｂｓｔｒａｃｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎ
ｅｑｕａｔｉｏｎｓａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅｏｐｅｒａｔｏｒｓｉｎＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅｓａｎｄｇｉｖｅｓｏｍｅｎｅｗａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｏｎｏｐｅｒａｔｏｒｓ．Ｗｅ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈｉｍｐｒｏｖｅａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｔｈａｔｈａｖｅｂｅｅｎ
ｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｆｉｎａｌｌｙｗｅｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅａｂｓｔｒａｃｔｔｈｅｏｒｙｂｙｄｉｓｃｕｓｓｉｎｇａｓｉｍｐｌｅｅｘａｍｐｌｅｏｆａｎａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅｏｐｅｒａｔｏｒ；ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ；Ｐｏｉｎｃａｒéｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ；ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００３０６１１．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｉｅｓ：ＺｈａｎｇＬｉｎａ（１９７７—），ｆｅｍａｌｅ，ｇｒａｄｕａｔｅ；ＸｕｅＸｉｎｇｍｅｉ（ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒ），ｍａｌｅ，ｄｏｃｔｏｒ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｘｍｘｕｅ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

ＬｅｔＨｂｅａｒｅａｌＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅｏｆｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ〈·，·〉ｗｉｔｈｔｈｅｎｏｒｍ

 

· ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｐｒｏｂｌｅｍｓ

－ｕ″（ｔ）＋ａｕ′（ｔ）＋Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）

∈

ｆ（ｔ） ａ．ｅ．０≤ ｔ≤ Ｔ
ｕ（Ｔ）＝－ｕ（０），ｕ′（Ｔ）＝－ｕ′（０{ ）

（１ａ）
（１ｂ）
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② Ａλ（ｔ）ｕ（ｔ）ｉｓａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎ［０，Ｔ］ｉｆｕ∈ Ｗ
２，２（０，Ｔ；Ｈ）∩ Ｃ２（０，Ｔ；Ｈ）．
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ｘ）（１＋ Ａλ（ｓ）

 

ｘ）ｔ－ｓ
ｆｏｒａｌｌｘ∈ Ｈ；０＜λ ＜λ０；０≤ ｓ，ｔ≤ Ｔ；ｔ－ｓ＜ｈ

Ｒｅｍａｒｋ Ｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ３′）ｅａｓｉｌｙｉｍｐｌｉｅｓ３）ｗｈｅｎ１）ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．
Ｎｏｗｗｅｇｉｖｅａｓｉｍｐｌｅｅｘａｍｐｌｅｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｉｅｓａｌｌｈｙｐｏｔｈｅｓｅｓ．
Ｅｘａｍｐｌｅ１ ＬｅｔＡｂｅａｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅｏｐｅｒａｔｏｒｉｎＨ，０∈ Ａ－１（０），ｇ：［０，Ｔ］→ Ｒ＋ ｉｓａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ

ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，ｇ′∈ Ｌ２（０，Ｔ），ｗｅｓｅｔＡ（ｔ）ｙ＝Ａｙ＋ｇ（ｔ）ｙ，ｙ∈ Ｄ（Ａ（ｔ））≡ Ｄ（Ａ）．Ｂｙｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓｗｅｈａｖｅ
Ｊλ（ｔ）ｙ－Ｊλ（ｓ）

 

ｙ≤λ ｇ（ｔ）－ｇ（ｓ）

 

ｙ （１－λ ｇ（ｔ）） ｆｏｒａｌｌλ ＞０；０≤ ｔ，ｓ≤ Ｔ；ｙ∈ Ｈ

Ｃｈｏｏｓｅλ０ ＜
１
２Ｍ，Ｍ ＝ｓｕｐ｛ｇ（ｔ）：０≤ ｔ≤ Ｔ｝，ｔｈｅｎ

Ａλ（ｔ）ｙ－Ａλ（ｓ）

 

ｙ≤２ｇ（ｔ）－ｇ（ｓ）

 

ｙ ｆｏｒａｌｌ０＜λ≤λ０；０≤ ｔ，ｓ≤ Ｔ；ｙ∈ Ｈ
Ｔｈｕｓｃｌｅａｒｌｙ，｛Ａ（ｔ）：０≤ ｔ≤ Ｔ｝ｓａｔｉｓｆｉｅｓ１），２），３′）．

Ｔｈｅｏｒｅｍ ＳｕｐｐｏｓｅＡ（ｔ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ１），２），３），ｔｈｅｎｆｏｒｅｖｅｒｙｆ∈ Ｅ，Ｅｑ．（１）ｈａｓｏｎｅａｎｄｏｎｌｙｏｎｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｕ∈ Ｗ２

，２（０，Ｔ；Ｈ）．
Ｐｒｏｏｆｏｆｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ Ｌｅｔｕａｎｄｖｂｅｔｗｏｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｐｒｏｂｌｅｍ（１）．Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ（１ａ）ｕ－（１ａ）ｖｂｙｕ（ｔ）－

ｖ（ｔ），ｔｈｅｎｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｉｔｏｖｅｒ［０，Ｔ］，ｏｎｅｏｂｔａｉｎｓ

０＝－∫
Ｔ

０
〈ｕ″（ｔ）－ｖ″（ｔ），ｕ（ｔ）－ｖ（ｔ）〉ｄｔ＋ａ∫

Ｔ

０
〈ｕ′（ｔ）－ｖ′（ｔ），ｕ（ｔ）－ｖ（ｔ）〉ｄｔ＋

∫
Ｔ

０
〈Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）－Ａ（ｔ）ｖ（ｔ），ｕ（ｔ）－ｖ（ｔ）〉ｄｔ

ＶｉａｔｈｅｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙｏｆＡ（ｔ），ｌｅｍｍａ１ａｎｄ（１ｂ），ｗｅｇｅｔ

ｕ′－ｖ′２ ＝∫
Ｔ

０
ｕ′（ｔ）－ｖ′（ｔ

 

）２ｄｔ≤０

Ｕｓｉｎｇｌｅｍｍａ３，ｗｅｄｅｄｕｃｅ
ｕ（ｔ）－ｖ（ｔ

 

）≤０ ｔ∈［０，Ｔ］
Ｈｅｎｃｅｕ（ｔ）≡ ｖ（ｔ），ｔ∈［０，Ｔ］．

Ｌｅｍｍａ４［６］ ＤｅｆｉｎｅＢ：Ｄ（Ｂ） Ｅ→ Ｅ，Ｂｕ＝－ｕ″＋ａｕ′，ｕ∈ Ｄ（Ｂ），ｗｈｅｒｅ

３３４Ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏａｃｌａｓｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ



Ｄ（Ｂ）＝｛ｕ∈ Ｗ２
，２（０，Ｔ；Ｈ）：ｕ（０）＝－ｕ（Ｔ），ｕ′（Ｔ）＝－ｕ′（０）｝

ＴｈｅｎＢｉｓｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅｉｎＥ．
ＷｅｄｅｆｉｎｅＡ ＝｛［ｕ，ｖ］∈ Ｅ×Ｅ：ｕ（ｔ）∈ Ｄ（Ａ（ｔ）），ｖ（ｔ）∈ Ａ（ｔ）ｕ（ｔ）ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］｝，ｔｈｅｎＡ ｉｓｔｈｅ

ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆＡｉｎＥａｎｄｗｅｈａｖｅｌｅｍｍａ５．
Ｌｅｍｍａ５ Ａ ｉｓｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅｉｎＥ．
Ｐｒｏｏｆ ＥａｓｉｌｙｗｅｃａｎｓｅｅｔｈａｔＡ ｉｓｍｏｎｏｔｏｎｅ．Ｆｏｒ珋ｆ∈ Ｅ，ｗｅｃａｎｄｅｆｉｎｅ珔ｇ（ｔ）＝（Ｉ＋Ａ（ｔ））－１珋ｆ（ｔ），ｓｉｎｃｅ

（Ｉ＋Ａ（ｔ））－１ｉｓｎｏｎｅｘｐａｎｓｉｖｅａｎｄ０∈ Ａ－１（ｔ）（０），ｔ∈［０，Ｔ］，ｔｈｅｎ珔ｇ（ｔ

 

） ≤ 珋ｆ（ｔ
 

） ａ．ｅ．ｔ∈［０，Ｔ］，ｉ．ｅ．
珔ｇ∈ Ｅ．ＨｅｎｃｅＲ（Ｉ＋Ａ）＝Ｅ．

Ｗｅｎｏｗｒｅｔｕｒｎｔｏｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍ．
ＳｉｎｃｅＢｉｓｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅｉｎＥ，ｔｈｅｎＢ＋Ａλ ＋εＩｉｓｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｆｏｒｅｖｅｒｙε＞０，λ ＞０．Ｔｈｅｎ，ｆｏｒｅｖｅｒｙε

＞０，λ ＞０ａｎｄｆ∈ Ｅ，ｔｈｅｒｅｉｓａｕｎｉｑｕｅｕε，λ∈ Ｄ（Ｂ）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
Ｂｕε，λ ＋Ａλｕε，λ ＋εｕε，λ ＝ｆε （２）

ｏｒ
－ｕ″ε，λ（ｔ）＋ａｕ′ε，λ（ｔ）＋Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ）＋εｕε，λ（ｔ）＝ｆε（ｔ） ａ．ｅ．０≤ ｔ≤ Ｔ
ｕε，λ（Ｔ）＝－ｕε，λ（０），ｕ′ε，λ（Ｔ）＝－ｕ′ε，λ（０

{ ）

（３ａ）
（３ｂ）

ｗｈｅｒｅｆε∈ Ｗ
１，２（０，Ｔ；Ｈ）；ｆε（Ｔ）＝－ｆε（０）；ｆε→ ｆ（ε→０

＋）（ｉｎＥ）．
Ｆｒｏｍｔｈｅｈｙｐｏｔｈｅｓｅｓ３）② ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｕ″ε，λ（ｔ）ｉｓａｂｓｏｌｕｔｅｌｙｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎ［０，Ｔ］ａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌａｌｍｏｓｔ

ｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ．Ｔｈｅｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓ１）ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔＡλ（Ｔ）ｕε，λ（Ｔ）＝－Ａλ（０）ｕε，λ（０），ｈｅｎｃｅ
ｕ″ε，λ（Ｔ）＝－ｕ″ε，λ（０） （４）

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ（３ａ）ｂｙｕε，λ（ｔ）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｖｅｒ（０，Ｔ），ｗｅｈａｖｅ

∫
Ｔ

０
〈ｆε（ｔ），ｕε，λ（ｔ）〉ｄｔ＝－∫

Ｔ

０
〈ｕ″ε，λ（ｔ），ｕε，λ（ｔ）〉ｄｔ＋ａ∫

Ｔ

０
〈ｕ′ε，λ（ｔ），ｕε，λ（ｔ）〉ｄｔ＋

∫
Ｔ

０
〈Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ），ｕε，λ（ｔ）〉ｄｔ＋ε∫

Ｔ

０
ｕε，λ（ｔ

 

）２ｄｔ

Ｓｉｎｃｅ０∈ Ａλ（ｔ）（０），Ａλ（ｔ）ｉｓｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｅ，ｕｓｉｎｇｌｅｍｍａ１，ｌｅｍｍａ３ａｎｄ（３ｂ），ｗｅｇｅｔ

ｕ′ε，λ
２ ＝∫

Ｔ

０
ｕ′ε，λ（ｔ

 

）２ｄｔ≤ ｆε · ｕε，λ ≤ Ｔ ｆε · ｕ′ε，λ

ｓｏ
ｕ′ε，λ ≤ Ｔ ｆε （５）

Ｉｎｖｏｋｉｎｇｌｅｍｍａ３，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｕε，λ（ｔ

 

）≤ Ｔ
１
２ ｕ′ε，λ ≤ Ｔ

３
２ ｆε （６）

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｅ（３ａ）ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔ，ｍｕｌｔｉｐｌｙｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎｂｙｕ′ε，λ（ｔ）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｅｏｖｅｒ（０，Ｔ），ｗｅｈａｖｅ

∫
Ｔ

０
〈ｆ′ε（ｔ），ｕ′ε，λ（ｔ）〉ｄｔ＝－∫

Ｔ

０
〈ｕε，λ（ｔ），ｕ′ε，λ（ｔ）〉ｄｔ＋ａ∫

Ｔ

０
〈ｕ″ε，λ（ｔ），ｕ′ε，λ（ｔ）〉ｄｔ＋

∫
Ｔ

０
〈
ｄ
ｄｔ（Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ）），ｕ′ε，λ（ｔ）〉ｄｔ＋ε∫

Ｔ

０
ｕ′ε，λ（ｔ

 

）２ｄｔ （７）

Ｆｒｏｍ（６）ａｎｄ３）① ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｇ：［０，Ｔ］→ Ｈ，ｗｈｉｃｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌａｌｍｏｓｔ
ｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ，ｇ′∈ Ｅ，λ０ ＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔ

〈Ａλ（ｔ＋ｈ）ｕε，λ（ｔ＋ｈ）－Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ），ｕε，λ（ｔ＋ｈ）－ｕε，λ（ｔ）〉≥
－ｈ（ｔ＋ｈ）－ｇ（ｔ

 

） ｕε，λ（ｔ＋ｈ）－ｕε，λ（ｔ

 

）Ｌ（１＋ Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ

 

））≥
－２ｈＴ

２
３Ｌｆε ｇ（ｔ＋ｈ）－ｇ（ｔ

 

）（１＋ Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ

 

）） （８）

ｗｈｅｒｅＬ＝ｓｕｐ｛Ｌ（ｕε，λ（ｔ＋ｈ

 

），ｕε，λ（ｔ

 

））：ｔ，ｔ＋ｈ∈［０，Ｔ］｝，ｄｅｎｏｔｅＬ１＝２Ｔ
２
３Ｌｆε ．Ｆｒｏｍ３）② ｗｅｋｎｏｗ

ｔｈａｔＡλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ）ｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌａｌｍｏｓｔｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅ．Ｈｅｎｃｅｗｅｄｉｖｉｄｅ（８）ｂｙｈ
２，ｌｅｔｈ→０＋，ｔｈｅｎｙｉｅｌｄｓ

〈
ｄ
ｄｔ（Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ）），ｕ′ε，λ（ｔ）〉≥－Ｌ１ ｇ′（ｔ

 

）（１＋ ｆε（ｔ

 

）＋ε ｕε，λ（ｔ

 

）＋ ａ ｕ′ε，

 

λ ＋ ｕ″ε，λ（ｔ

 

））

（９）
Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ（９）ｏｖｅｒ（０，Ｔ），ｂｙ（５），（６）ａｎｄＨｌｄｅｒｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｈａｖｅ

∫
Ｔ

０
〈
ｄ
ｄｔ（Ａλ（ｔ）ｕε，λ（ｔ），ｕ′ε，λ（ｔ）〉ｄｔ≥－Ｌ１Ｔ

１
２ ｇ′－Ｌ１ ｇ′ ｆε －

４３４ ＺｈａｎｇＬｉｎａ，ａｎｄＸｕｅＸｉｎｇｍｅｉ



εＬ１Ｔ２ ｇ′ ｆε － ａＬ１Ｔ ｇ′ ｆε －Ｌ１ ｇ′ ｕ″ε，λ （１０）
Ｐｕｔｔｉｎｇ（１０）ｉｎｔｏ（７），ｕｓｉｎｇｌｅｍｍａ１，（３ｂ），（４）ａｎｄ（５），ｗｅｆｉｎｄ

ｕ″ε，λ
２ ＝∫

Ｔ

０
ｕ″ε，λ（ｔ

 

）２ｄｔ≤ Ｌ１Ｔ
１
２ ｇ′＋Ｌ１ ｇ′ ｆε ＋εＬ１Ｔ２ ｇ′ ｆε ＋Ｌ１Ｔ ａ ｇ′ ｆε ＋

Ｌ１ ｇ′ ｕ″ε，λ ＋Ｔ ｆε ｆ′ε
Ｎｏｔｉｎｇ（２）ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ｛Ａλｕε，λ｝ｉｓｂｏｕｎｄｅｄｉｎＥ，ｈｅｎｃｅｂｙｌｅｍｍａ２，ｗｅｃａｎｌｅｔλ→０

＋．Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，ｌｅｔ
ｕε ＝ ｌｉｍ

λ→ ０
＋
ｕε，λ（ｉｎＥ），ｗｈｅｒｅｕε∈ Ｄ（Ａ）∩ Ｄ（Ｂ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

Ｂｕε ＋Ａｕε ＋εｕε

∈

ｆε （１１）
ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ

－ｕ″ε（ｔ）＋ａｕ′ε（ｔ）＋Ａ（ｔ）ｕε（ｔ）＋εｕε（ｔ）

∈

ｆε（ｔ） ａ．ｅ．０≤ ｔ≤ Ｔ
ｕε（Ｔ）＝－ｕε（０），ｕ′ε（Ｔ）＝－ｕ′ε（０

{ ）

（１２ａ）
（１２ｂ）

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ（１２ａ）ｂｙｕε（ｔ）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｏｖｅｒ（０，Ｔ），ｕｓｉｎｇｔｈｅｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙｏｆＡ（ｔ），ｓｉｍｉｌａｒｌｙｔｏ
（５），ｗｅａｌｓｏｈａｖｅ ｕ′ε ≤ Ｔ ｆε ．Ｔｈｉｓａｎｄｌｅｍｍａ３ｌｅａｄｓｔｏ

ｕε ≤ Ｔ２ ｆε ， ｕε（ｔ

 

） ≤ Ｔ
３
２ ｆε ｔ∈［０，Ｔ］

Ｆｏｒｍｉｎｇｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆ（１２ａ）ε －（１２ａ）η ｗｉｔｈｕε（ｔ）－ｕη（ｔ），ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｖｅｒ（０，Ｔ），
ｍａｋｉｎｇｕｓｅｏｆｔｈｅｍａｘｉｍａｌｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙｏｆＡ（ｔ）ａｎｄｌｅｍｍａ１，ｗｅｏｂｔａｉｎ

∫
Ｔ

０
〈ｕ″ε（ｔ）－ｕ″η（ｔ），ｕε（ｔ）－ｕη（ｔ）〉ｄｔ＋∫

Ｔ

０
〈εｕε（ｔ）－ηｕη（ｔ），ｕε（ｔ）－ｕη（ｔ）〉ｄｔ≤

∫
Ｔ

０
〈ｆε（ｔ）－ｆη（ｔ），ｕε（ｔ）－ｕη（ｔ）〉ｄｔ

ｈｅｎｃｅ

ｕ′ε －ｕ′η
２
≤∫

Ｔ

０
εｕε（ｔ）－ηｕη（ｔ

 

） ｕε（ｔ）－ｕη（ｔ

 

）ｄｔ＋

∫０

ｔ
ｆε（ｔ）－ｆη（ｔ

 

） ｕε（ｔ）－ｕη（ｔ

 

）ｄｔ≤ ｃ１（ε＋η）＋ｃ２ ｆε －ｆη

ｗｈｅｒｅｃ１，ｃ２ ＞０ｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆε，η．Ｆｏｒｆε → ｆ（ε→ ０
＋）（ｉｎＥ），ｓｏ｛ｕ′ε｝ｉｓａＣａｕｃｈｙｓｅｑｕｅｎｃｅｉｎＥ．

Ｒｅｃａｌｌｉｎｇｌｅｍｍａ３，ｗｅｇｅｔ

ｕε（ｔ）－ｕη（ｔ
 

）≤ Ｔ
１
２ ｕ′ε －ｕ′η ｔ∈［０，Ｔ］

ｈｅｎｃｅ｛ｕε｝ｉｓａＣａｕｃｈｙｓｅｑｕｅｎｃｅｉｎＣ（［０，Ｔ］；Ｈ）．Ｌｅｔｕε→ ｕ（ε→０
＋）（ｉｎＣ（［０，Ｔ］；Ｈ）），ｔｈｅｃｌｏｓｅｄｎｅｓｓｏｆ

Ａ ＋ＢｉｎＥｅｎａｂｌｅｓｕｓｔｏｐａｓｓｔｏｔｈｅｌｉｍｉｔｉｎ（１２）ａｓε→０＋，ａｎｄｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔ（Ｂ＋Ａ）ｕ

∈

ｆａｓｄｅｓｉｒｅｄ．

３ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｗｅｇｉｖｅａｓｉｍｐｌｅｅｘａｍｐｌｅｉｎａｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｌｅｔγ Ｒ×Ｒｂｅａｍａｘｉｍａｌ
ｍｏｎｏｔｏｎｅｓｅｔ，０∈γ（０），ｌｅｔΩＲｎｂｅａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈｂｏｕｎｄａｒｙΩ．Ｎｏｗｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒ：

２

ｔ２
ｕ（ｔ，ｘ）＝－Δｕ（ｔ，ｘ）＋ｇ（ｔ）ｕ（ｔ，ｘ）＋ｆ（ｔ，ｘ） （ｔ，ｘ）∈（０，Ｔ）×Ω

ｕ
ｎ＝－γ

（ｕ） （ｔ，ｘ）∈（０，Ｔ）×Ω

ｕ（０，ｘ）＝－ｕ（Ｔ，ｘ），ｕ′（０，ｘ）＝－ｕ′（Ｔ，ｘ） ｉｎ










Ω

（１３）

ＨｅｒｅｗｅａｓｓｕｍｅＨ＝Ｌ２（Ω），ｇ：［０，Ｔ］→Ｒ＋ｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，ｇ′∈ Ｌ２（０，Ｔ），ｆ∈ Ｌ２（０，Ｔ；Ｈ），ｗｅｄｅｆｉｎｅ
Ａ（ｔ）ｕ＝－Δｕ＋ｇ（ｔ）ｕ ｕ∈ Ｄ
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ｕ
ｎ＝－γ

（ｕ）｝
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ｕ（０）＝－ｕ（Ｔ），ｕ′（０）＝－ｕ′（Ｔ{ ）
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Ｓｏｂｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｐｒｏｂｌｅｍ（１４）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎｕ∈ Ｈ２（Ω）．
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关于一类二阶发展方程的反周期解
张莉娜１，２ 薛星美１

（１东南大学数学系，南京 ２１００９６）
（２安徽理工大学数理系，淮南 ２３２００１）

摘 要 本文研究了在Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中与极大单调算子族相联系的抽象的二阶发展方程的反周期
问题，给出了关于算子族｛Ａ（ｔ）：０≤ｔ≤Ｔ｝的新的假设，并在此假设下证明了反周期解的存在性与
惟一性，推广了已有的结果．最后给出一个例子说明抽象的反周期问题在非线性偏微分方程中的
简单应用．
关键词 极大单调算子；反周期解；Ｐｏｉｎｃａｒé不等式；二阶发展方程
中图分类号 Ｏ１７５．８
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