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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ；ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ；ｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００３０３１２．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：ＨｕａｎｇＢｉｎ（１９５８—），ｍａｌｅ，ｌｅｃｔｕｒｅｒ，ｂｉｎｈｕａｎｇ＠ｐｕｂｌｉｃ１．ｐｔｔ．ｊｓ．ｃｎ．

１ ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔ

Ｌｅｔ（ａ，ｂ）Ｒｂｅａｂｏｕｎｄｉｎｔｅｒｖａｌ．ＷｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆＳｔｕｒｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ’ｓ
ｐｒｏｂｌｅｍ

－［ｐ（ｘ）ｙ′］′＋ｑ（ｘ）ｙ＝λｓ（ｘ）ｙ ｘ∈（ａ，ｂ）
ｙ（ａ）＝ｙ（ｂ）＝ }０

（１）

ｗｈｅｒｅｐ（ｘ）∈ Ｃ１（［ａ，ｂ］），ｑ（ｘ），ｓ（ｘ）∈ Ｃ（［ａ，ｂ］），ｓｕｃｈｔｈａｔｐ（ｘ）＞０，ｑ（ｘ）≥０，ｓ（ｘ）＞０，ｘ∈［ａ，
ｂ］．
Ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｓｆｏｒｂｏｕｎｄｏｆ（ｎ＋１）ｔｈｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆｐｒｏｂｌｅｍ（１）ａｒｅｗｅｌｌｋｎｏｗｎ［１－５］．Ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆ

ｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆａｓｉｍｉｌａｒｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｉｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ［６］．Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄｉｓｓｉｍｐｌｅｒ，
ａｎｄａｃｃｕｒａｃｙｉｓｈｉｇｈｅｒ，ｂｕｔａｌｏｔｏｆｉｎｔｅｇｒａｌｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｉｓｒｅｑｕｉｒｅｄ，ａｎｄｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓｓｔｒｏｎｇｅｒ，ｉ．ｅ．ｐ（ｘ）≥μ１
＞０ａｎｄｓ（ｘ）≥μ２＞０．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆＳｔｕｒｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ（１）
ｉｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ．ＴｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎＲｅｆ．［６］ｉｓｗｅａｋｅｎｅｄ，ｉ．ｅ．ｉｔｉｓｏｎｌｙｒｅｑｕｉｒｅｄｔｈａｔ
ｐ（ｘ）＞０ａｎｄｓ（ｘ）＞０．Ｔｈｉｓｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｉｓｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇａｎｄｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｂｏｔｈｉｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎ
ｔｈｅｏｒｙ．

Ｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ．Ｆｉｒｓｔｏｆａｌｌ，ａｔｈｅｏｒｅｍｉｓｐｒｏｖｅｄ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｌｉｎｅａｒ
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Ｄ（ｙ）＝ １２∫
ｂ

ａ
［ｐ（ｘ）（ｙ′）２＋ｑ（ｘ）ｙ２］ｄｘ （２）



Ｅ（ｙ）＝ １２∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｙ２ｄｘ （３）

Ｊ（ｙ）＝Ｄ（ｙ）Ｅ（ｙ）
ｙ（ａ）＝ｙ（ｂ）＝

}
０
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Ｌｅｔｕ≠０ｂｅａｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎｄｕ∈ Ｌ２０（［ａ，ｂ］），ｕ′∈ Ｌ２０（［ａ，ｂ］）．Ｉｆｕｉｓａｃｒｉｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ
Ｊ（ｙ），ｔｈｅｎＪ（ｕ）ｉｓｃａｌｌｅｄａｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ ＡＣ１０（［ａ，ｂ］）ｆｕｎｃｔｉｏｎｕｉｓａｃｒｉｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ（４）ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｕｉｓａｎｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ（１）．

ＣｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅＪ（ｕ）ｉｓｅｑｕａｌｔｏｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλｏｆ（１），ｉ．ｅ．Ｊ（ｕ）＝λ．
Ｐｒｏｏｆ Ｌｅｔｕ≠０，ｕ∈ Ｃ１０（［ａ，ｂ］）．ＬｅｔｕｂｅａｃｒｉｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆＪ（ｙ）．Ａｓｙ≠０，Ｅ（ｙ）＞０，ｔｈｅｎｗｅ

ｈａｖｅＥ（ｕ）＞０．ＦｉｎｄｉｎｇｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆＪ（ｙ），ｗｅｈａｖｅ

δＪ（ｙ）＝
１

Ｅ２（ｙ）
［Ｅ（ｙ）δＤ（ｙ）－Ｄ（ｙ）δＥ（ｙ）］＝

１
Ｅ（ｙ）［δＤ（ｙ）－Ｊ（ｙ）δＥ（ｙ）］ （５）

Ｒｅｐｌａｃｉｎｇｙｉｎ（５）ｂｙｕ，ｌｅｔＪ（ｕ）＝λ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

δＪ（ｕ）＝
１
Ｅ（ｕ）［δＤ（ｕ）－Ｊ（ｕ）δＥ（ｕ）］＝

１
Ｅ（ｕ）［δＤ（ｕ）－λδＥ（ｕ）］＝０

Ｓｉｎｃｅｕ≠０，ｗｅｇｅｔ
δＤ（ｕ）－λδＥ（ｕ）＝０ （６）

Ｂｙｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｆｏｒ（２），（３）ａｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｂｙｐａｒｔｓ，ｆｏｒａｎｙδｖ∈ Ｃ１０（［ａ，ｂ］），ｗｅｈａｖｅ

δＤ（ｕ）＝∫
ｂ

ａ
［ｐ（ｘ）ｕ′δｖ′＋ｑ（ｘ）ｕδｖ］ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
｛－［ｐ（ｘ）ｕ′］′＋ｑ（ｘ）ｕ｝δｖｄｘ （７）

δＥ（ｕ）＝∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）ｕδｖｄｘ （８）

Ｂｙ（６），（７），ａｎｄ（８），ｗｅｏｂｔａｉｎ

∫
ｂ

ａ
｛－［ｐ（ｘ）ｕ′］′＋ｑ（ｘ）ｕ－λｓ（ｘ）ｕ｝δｖｄｘ＝０ δｖ∈ Ｃ１０（［ａ，ｂ］） （９）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ－［ｐ（ｘ）ｕ′］′＋ｑ（ｘ）ｕ＝λｓ（ｘ）ｕｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕ（ａ）＝ｕ（ｂ）＝０，ｉ．ｅ．ａｃｒｉｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｕｉｎ（４）ｉｓａｎｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆ（１）．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｔｈｅｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｕｏｆ（１）ｉｓａｃｒｉｔｉｃａｌｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎ（４）．Ｔｈｅｎｔｈｅ
ｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅＪ（ｕ）ｉｓｅｑｕａｌｔｏｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅλ ｏｆ（１），ｉ．ｅ．Ｊ（ｕ）＝λ．ＴｈｅｓｅｔｏｆＣ１０（［ａ，ｂ］）ｉｓｔｈｅｄｅｎｓｅ
ｓｕｂｓｅｔｉｎＬ２０（［ａ，ｂ］），ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍａｌｓｏｈｏｌｄｓｆｏｒａｎｙｕ≠０，ｕ∈ Ｌ２０（［ａ，ｂ］）ａｎｄｕ′∈ Ｌ２０（［ａ，
ｂ］）．

２ ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄ

Ｂｙｔｈｅｔｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆ（１）ａｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ．
Ｌｅｔａ＝ｘ０ ＜ｘ１ ＜ｘ２ ＜… ＜ｘｎ ＝ｂ，ｙ（ｘｉ）＝ｙｉ，ｉ＝０，１，２，…，ｎ，φｉ（ｘ）ａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ

φｉ（ｘ）＝

ｘ－ｘｉ－１
ｘｉ－ｘｉ－１

ｘ∈ ｘｉ－１，ｘ[ )ｉ

１ ｘ＝ｘｉ
ｘｉ＋１－ｘ
ｘｉ＋１－ｘｉ

ｘ∈ ｘｉ，ｘｉ＋( ]１

０ ｘ∈／［ｘｉ－１，ｘｉ＋１













］

Ｌｅｔ

ｙｎ（ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｙｉφｉ（ｘ） （１０）

ｓｕｃｈｔｈａｔ① ｙｎ（ｘｉ）＝ｙｉ；② ｙｎ（ｘ）ｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎ［ａ，ｂ］；③ ｙ′ｎ（ｘ）ｈａｓｓｏｍｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｐｏｉｎｔ，ｂｕｔｉｓ
２ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ．

Ｒｅｐｌａｃｉｎｇｙｉｎ（２）ａｎｄ（３）ｂｙｙｎ（ｘ）ｉｎ（１０），ｗｅｈａｖｅ

Ｄ（ｙｎ（ｘ））＝
１
２∫

ｂ[
ａ
ｐ（ｘ）∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｙｉφ′( )ｉ ２

＋ｑ（ｘ）∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｙｉφ( )ｉ ]２ ｄｘ＝

８３４ ＨｕａｎｇＢｉｎ，ａｎｄＨｕＷｅｉｑｕｎ



１
２∑
ｎ－１

ｉ，ｊ＝１∫
ｂ

ａ
［ｐ（ｘ）φ′ｉφ′ｊｙｉｙｊ＋ｑ（ｘ）φｉφｊｙｉｙｊ］ｄｘ （１１）

Ｅ［ｙｎ（ｘ）］＝
１
２∑
ｎ－１

ｉ，ｊ＝１∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）φｉφｊｙｉｙｊｄｘ （１２）

Ｌｅｔ

ａｉｊ＝∫
ｂ

ａ
［ｐ（ｘ）φ′ｉ（ｘ）φ′ｊ（ｘ）＋ｑ（ｘ）φｉφｊ］ｄｘ，ａｉｊ＝ａｊｉ ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ－１ （１３）

ｂｉｊ＝∫
ｂ

ａ
ｓ（ｘ）φｉ（ｘ）φｊ（ｘ）ｄｘ，ｂｉｊ＝ｂｊｉ ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ－１ （１４）

Ｂｙ（１１），（１２），（１３），ａｎｄ（１４），ｗｅｏｂｔａｉｎ

Ｄ［ｙｎ（ｘ）］＝Ｄ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝
１
２∑
ｎ－１

ｉ，ｊ＝１
ａｉｊｙｉｙｊ＝

１
２ｙ

ＴＡｙ，ａｉｊ＝ａｊｉ （１５）

Ｅ（ｙｎ（ｘ））＝Ｅ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝
１
２∑
ｎ－１

ｉ，ｊ＝１
ｂｉｊｙｉｙｊ＝

１
２ｙ

ＴＢｙ，ｂｉｊ＝ｂｊｉ （１６）

ｗｈｅｒｅＡ＝［ａｉｊ］ｉｓｕｓｕａｌｌｙａｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅｏｒａｐｏｓｉｔｉｖｅｓｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅｍａｔｒｉｘ；Ｂ＝［ｂｉｊ］ｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅ
ｍａｔｒｉｘ．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（４）ｂｅｃｏｍｅｓｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆａｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉ．ｅ．

Ｊ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝
Ｄ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）
Ｅ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）

（１７）

Ａｓ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）≠０，（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）ｉｓａｃｒｉｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｏｆｆｕｎｃｔｉｏｎａｌＪ，ｗｅｈａｖｅ

ｙｉ
Ｊ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝０ ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （１８）

ＴｈｅｖａｌｕｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｆｕｎｃｔｉｏｎａｌＪｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅ，ｉ．ｅ．Ｊ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝λ．Ｓｉｎｃｅ

ｙｉ
Ｊ＝ｙｉ

Ｄ( )Ｅ ＝ １Ｅ２
ＥＤ
ｙｉ

－ＤＥｙ( )
ｉ
＝１Ｅ

Ｄ
ｙｉ

－ＪＥｙ( )
ｉ
＝１Ｅ

Ｄ
ｙｉ

－λ
Ｅ
ｙ( )

ｉ

ｂｙ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）≠０ａｎｄ（１８），ｗｅｏｂｔａｉｎ
Ｄ
ｙｉ

－λ
Ｅ
ｙｉ

＝０ ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （１９）

Ｓｉｎｃｅ


ｙｉ
Ｄ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝

１
２∑
ｎ－１

ｊ＝１
ａｉｊｙｊ，ｙｉ

Ｅ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１）＝
１
２∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｙｊ

ｓｏｔｈａｔｂｙ（１９）

∑
ｎ－１

ｊ＝１
ａｉｊｙｊ＝λ∑

ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｙｊ （２０）

Ｂｙ（２０），ｗｅｇｅｔ
Ａｙ＝λＢｙ （２１）

Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１）ｂｅｃｏｍｅｓｔｈｅａｌｇｅｂｒａｉｃｐｒｏｂｌｅｍ（２１）ｏｆａｎｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ．
Ｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［ａ，ｂ］ｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｎｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌｓ，ｔｈｅｍａｔｒｉｃｅｓＡ ａｎｄＢ ｉｎＥｑ．（２１）ａｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ．

ＣｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎＪｉｓ

Ｄ（ｙ）＝ １２∑
ｎ

ｉ＝１∫
ｘｉ

ｘｉ－１

［ｐ（ｘ）（ｙ′）２＋ｑ（ｘ）ｙ２］ｄｘ＝ １２∑
ｎ

ｉ＝１
Ｉｉ （２２）

Ｏｎｔｈｅｉｔｈｉｎｔｅｒｖａｌ，ｔｈｅｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓ
ｙ（ｉ）（ｘ）＝τｉ１（ｘ）ｙｉ－１＋τｉ２（ｘ）ｙｉ （２３）

ｗｈｅｒｅτｉ１（ｘ）＝
ｘｉ－ｘ
ｘｉ－ｘｉ－１

，τｉ２（ｘ）＝
ｘ－ｘｉ－１
ｘｉ－ｘｉ－１

．

ＲｅｐｌａｃｉｎｇｙｉｎＩｉｂｙｙ
（ｉ）（ｘ）ｉｎＥｑ．（２３），ｃｏｍｐｕｔｉｎｇＩｉ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

Ｉｉ＝∫
ｘｉ

ｘｉ－１
ｐ（ｘ）［（τ′ｉ１）２ｙ２ｉ－１＋２τ′ｉ１τ′ｉ２ｙｉ－１ｙｉ＋（τ′ｉ２）２ｙ２ｉ］ｄｘ＋

∫
ｘｉ

ｘｉ－１
ｑ（ｘ）［（τｉ１）２ｙ２ｉ－１＋２τｉ１τｉ２ｙｉ－１ｙｉ＋（τｉ２）２ｙ２ｉ］ｄｘ＝Ｉｉ１＋Ｉｉ２ （２４）

９３４ＦｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ’ｓｐｒｏｂｌｅｍ



Ｂｙτ′ｉ１（ｘ）＝
－１

ｘｉ－ｘｉ－１
ａｎｄτ′ｉ２（ｘ）＝

１
ｘｉ－ｘｉ－１

，ｃｏｍｐｕｔｉｎｇＩｉ１ｉｎ（２４），ｗｅｈａｖｅ

Ｉｉ１ ＝
ｙ２ｉ－１－２ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ
（ｘｉ－ｘｉ－１）２ ∫

ｘｉ

ｘｉ－１
ｐ（ｘ）ｄｘ （２５）

Ｂｙｔａｋｉｎｇｐ（ｘ）＝ｐｉｉｎ［ｘｉ－１，ｘｉ］ａｎｄ（２５），ｗｅｇｅｔ

Ｉｉ１ ＝
ｐｉ

ｘｉ－ｘｉ－１
（ｙ２ｉ－１－２ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ） （２６）

Ｂｙτｉ１（ｘ）＝
ｘｉ－ｘ
ｘｉ－ｘｉ－１

ａｎｄτｉ２（ｘ）＝
ｘ－ｘｉ－１
ｘｉ－ｘｉ－１

，ｃｏｍｐｕｔｉｎｇＩｉ２ｉｎ（２４），ｗｅｇｅｔ

Ｉｉ２ ＝∫
ｘｉ

ｘｉ－１

ｑ（ｘ）
（ｘｉ－ｘｉ－１）２

［（ｘｉ－ｘ）２ｙ２ｉ－１＋２（ｘｉ－ｘ）（ｘ－ｘｉ－１）ｙｉ－１ｙｉ＋（ｘ－ｘｉ－１）２ｙ２ｉ］ｄｘ （２７）

Ｂｙｔａｋｉｎｇｑ（ｘ）＝ｑｉｉｎ［ｘｉ－１，ｘｉ］ａｎｄ（２７），ｗｅｏｂｔａｉｎ

Ｉｉ２ ＝
ｑｉ
３（ｘｉ－ｘｉ－１）（ｙ

２
ｉ－１＋ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ） （２８）

Ｕｓｉｎｇ（２６），（２８），ａｎｄ（２４），ｗｅｈａｖｅ

Ｉｉ＝Ｉｉ１＋Ｉｉ２ ＝
ｐｉ

ｘｉ－ｘｉ－１
（ｙ２ｉ－１－２ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ）＋

ｑｉ
３（ｘｉ－ｘｉ－１）（ｙ

２
ｉ－１＋ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ） （２９）

Ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ（２２）ａｎｄ（２０）ｙｉｅｌｄｓ

Ｄ［ｙｎ（ｘ）］＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１
Ｉｉ＝

１
２∑

ｎ

ｉ＝
[
１

ｐｉ
ｘｉ－ｘｉ－１

（ｙ２ｉ－１－２ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ）＋
ｑｉ
３（ｘｉ－ｘｉ－１）（ｙ

２
ｉ－１＋

ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ ]） ＝ １２ｙ
ＴＡｙ

ｗｈｅｒｅｙ＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ－１｝Ｔ，Ａ＝［ａｉｊ］ｉｓａｔｈｒｅｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘ．ＴｈｅｍａｉｎｄｉａｇｏｎａｌｅｌｅｍｅｎｔｏｆｍａｔｒｉｘＡｉｓ

ａｉｉ＝
ｐｉ
ｈｉ
＋
ｐｉ＋１
ｈｉ＋１
＋１３（ｑｉｈｉ＋ｑｉ＋１ｈｉ＋１） ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （３０）

ＴｈｅｓｅｃｏｎｄａｒｙｄｉａｇｏｎａｌｅｌｅｍｅｎｔｏｆｍａｔｒｉｘＡｉｓ

ａｉ，ｉ＋１ ＝ａｉ＋１，ｉ＝－
ｐｉ＋１
ｈｉ＋１
＋１６ｑｉ＋１ｈｉ＋１ ｉ＝１，２，…，ｎ－２ （３１）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ

Ｅ［ｙｎ（ｘ）］＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１∫
ｘｉ

ｘｉ－１
ｓ（ｘ）ｙ２ｄｘ （３２）

Ｂｙｔａｋｉｎｇｓ（ｘ）＝ｓｉｉｎ［ｘｉ－１，ｘｉ］ａｎｄ（３２），ｗｅｇｅｔ

Ｅ［ｙｎ（ｘ）］＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１

ｓｉ
３（ｘｉ－ｘｉ－１）（ｙ

２
ｉ－１＋ｙｉ－１ｙｉ＋ｙ２ｉ）＝

１
２ｙ

ＴＢｙ

ｗｈｅｒｅＢ＝［ｂｉｊ］ｉｓａｔｈｒｅｅｄｉａｇｏｎａｌｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅｍａｔｒｉｘ．ＴｈｅｍａｉｎｄｉａｇｏｎａｌｅｌｅｍｅｎｔｏｆｍａｔｒｉｘＢｉｓ

ｂｉｉ＝
１
３（ｓｉｈｉ＋ｓｉ＋１ｈｉ＋１） ｉ＝１，２，…，ｎ－１ （３３）

ＴｈｅｓｅｃｏｎｄａｒｙｄｉａｇｏｎａｌｅｌｅｍｅｎｔｏｆｍａｔｒｉｘＢｉｓ

ｂｉ，ｉ＋１ ＝ｂｉ＋１，ｉ＝
１
６ｓｉ＋１ｈｉ＋１ ｉ＝１，２，…，ｎ－２ （３４）

ｗｈｅｒｅｈｉ＝ｘｉ－ｘｉ－１；ｐｉ＝ｐ（ｘｉ）；ｑｉ＝ｑ（ｘｉ）；ｓｉ＝ｓ（ｘｉ）．
Ｕｓｉｎｇ（３０），（３１），（３３），ａｎｄ（３４），ｔｈｅｍａｔｒｉｃｅｓＡａｎｄＢａｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ．ＴｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆＡｙ＝λＢｙｃａｎ

ｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ．Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ（１）．

３ ＴｗｏＥｘａｍｐｌｅｓ

Ｅｘａｍｐｌｅ１
－ｙ″＝λｙ ｘ∈（０，１）
ｙ（０）＝ｙ（１）＝{ ０

Ｌｅｔｐ（ｘ）＝１，ｑ（ｘ）＝０，ｓ（ｘ）＝１ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ（１）．Ｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，１］ｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｎｓａｍｅ

０４４ ＨｕａｎｇＢｉｎ，ａｎｄＨｕＷｅｉｑｕｎ



ｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌｓ．Ｂｙｔａｋｉｎｇｈｉ＝ｈ＝
１
ｎ，ｕｓｉｎｇ（３０），（３１），（３３），ａｎｄ（３４），ｔｈｅｍａｔｒｉｃｅｓＡａｎｄＢａｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ，

ｗｅｈａｖｅ

ａｉｉ＝２ｎ，ｂｉｉ＝
２ｎ
３ ｉ＝１，２，…，ｎ－１

ａｉ，ｉ＋１ ＝ａｉ＋１，ｉ＝－ｎ，ｂｉ，ｉ＋１ ＝ｂｉ＋１，ｉ＝
１
６ｎ ｉ＝１，２，…，ｎ－２

ｉ．ｅ．

－ｎｙｉ－１＋２ｎｙｉ－ｎｙｉ＋１ ＝ (λ ｙｉ－１６ｎ＋２３ｎｙｉ＋
ｙｉ＋１
６ )ｎ ｉ＝１，２，…，ｎ－１

ｙ０ ＝ｙｎ ＝
}

０
（３５）

Ｂｙｔａｋｉｎｇｎ＝２５ｉｎ（３５），ｗｅｇｅｔｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｖａｌｕｅｓｏｆｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓλ１ ＝９８８２６，λ２ ＝３９６８６７，λ３ ＝
８９８８３４ａｎｄλ４ ＝１６１２６６，ｉｎｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｔｈｅａｃｃｕｒａｔｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎ，λ１
ａｎｄλ２ｅａｃｈｈａｖｅｔｗｏｅｆｆｅｃｔｉｖｅｄｉｇｉｔｓ．λ３ａｎｄλ４ｅａｃｈｈａｖｅｏｎｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｄｉｇｉｔ．

Ｅｘａｍｐｌｅ２
－［（ｘ＋１）ｙ′］′＋ｘｙ＝λ（ｘ２＋１）ｙ ｘ∈（０，１）
ｙ（０）＝ｙ（１）＝{ ０

Ｌｅｔｐ（ｘ）＝ｘ＋１，ｑ（ｘ）＝ｘ，ｓ（ｘ）＝ｘ２＋１ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ（１）．Ｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，１］ｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｎ
ｓａｍｅｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌｓ．Ｂｙｔａｋｉｎｇｈｉ＝ｈ＝１／ｎ，ｕｓｉｎｇ（３０），（３１），（３３），ａｎｄ（３４），ｔｈｅｍａｔｒｉｃｅｓＡａｎｄＢａｒｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ａｉｉ＝２ｎ＋２ｉ＋１＋
２ｉ＋１
３ｎ２

，ｂｉｉ＝
１
３ｎ３
［２ｎ２＋ｉ２＋（ｉ＋１）２］ ｉ＝１，２，…，ｎ－１
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摘 要 本文构建了计算 ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ问题特征值的有限元方法．主要结果的证明运用了变分
法．通过构造适当的线性插值函数，将微分方程特征值的近似计算问题离散化为矩阵特征值计算问
题．从而获得了微分方程特征值的近似值的有限元方法，而且可以用第 ｎ次近似值来估计第ｎ－１
次的近似值的精确度．随着 ｎ的增大，特征值λｋ的精确度逐步提高，只要适当选取 ｎ，就可以求得
所要求精确度的特征值的近似值，这个算法具有广泛的实用价值和理论价值．
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