
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牗ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ牘　Ｖｏｌ．２１牞Ｎｏ．４牞ｐｐ．４５３－４５８ Ｄｅｃ．２００５　ＩＳＳＮ１００３—７９８５

Ｎｏｖｅｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｘａｃｔｌｙｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙ
ｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ

ＺｈｏｕＨａｉ１　　ＺｈｏｕＬａｉｓｈｕｉ２

牗１ＳｃｈｏｏｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ牞ＹａｎｃｈｅｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ牞Ｙａｎｃｈｅｎｇ２２４００３牞Ｃｈｉｎａ牘
牗２ＲｅｓｅａｒｃｈＣｅｎｔｅｒｏｆＣＡＤ／ＣＡＭＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ牞ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓａｎｄＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ牞Ｎａｎｊｉｎｇ２１００１６牞Ｃｈｉｎａ牘

Ａｂｓｔｒａｃｔ牶ＡｎｏｖｅｌｍｅｔｈｏｄｉｓｐｒｏｄｕｃｅｄｔｏｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｎｃｌｕｄｉｎｇ
ｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔｓｉｎｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｍｅｓｈ．ＡｃｌｏｓｅｄｆｏｒｍａｎａｌｙｔｉｃｆｏｒｍｕｌａｆｏｒｔｈｉｎｐｌａｔｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌ
ＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｏｆａｒｂｉｔｒａｒｙｔｏｐｏｌｏｇｙｉｓｄｅｒｉｖｅｄｔｈｒｏｕｇｈｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｓｕｒｆａｃｅｉｎｔｏｂｉｃｕｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｓｕｒｆａｃｅｐｉｅｃｅｓ．Ｕｓｉｎｇｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄ牞ｂｏｔｈｔｈｅｍｅｍｂｒａｎｅｅｎｅｒｇｙａｎｄｔｈｅｔｈｉｎｐｌａｔｅ
ｅｎｅｒｇｙｃａｎｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄｗｉｔｈｏｕｔｒｅｑｕｉｒｉｎｇｒｅｃｕｒｓｉｖｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞ｉｔｉｓｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｍｏｒｅ
ａｃｃｕｒａｔｅｔｈａｎｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｗｉｔｈ
ａｒｂｉｔｒａｒｙｔｏｐｏｌｏｇｙ．Ｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｏｆｓｕｒｆａｃｅｆａｉｒｉｎｇｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｔｈａｔｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｉｓｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｆｏｒ
ｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ牶ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ牷ｅｎｅｒｇｙｏｆｓｕｒｆａｃｅ牷ｆａｉｒｉｎｇｏｆｓｕｒｆａｃｅ

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２００５０３１０．
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｉｔｅｍｓ牶ＴｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＪｉａｎｇｓｕＨｉｇｈｅｒ
ＥｄｕｃａｔｉｏｎＩｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｓ牗Ｎｏ．０４ＫＪＤ４３０２１３牘牞ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａ
ｔｉｏｎｏｆＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ牗Ｎｏ．ＢＫ２００１４０８牘牞ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎ
ｄａｔｉｏｎｏｆＹａｎｃｈｅｎｇＣｉｔｙ牗Ｎｏ．ＹＫ２００５０１６牘牞ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎ
ｄａｔｉｏｎｏｆＹａｎｃｈｅｎｇＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ牗Ｎｏ．ＸＪＳ２００５０１１牘．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｉｅｓ牶ＺｈｏｕＨａｉ牗１９６５—牘牞ｍａｌｅ牞ｄｏｃｔｏｒ牞ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ牞
ｚｈｏｕｈａｉ＠ｙｃｉｔ．ｃｎ牷ＺｈｏｕＬａｉｓｈｕｉ牗１９６２—牘牞ｍａｌｅ牞ｄｏｃｔｏｒ牞ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ牞
ｚｌｓｍｅ＠ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ．

　　Ｅｎｅｒｇｙｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｈａｓｂｅｅｎｗｉｄｅｌｙ
ｕｓｅｄｉｎｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓ牞ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｒａｐｈｉｃｓ牞ｐｈｙｓｉｃｓｂａｓｅｄ
ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ犤１犦．Ｈｏｗ
ｅｖｅｒｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｈａｖｅｍａｎｙｄｅｆｅｃｔｓ．Ｆｉｒｓｔ牞ｅｎ
ｅｒｇｙｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｏｆｐａｔｃｈｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈａｎ
ｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔｎｅｅｄｓｒｅｃｕｒｓｉｖｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎａｎｄｎｕ
ｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｌｓ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ牞ｔｈｅｙｏｂｔａｉｎｏｎｌｙａｐｐｒｏｘｉ
ｍａｔｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｅｎｅｒｇｙｏｆｐａｔｃｈｅｓｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙ
ｐｏｉｎｔ犤２犦．Ｔｈｅａｉｍｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｓｅｑｕｅｓ
ｔｉｏｎｓ．

Ｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｓｃｈｅｍｅｓｔｏｅｘｐｒｅｓｓｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆ
ｓｕｒｆａｃｅ牞ｓｕｃｈａｓｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｅｎｅｒｇｙ犤３犦牞ｄａｔａ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｅｎｅｒｇｙ犤４犦ａｎｄｓｏｏｎ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ牞ｔｈｅｓｕｒｆａｃｅ
ｅｎｅｒｇｙｉｓｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆａｍｅｍｂｒａｎｅｅｎｅｒｇｙａｎｄａｔｈｉｎ
ｐｌａｔｅｅｎｅｒｇｙ犤５犦．Ｔｈｉｓｆｏｒｍ ｅｎｅｒｇｙｈａｓｃｌｅａｒｐｈｙｓｉｃｓ
ｍｅａｎｉｎｇｓ．

Ｅ＝μＥｍ ＋ξＥｐ 牗１牘
ｗｈｅｒｅμａｎｄξａｒｅｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅ
ｍａｔｅｒｉａｌ牞ｕｓｕａｌｌｙμａｎｄξａｒｅａｌｌｅｑｕａｌｔｏ１牞

Ｅｍ ＝牗Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘２＋ Ｓｗ牗ｕ牞ｗ牘
２牘ｄｕｄｗ

Ｅｐ ＝牗Ｓｕｕ牗ｕ牞ｗ牘２＋２Ｓｕｗ牗ｕ牞ｗ牘
２＋

Ｓｗｗ牗ｕ牞ｗ牘
２牘ｄｕｄｗ

Ａｌｔｈｏｕｇｈｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙ ｓｕｒｆａｃｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｓｃｈｅｍｅｓ牞ｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ犤６犦ｉｓａｗｉｄｅｌｙ
ｕｓｅｄｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅ．Ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓａｎａｌｙｚｅｄｉｎｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ．Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄｍａｙｅａｓｉｌｙｂｅａｄａｐｔｅｄｆｏｒｃｏｍｐｕ
ｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｏｔｈｅｒｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ．

１　ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋＳｕｒｆａｃｅｓ

ＣａｔｍｕｌｌａｎｄＣｌａｒｋｈａｖｅｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｒｕｌｅｓｅｘ
ｐｒｅｓｓｅｄｆｏｒｔｈｅｃｕｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｎｏｔｏｎｌｙ
ｗｏｒｋｆｏｒａｒｂｉｔｒａｒｙｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｍｅｓｈｅｓ牞ｂｕｔａｌｓｏｃａｎｂｅ
ｅｘｔｅｎｄｅｄｔｏｍｅｓｈｅｓｗｉｔｈａｒｂｉｔｒａｒｙｔｏｐｏｌｏｇｙ．

Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｄｇｅｓａｄｊａｃｅｎｔｔｏａｖｅｒｔｅｘｉｓｃａｌｌｅｄ
ｉｔｓｖａｌｅｎｃｅ．Ａｖｅｒｔｅｘｗｈｏｓｅｖａｌｅｎｃｅｉｓｅｑｕａｌｔｏｆｏｕｒｉｓ
ｃａｌｌｅｄａｎｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｅｘ牷ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ牞ｉｔｉｓｃａｌｌｅｄａｎｅｘ
ｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｅｘ．Ｔｈｅｎｅｗｃｏｎｔｒｏｌｍｅｓｈｏｆａｓｕｂｄｉｖｉ
ｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓｒｅｃｏｎｎｅｃｔｅｄｂｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｅｗｐｏｉｎｔｓ
ｂｙｓｕｂｄｉｖｉｄｉｎｇｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ犤７犦．

●Ｆａｃｅｐｏｉｎｔ
Ｔｈｅｎｅｗｆａｃｅｐｏｉｎｔｓａｒｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｒｏｍｅａｃｈｆａｃｅ

ｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ．Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｅｗｆａｃｅｐｏｉｎｔ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄｉｓｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｆａｌｌｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｏｉｎｔｓ牞ｔｈａｔ
ｉｓ

ＶＦ ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｖｉ

●Ｅｄｇｅｐｏｉｎｔ
Ｔｈｅｎｅｗ ｅｄｇｅｐｏｉｎｔｓａｒｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｒｏｍ ｅａｃｈ

ｅｄｇｅｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ．Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｅｗｅｄｇｅ
ｐｏｉｎｔｉｓｔｈｅａｖｅｒａｇｅｏｆｔｈｅｍｉｄｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌ
ｅｄｇｅｗｉｔｈｔｈｅｔｗｏｎｅｗｆａｃｅｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅｆａｃｅｓａｄｊａｃｅｎｔ
ｔｏｔｈｅｅｄｇｅ．



ＶＥ ＝
１
４牗Ｖｉ＋Ｖｊ＋Ｆ１＋Ｆ２牘

●Ｖｅｒｔｅｘｐｏｉｎｔ
Ｔｈｅｎｅｗｖｅｒｔｅｘｐｏｉｎｔｓａｒｅｇｅｎｅｒａｔｅｄｆｒｏｍ ｅａｃｈ

ｖｅｒｔｅｘｏｆｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ．Ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｅｗｖｅｒ
ｔｅｘｐｏｉｎｔｓｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｓ

ＶＶ ＝αＮＶ＋βＮ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｖ２ｉ＋γＮ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｖ２ｉ＋１

ｗｈｅｒｅβＮ ＝
３
２Ｎ２
牞γＮ ＝

１
４Ｎ２
牞αＮ ＝１－Ｎ牗βＮ ＋γＮ牘．

ＴｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｍａｓｋｓａｒｅｓｈｏｗｎ
ｉｎＦｉｇ．１．

Ｆｉｇ．１　ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｍａｓｋｓ．牗ａ牘Ｆａｃｅｐｏｉｎｔ牷牗ｂ牘Ｅｄｇｅｐｏｉｎｔ牞
Ｎ＝４牷牗ｃ牘Ｖｅｒｔｅｘｐｏｉｎｔ

Ｔｈｉｓｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅｐｒｏｄｕｃｅｓｓｕｒｆａｃｅｓｔｈａｔ
ａｒｅＣ２ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｅｖｅｒｙｗｈｅｒｅｅｘｃｅｐｔａｔｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｗｈｅｒｅｔｈｅｙａｒｅＣ１ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ．

２　ＥｎｅｒｇｙＡｎａｌｙｓｉｓｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋＳｕｂｄｉ
ｖｉｓｉｏｎＳｕｒｆａｃｅｓ

２１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｓｕｒｆａｃｅｓ

　　ＲｅｇｕｌａｒｐａｔｃｈｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｗｉｔｈｏｕｔｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓａｃｔｕａｌｌｙｕｎｉｆｏｒｍｂｉｃｕ
ｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｓｕｒｆａｃｅ牞ａｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．２．Ｔｈｅｓｕｒｆａｃｅ
ｃａｎｂｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｓ犤６犦

Ｓ牗ｕ牞ｗ牘＝ＣＴ０ｂ牗ｕ牞ｗ牘　　０≤ｕ≤１牞０≤ｗ≤１
ｗｈｅｒｅＣ０ ＝狖ｃ０牞１牞ｃ０牞２牞爥牞ｃ０牞１６狚

Ｔ牞ａｎｄｂ牗ｕ牞ｗ牘＝
狖ｂ１牗ｕ牞ｗ牘牞ｂ２牗ｕ牞ｗ牘牞爥牞ｂ１６牗ｕ牞ｗ牘狚

Ｔ＝Ｂ牗ｓｅｅＲｅｆ．
犤８犦牘．

Ｆｉｇ．２　ＡｂｉｃｕｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙ１６ｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓ

　　Ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｅｘｓｔｒｕｃｔｕｒｅｎｅａｒａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙ

ｖｅｒｔｅｘｉｓｎｏｔａｓｉｍｐｌｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｇｒｉｄ．Ａｐａｔｃｈｔｈａｔ
ｃｏｎｔａｉｎｓｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｉｃｅｓｃａｎｎｏｔｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄａｓ
ｕｎｉｆｏｒｍＢｓｐｌｉｎｅ牞ａｓｉｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．３．Ｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅ
ｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｍａｎｙｓｕｂｐａｔｃｈｅｓ．Ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈｈａｓｂｅｅｎｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄａｔｌｅａｓｔｔｗｉｃｅ牞ｉｓｏｌａ
ｔｉｎｇｔｈｅｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｉｃｅｓ牞ｓｏｔｈａｔｅａｃｈｓｕｂｐａｔｃｈｉｓ
ａｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌａｎｄｃｏｎｔａｉｎｓａｔｍｏｓｔｏｎｅｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙ
ｖｅｒｔｅｘ犤８犦．

Ｆｉｇ．３　Ｉｒｒｅｇｕｌａｒｓｕｒｆａｃｅｐａｔｃｈ．牗ａ牘Ｓｕｒｆａｃｅｐａｔｃｈｃｏｎｔａｉｎｅｄａｎ
ｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｅｘ牷牗ｂ牘Ｏｒｄｅｒｉｎｇｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓ

ＬｅｔＮｄｅｎｏｔｅｔｈｅｖａｌｅｎｃｅｏｆｔｈｅｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒ
ｔｅｘ牞Ｋ＝２Ｎ＋８ｂｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔ
ｉｎｇｔｈｅｐａｔｃｈ．ＡｎｅｗｓｅｔｏｆＭ＝Ｋ＋９ｖｅｒｔｉｃｅｓｃａｎｂｅ
ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ．Ｔｈｅｎｅｗｓｅｔｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓ
ｓｈｏｗｎａｓｃｉｒｃｌｅｓｓｕｐｅｒｉｍｐｏｓｅｄｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｖｅｒｔｉｃｅｓｉｎ
Ｆｉｇ．４．Ｓｕｂｓｅｔｓｏｆｔｈｅｓｅｎｅｗｖｅｒｔｉｃｅｓａｒｅｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｔｈｒｅｅｕｎｉｆｏｒｍＢｓｐｌｉｎｅｐａｔｃｈｅｓ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞
ｔｈｒｅｅｑｕａｒｔｅｒｓｏｆｏｕｒｓｕｒｆａｃｅｐａｔｃｈｉｓｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ．
Ｄｅｎｏｔｅｔｈｉｓｎｅｗｓｅｔｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｂｙ

Ｃ１＝狖ｃ１牞１牞ｃ１牞２牞爥牞ｃ１牞１６狚
Ｔ

珚Ｃ１＝狖ｃ１牞１牞ｃ１牞２牞爥牞ｃ１牞Ｋ牞ｃ１牞Ｋ＋１牞爥牞ｃ１牞Ｍ狚
Ｔ

Ｗｉｔｈｔｈｅｓｅｍａｔｒｉｃｅｓ牞ｔｈｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｔｅｐｉｓａｍｕｌ
ｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｂｙａｎＭ×Ｋ牗ｅｘｔｅｎｄｅｄ牘ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｍａｔｒｉｘ
Ａ牶

Ｃ１＝ＡＣ０
Ｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎａｌｐｏｉｎｔｓｎｅｅｄｅｄｔｏｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｔｈｒｅｅ

Ｂｓｐｌｉｎｅｐａｔｃｈｅｓａｒｅｄｅｆｉｎｅｄｕｓｉｎｇａｂｉｇｇｅｒｍａｔｒｉｘ珚Ａｏｆ

４５４ ＺｈｏｕＨａｉ牞ａｎｄＺｈｏｕＬａｉｓｈｕｉ



ｓｉｚｅＭ×Ｋ牶
珚Ｃ１＝珚Ａ　珚Ｃ０

ＴｈｅｍａｔｒｉｃｅｓＡａｎｄ珚ＡａｒｅｄｅｆｉｎｅｄｉｎＲｅｆ．犤８犦．
珚Ｃｎ＝珚ＡＣｎ－１＝珚ＡＡ

ｎ－１Ｃ０＝珚ＡＶΛ
ｎ－１Ｖ－１Ｃ０

Ｆｉｇ．４　ＡｐａｔｃｈｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｗｉｔｈａｎｅｘ
ｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｅｘ．牗ａ牘Ｃｏｎｔｒｏｌｍｅｓｈｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒ
ｔｅｘ牷牗ｂ牘Ｓｕｂｐａｔｃｈｅｓａｆｔｅｒｏｎｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ

Ｆｏｒｅａｃｈｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｌｅｖｅｌｎ牞ａｓｕｂｓｅｔｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉ
ｃｅｓｏｆ珚ＣｎｂｅｃｏｍｅｓｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｔｈｒｅｅＢｓｐｌｉｎｅ
ｐａｔｃｈｅｓ．Ｔｈｅｓｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓｃａｎｂｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙｓｅｌｅｃ
ｔｉｎｇ１６ｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓｆｒｏｍ珚Ｃｎａｎｄｓｔｏｒｉｎｇｔｈｅｍｉｎ
ｐｉｃｋｉｎｇｍａｔｒｉｃｅｓ犤８犦Ｐｋ．

Ｅａｃｈｓｕｂｐａｔｃｈｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｅａｃｈｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒ
ｔｅｘｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

Ｓｋ牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘＝珚Ｃ
Ｔ
ｎＰ

Ｔ
ｋｂ牗ｕ牞ｗ牘

ｗｈｅｒｅ牗ｕ牞ｗ牘∈Ωａｎｄｋ＝１牞２牞３．ＴｈｅｕｎｉｔｓｑｕａｒｅΩｃａｎ
ｂｅｐａｒｔｅｄｉｎｔｏａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｓｅｔｏｆｔｉｌｅｓΩｎｋ牞ａｓｓｈｏｗｎｉｎ
Ｆｉｇ．５．

Ωｎ１＝ ２
１
ｎ牞２

１
ｎ[ ]－１ × ０牞２

１
[ ]ｎ

Ωｎ２＝ ２
１
ｎ牞２

１
ｎ[ ]－１ × ２

１
ｎ牞２

１
ｎ[ ]－１

Ωｎ３＝ ０牞２
１

[ ]ｎ × ２
１
ｎ牞２

１
ｎ[ ]－１

ＡｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒＳ牗ｕ牞ｗ牘ｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙ
ｄｅｆｉｎｉｎｇｉｔｓｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｔｏｅａｃｈｔｉｌｅΩｎｋ．

Ｓ牗ｕ牞ｗ牘ｉｓｅｑｕａｌｔｏＢｓｐｌｉｎｅｐａｔｃｈｄｅｆｉｎｅｄｂｙｔｈｅ
ｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓ．
Ｓ牗ｕ牞ｗ牘Ωｎｋ＝Ｓｋ牞ｎ牗ｔｋ牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘牘＝珚Ｃ

Ｔ
ｎＰ
Ｔ
ｋｂ牗ｔｋ牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘牘＝

Ｆｉｇ．５　Ｐａｒｔｉｔｉｏｎｏｆｕｎｉｔｓｑｕａｒｅｉｎｔｏａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｆａｍｉｌｙｏｆｔｉｌｅｓ

ＣＴ０Ｖ
－ＴΛｎ－１ＸＴｋｂ牗ｔｋ牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘牘 牗２牘

ｗｈｅｒｅＸｋ＝Ｐｋ珚ＡＶ．
Ｔｈｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｔｋ牞ｎｍａｐｓｔｈｅｔｉｌｅΩ

ｎ
ｋｏｎｔｏｔｈｅ

ｕｎｉｔｓｑｕａｒｅΩ．
ｔ１牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘＝牗２

ｎｕ－１牞２ｎｗ牘
ｔ２牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘＝牗２

ｎｕ－１牞２ｎｗ－１牘
ｔ３牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘＝牗２

ｎｕ牞２ｎｗ－１牘
２２　Ｅｘａｃｔｅｎｅｒｇｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｒｅｇｕｌａｒｐａｔｃｈｏｆ

ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
　　ＡｓｒｅｇｕｌａｒｐａｔｃｈｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｉｓｕｎｉｆｏｒｍｂｉｃｕｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｓｕｒｆａｃｅ牞ｉｔｓｅｎｅｒｇｙＥＩｃａｎ
ｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄａｓ

ＥＩｍ ＝∫
１

０∫
１

０
牗‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖

２ ＋‖Ｓｗ牗ｕ牞ｗ牘‖
２牘ｄｕｄｗ

＝

ＣＴ０∫
１

０∫
１

０
牗ＢｕＢ

Ｔ
ｕ ＋ＢｗＢ

Ｔ
ｗ牘ｄｕｄ[ ]ｗＣ０

ｗｈｅｒｅ
　　Ｂｕ ＝ｂｕ牗ｕ牞ｗ牘＝

狖ｂｕ牞１牗ｕ牞ｗ牘牞ｂｕ牞２牗ｕ牞ｗ牘牞爥牞ｂｕ牞１６牗ｕ牞ｗ牘狚
Ｔ

ｂｕ牞１牗ｕ牞ｗ牘＝
１
３６牗－３＋６ｕ－３ｕ

２牘牗１－３ｗ＋３ｗ２－ｗ３牘

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞Ｂｗ牞Ｂｕｕ牞Ｂｕｗ牞Ｂｗｗｃａｎａｌｓｏｂｅｗｒｉｔｔｅｎ．
ＥｎｅｒｇｙｏｆｒｅｇｕｌａｒｐａｔｃｈｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋＳｕｂｄｉ

ｖｉｓｉｏｎＥＩｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｓ
ＥＩ＝ＥＩｍ＋ＥＩｐ＝Ｃ

Ｔ
０ＱＩＣ０ 牗３牘

ｗｈｅｒｅＱＩ [＝ ∫
１

０∫
１

０
牗ＢｕＢ

Ｔ
ｕ＋ＢｗＢ

Ｔ
ｗ＋ＢｕｕＢ

Ｔ
ｕｕ＋２ＢｕｗＢ

Ｔ
ｕｗ

＋ＢｗｗＢ
Ｔ
ｗｗ牘ｄｕｄ ]ｗ

１６×１６
．

２３　ＥｘａｃｔｅｎｅｒｇｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｐａｔｃｈｏｆＣａｔｍｕｌｌ
Ｃｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔ

　　ＡｌｔｈｏｕｇｈｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ
ｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔｃａｎｎｏｔｂｅａｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａ
ｔｉｏｎ牞ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆａｐａｔｃｈｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉ
ｖｉｓｉｏｎｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔｃａｎｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄｂｙ
ａｓｕｂｐａｔｃｈ．Ａｓａｎｅｘａｍｐｌｅ牞ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｈｏｗｓｈｏｗ

ｔｏｇｅｔａｎｅｘａｃｔｖａｌｕｅｏｆ‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖２ｄｕｄｗｏｆｔｈｅ

ｐａｔｃｈｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．４．Ａｆｔｅｒ
ｏｎｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ牞ｔｈｅｐａｔｃｈｉｓｄｉｖｉｄｅｄｉｎｔｏｆｏｕｒｓｕｂｐａｔ
ｃｈｅｓ．Ｔｈｅｓｕｂｐａｔｃｈｉｓｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄｒｅｃｕｒｓｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅａｒｅａ

５５４ＮｏｖｅｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｘａｃｔｌｙｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ



ｏｆｔｈｅｓｕｂｐａｔｃｈｔｈａｔｃｏｎｔａｉｎｓａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔ
ｂｅｃｏｍｅｓｓｍａｌｌｅｒａｎｄｓｍａｌｌｅｒ．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ牞ｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌ
ｍａｙｂｅｄｏｎｅｉｎｔｈｒｅｅｐａｒｔｓ牶Ωｎ１牞Ω

ｎ
２ａｎｄΩ

ｎ
３牞ａｓｓｈｏｗｎ

ｉｎＦｉｇ．５．
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｓ牗ｕ牞ｗ牘Ωｎｋ ＝Ｃ

Ｔ
０Ｖ

－Ｔ Λｎ－１ＸＴｋ爛
ｂ爛牗ｔｋ牞ｎ牗ｕ牞ｗ牘牘牞ｏｎΩ

ｎ
１牶

Ｓα＝Ｃ
Ｔ
０Ｖ

－ＴΛｎ－１ＸＴｋｂα牗２
ｎｕ－１牞２ｎｗ牘

Ｓβ＝Ｃ
Ｔ
０Ｖ

－ＴΛｎ－１ＸＴｋｂβ牗２
ｎｕ－１牞２ｎｗ牘

ｗｈｅｒｅα＝２ｎｕ－１牞β＝２ｎｗ．

Ｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｌｏｆ‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖２ｄｕｄｗｏｎｔｈｅｓｅ

Ωｎ１牗ｎ＝１牞２牞３牞爥牘ｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙＥｑ．牗２牘．
ＯｎΩ１１牶


Ω１１

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄｗ＝

Ω１１

ＳαＳ
Ｔ
αｄｕｄｗ＝

　　　ＣＴ０Ｖ
－ＴΛｎ－１ＸＴ (１ ∫

１

１
２
∫
１
２

０
ｂα牗２ｕ－１牞２ｗ牘·

　　　ｂＴα牗２ｕ－１牞２ｗ牘ｄｕｄ )ｗ Ｘ１Λｎ－１Ｖ－１Ｃ０ ＝
　　　 １４Ｃ

Ｔ
０Ｖ

－ＴΛｎ－１ＸＴ (１ ∫
１

０∫
１

０
ｂα牗ｕ牞ｗ牘·

　　　ｂＴα牗ｕ牞ｗ牘ｄαｄ )β Ｘ１Λｎ－１Ｖ－１Ｃ０ ＝
　　　 １４Ｃ

Ｔ
０Ｖ

－ＴΛｎ－１ＸＴ (１ ∫
１

０∫
１

０
ｂｕ牗ｕ牞ｗ牘·

　　　ｂＴｕ牗ｕ牞ｗ牘ｄｕｄ )ｗ Ｘ１Λｎ－１Ｖ－１Ｃ０ ＝
　　　 １４Ｃ

Ｔ
０Ｖ

－ＴΛｎ－１ＸＴ１∫
１

０∫
１

０
ＢｕＢ

Ｔ
ｕｄｕｄ( )ｗ·

　　　Ｘ１Λ
ｎ－１Ｖ－１Ｃ０

ＯｎΩ２１牶

　　
Ω２１

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄｗ＝

　　 １
４２
ＣＴ０Ｖ

－ＴΛ１ＸＴ１∫
１

０∫
１

０
ＢｕＢ

Ｔ
ｕｄｕｄ( )ｗＸ１Λ１Ｖ－１Ｃ０

ＯｎΩｎ１牶

　　
Ωｎ１

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄｗ＝

　　 １
４ｎ
ＣＴ０Ｖ

－ＴΛｎ－１ＸＴ(１ ∫
１

０∫
１

０
ＢｕＢ

Ｔ
ｕｄｕｄ )ｗ Ｘ１Λｎ－１Ｖ－１Ｃ０

Ｔｈｕｓ牞ｓｕｍｍｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｉｅｌｄｓｉｎｔｅ
ｇｒａｌｏｎΩ１．


Ω１

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄｗ＝

　　　　 ｌｉｍ
ｔ１→∞
∑
ｔ１

ｎ＝１ 
Ωｎ１

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄ[ ]ｗ ＝

　　　　ＣＴ０Ｖ
－Ｔ 牗Ｄｕ１牘ｉｊ
４－λｉλ

[ ]
ｊ

Ｖ－１Ｃ０

ｗｈｅｒｅＤｕ１ ＝Ｘ
Ｔ
１∫

１

０∫
１

０
ＢｕＢ

Ｔ
ｕｄｕｄ( )ｗＸ１．

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ


Ωｋ

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄｗ＝ＣＴ０Ｖ

－Ｔ 牗Ｄｕｋ牘ｉｊ
４－λｉλ

[ ]
ｊ

Ｖ－１Ｃ０

ｗｈｅｒｅλｉｉｓｔｈｅｉｔｈｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｍａ

ｔｒｉｘＡ牞Ｄｕｋ ＝Ｘ
Ｔ
ｋ∫

１

０∫
１

０
ＢｕＢ

Ｔ
ｕｄｕｄ( )ｗＸｋ．

Ｔｈｕｓ牞ｓｕｍｍｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｙｉｅｌｄｓｉｎｔｅ

ｇｒａｌｏｆ‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖２ｄｕｄｗｏｎΩ．

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖２ｄｕｄｗ＝

　　　　∑
３

ｋ＝１
∑
∞

ｎ＝１
Ωｎｋ

‖Ｓｕ牗ｕ牞ｗ牘‖
２ｄｕｄ( )[ ]ｗ ＝

　　　　∑
３

ｋ＝１
ＣＴ０Ｖ

－Ｔ 牗Ｄｕｋ牘ｉｊ
４－λｉλ

[ ]
ｊ

Ｖ－１Ｃ( )０ ＝ＣＴ０ＱｕＣ０
ｗｈｅｒｅＱｕ ＝∑

３

ｋ＝１
Ｖ－ (Ｔ 牗Ｄｕｋ牘ｉｊ

４－λｉλ )
ｊ
Ｖ－[ ]１ ．

　 Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞Ｓｗ牗ｕ牞ｗ牘２ｄｕｄｗ牞Ｓｕｕ牗ｕ牞ｗ牘２ｄｕｄｗ牞
Ｓｕｗ牗ｕ牞ｗ牘２ｄｕｄｗａｎｄＳｗｗ牗ｕ牞ｗ牘２ｄｕｄｗｃａｎｂｅ

ｅｘａｃｔｌｙｅｖａｌｕａｔｅｄ牞ｔｈｕｓｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｐａｔｃｈｗｉｔｈａｎ
ｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｐｏｉｎｔＥⅡ ｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄ．

ＥⅡ ＝Ｃ
Ｔ
０ＱⅡＣ０ 牗４牘

ＱⅡ ＝∑
３

ｋ＝１
Ｖ (－Ｔ 牗Ｄｋ牘ｉｊ

４－λｉλ )
ｊ
Ｖ－[ ]１

ｗｈｅｒｅＤｋ ＝牗Ｐｋ珔ＡＶ牘 [Ｔ ∫
１

０∫
１

０
牗ＢｕＢ

Ｔ
ｕ＋ＢｗＢ

Ｔ
ｗ ＋ＢｕｕＢ

Ｔ
ｕｕ＋

２ＢｕｗＢ
Ｔ
ｕｗ ＋ＢｗｗＢ

Ｔ
ｗｗ牘ｄｕｄ ]ｗ 牗Ｐｋ珔ＡＶ牘牞Ｄｋｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒ牗ｕ牞ｗ牘牞ａｎｄｉｔｍａｙｂｅｐｒｅｃｏｍｐｕｔｅｄ．
２４　 ＴｏｔａｌｅｎｅｒｇｙｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋ

ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ
　　Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｅｎｅｒｇｙａｎａｌｙｓｉｓｉｎｓｅｃｔｉｏｎｓ２２ａｎｄ
２３牞ｔｈｅｅｎｅｒｇｙｃａｎｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄｏｎｂｏｔｈｒｅｇｕｌａｒａｎｄ
ｎｏｎｒｅｇｕｌａｒｐａｔｃｈｅｓｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｓｕｒｆａｃｅ．ＴｈｅｔｏｔａｌｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉ
ｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓＥｃａｎｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄａｓ

Ｅ＝∑
ｄ

ｉ＝１
牗牗ＲｉＣ牘

ＴＱｉ牗ＲｉＣ牘牘＝Ｃ
ＴＱＣ 牗５牘

ｗｈｅｒｅＣ＝狖Ｖ１牞Ｖ２牞爥牞Ｖｍ狚
Ｔ ｉｓｔｈｅｃｏｌｕｍｎｖｅｃｔｏｒ

ｃｏｍｐｏｓｅｄｏｆｍｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋ
ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ牷ｄｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐａｔｃｈｅｓｃｏｍ
ｐｏｓｅｄｏｆｍｃｏｎｔｒｏｌｐｏｉｎｔｓ牷ＲｉｉｓａＫ×ｍｐｉｃｋｉｎｇｍａ
ｔｒｉｘ牞ｉｎｗｈｉｃｈｅａｃｈｒｏｗｈａｓｏｎｌｙｏｎｅｎｏｎｚｅｒｏｅｎｔｒｙ
ｔｈａｔｅｑｕａｌｓｏｎｅａｎｄｅｎｔｒｉｅｓａｌｌｅｑｕａｌｚｅｒｏ牷ＱｉｉｓａＫ×
Ｋｍａｔｒｉｘ牞ＱⅡ ｏｒＱＩ牷Ｑｉｓａｎｍ×ｍｍａｔｒｉｘ．

３　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

Ｉｎｔｈｉｓｐａｒｔ牞ｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅＣａｔｍｕｌｌ

６５４ ＺｈｏｕＨａｉ牞ａｎｄＺｈｏｕＬａｉｓｈｕｉ



Ｃｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｉｓｕｓｅｄａｓａｆａｉｒｎｅｓｓｎｏｒｍ
ｆｏｒｂｌｅｎｄｉｎｇｐａｔｃｈｅｓ．

Ｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｍｅｔｈｏｄｓｔｏｂｌｅｎｄｐａｔｃｈｅｓ犤９犦．
Ｈｅｒｅ牞ｔｈｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓａｄｏｐｔｅｄｔｏｂｌｅｎｄｐａｔ
ｃｈｅｓ．

Ｉｔｉｓｓｕｐｐｏｓｅｄｔｈａｔｔｈｅｂａｓｅｐａｔｃｈｅｓａｒｅｂｉｃｕｂｉｃ
Ｂｓｐｌｉｎｅｐａｔｃｈｅｓｗｈｉｃｈａｒｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙａｎｓ×ｔｃｏｎｔｒｏｌ
ｎｅｔ．ＴｈｅｋｔｈｐａｔｃｈｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙＰｋａｎｄｉｔｓｃｏｎｔｒｏｌ
ｖｅｒｔｅｘｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙ狖ｖｋｉｊ狚牗ｉ＝１牞２牞爥牞ｓ牷ｊ＝１牞２牞爥牞
ｔ牘．ＴｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓｏｆｉａｎｄｊａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．６牗ａ牘．
Ｔｈｅｂｌｅｎｄｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｃａｎｂｅｄｅｓｃｒｉｂｅｄａｓｃｏｎｓｔｒｕｃ
ｔｉｎｇａＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｔｏｊｏｉｎＢ
ｓｐｌｉｎｅｐａｔｃｈｅｓ．

Ｆｉｇ．６　Ｂｌｅｎｄｉｎｇ５ｐａｔｃｈｅｓ．牗ａ牘Ｂｓｐｌｉｎｅｃｏｎｔｒｏｌｎｅｔｏｆ５ｂａｓｅ
ｐａｔｃｈｅｓ牷牗ｂ牘Ｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈｏｆｂｌｅｎｄｉｎｇｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ牷牗ｃ牘
Ｂｌｅｎｄｉｎｇｅｆｆｅｃｔｗｉｔｈｏｕｔｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ牷牗ｄ牘Ｂｌｅｎｄｉｎｇｅｆｆｅｃｔｂｙｏｐｔｉｍｉ
ｚｉｎｇ

３１　Ｃｒｅａｔｉｏｎｏｆｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ
Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｇｅｎｅｒａｔｅａｆａｉｒｉｎｇｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｂｌｅｎｄ

ｉｎｇｓｕｒｆａｃｅ牞ｉｔｉｓｒｅｑｕｉｒｅｄｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ
ｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｍｅｅｔｉｎｇｔｈｅｆａｉｒｉｎｇｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓ犤１０犦．Ｆｉｒｓｔｌｙ牞ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＣ２ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｊｏｉｎｉｎｇ
ｗｉｔｈｅａｃｈｐａｔｃｈＰｋ牞ｌｅｔｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈｃｏｎｔａｉｎｔｈｅｉｎ
ｎｅｒｔｈｒｅｅｒｏｗｓｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｅｘｏｆＰｋ牗ｉ．ｅ．牞狖ｖｋｉｊ狚牞
ｉ＝１牞２牞３牷ｊ＝１牞２牞爥牞ｔ牘．Ｎｅｘｔ牞ａｄｄｓｏｍｅｎｅｗｖｅｒｔｉｃｅｓ
牗爥牞ｖｋ２牞ｖ

ｋ
１牞ｖ０牞ｖ

ｋ－１
１ 牞ｖ

ｋ－１
２ 牞爥牘ｔｈａｔｆｏｒｍｅｄａｓｕｂｄｉｖｉ

ｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｐａｔｃｈｗｉｔｈｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｅｎｅｒｇｙ．
３２　Ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｏｆｎｅｗｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｉｎｉｔｉａｌｍｅｓｈ

Ｉｆｔｈｅｒｅｉｓｎｏｆａｉｒｉｎｇｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎ牞ｔｈｅｎｅｗｖｅｒｔｅｘ
ｃａｎｂｅｃｈｏｓｅｎｆｒｅｅｌｙ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ牞ａｆａｉｒｂｌｅｎｄｉｎｇ
ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓｇｕａｒａｎｔｅｅｄｂｙｎｏｒｍｏｆｍｉｎｉｍｉ
ｚｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ．Ｆｏｒｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅｏｆｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ牞ｒｅｎｕｍｂｅｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉ
ｃｅｓａｓＶ１牞Ｖ２牞爥牞Ｖｍ．Ｂｙｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｉｎｓｅｃｔｉｏｎ２牞ｔｈｅ
ｔａｒｇｅｔｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｆａｉｒｂｌｅｎｄｉｎｇｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

ｍｉｎ牶Ｅ＝ｑ１１Ｖ
２
１＋ｑ１２Ｖ１Ｖ２＋ｑ１３Ｖ１Ｖ３＋爥＋

　 ｑｉｉＶ
２
ｉ＋爥＋ｑｍｍＶ

２
ｍ

Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ牶ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｏｕｔｅｒ
ｔｈｒｅｅｒｏｗｓｏｆｔｈｅｎｅｗｆｉｌｌｉｎｇｖｅｒｔｉｃｅｓａｒｅｔｈｅｓａｍｅａｓ

ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｉｎｎｅｒｔｈｒｅｅｒｏｗｓｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓ
ｏｆｔｈｅｂａｓｅｐａｔｃｈｅｓ．

ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥ／Ｖｉ＝０ａｎｄａｄｄｉｔｉｏｎａｌｃｏｎ
ｓｔｒａｉｎｔｓ牞ｔｈｅｌｉｎｅｒｓｙｓｔｅｍｔｈａｔｃｏｎｔａｉｎｓｔｈｅｎｅｗｃｏｎｔｒｏｌ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｒｅａｓｏｎａｂｌｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｎｅｗ
ｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｆａｉｒｂｌｅｎｄｉｎｇｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ
ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｔｈｒｏｕｇｈｒｅｓｏｌｖｉｎｇｔｈｉｓｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ．
３３　Ｅｘａｍｐｌｅｏｆｆａｉｒｂｌｅｎｄｉｎｇｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅ

Ｆｉｇ．６ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｂｌｅｎｄｉｎｇ５ｂｉｃｕ
ｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｐａｔｃｈｅｓｗｈｉｃｈａｒｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙ１３×９ｃｏｎ
ｔｒｏｌｎｅｔ牗ｓｅｅＦｉｇ．６牗ａ牘牘．Ｔｗｏｒｏｗｓｏｆｔｈｅｎｅｗｃｏｎｔｒｏｌ
ｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓａｒｅｉｎｓｅｒｔｅｄ牷ｉ．ｅ．牞ｔｈｅ
ｃｏｎｔｒｏｌｎｅｔａｄｄｓ６６ｎｅｗｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓ牗ｓｅｅＦｉｇ．６
牗ｂ牘牘．Ｔｈｅｂｌｅｎｄｉｎｇｅｆｆｅｃｔｗｉｔｈｏｕｔｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｉｓｓｈｏｗｎ
ｉｎＦｉｇ．６牗ｃ牘．Ｃｏｎｔｒａｓｔｉｖｅｌｙ牞ｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｂｌｅｎｄｉｎｇ
ｅｆｆｅｃｔｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．６牗ｄ牘ｉｓｂｅｔｔｅｒｔｈａｎｉｎＦｉｇ．６牗ｃ牘．
ＩｎＦｉｇ．６牗ｄ牘牞ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｅ６６ｎｅｗｖｅｒｔｉｃｅｓａｒｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ
ｓｕｒｆａｃｅｓ．Ｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｖｅｒｔｉｃｅｓｔｈａｔａｒｅｃｏｎｔａｉｎｅｄｉｎｔｈｅ
ｅｎｅｒｇｙｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇｓｙｓｔｅｍａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．６牗ｂ牘．Ｔｈｅ
ｂｌｅｎｄｉｎｇｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｉｓｂｕｉｌｔｂｙｒｅｍｏｖｉｎｇ
ｂｏｕｎｄａｒｙｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈ犤１０犦．

４　Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

Ｕｎｌｉｋｅｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｉｎｗｈｉｃｈｔｈｅｅｖａｌｕａ
ｔｉｏｎｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｅｎｅｒｇｙｄｉｖｅｒｇｅｓｗｈｅｎｔｈｅ
ｐａｔｃｈｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈａｎｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙ
ｐｏｉｎｔ牞ｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｈａｓｇｉｖ
ｅｎａｎａｌｙｔｉｃａｌｆｏｒｍｕｌａｅｆｏｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅ
ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ牞ｓｏｉｔｎｏｔｏｎｌｙａｌ
ｗａｙｓｃｏｎｖｅｒｇｅｓｂｕｔｃａｎａｌｓｏｏｂｔａｉｎｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓｉｎ
ｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｔｈｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ牞ｅｖｅｎ
ｉｆｔｈｅｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｃｏｎｔａｉｎｓｅｘｔｒａｏｒｄｉｎａｒｙｖｅｒｔｉ
ｃｅｓ．

Ｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｅｎｅｒｇｙｃｏｍｐｕｔｉｎｇｏｆｔｈｅ
ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｈａｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ
ｔｈａｔｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｐｒｏｐｏｓｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ牞ｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｍａｙｅａｓｉｌｙｂｅａｄａｐ
ｔｅｄｆｏｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆｏｔｈｅｒｔｙｐｅｓｏｆｓｕｂｄｉ
ｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｓｕｃｈａｓｌｏｏｐｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓａｎｄｓｏｏｎ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

犤１犦ＷａｎｇＧｕｏｊｉｎ牞ＷａｎｇＧｕｏｚｈａｏ牞ＺｈｅｎｇＪｉａｎｍｉｎ．Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
ａｉｄｅｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｄｅｓｉｇｎ犤Ｍ犦．Ｂｅｉｊｉｎｇ牶ＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎ
Ｐｒｅｓｓ牞２００１３６２ ３６７．牗ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ牘

犤２犦ＺｏｒｉｎＤ牞ＳｃｈｒｄｅｒＰ．Ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄａｎｉｍａ
ｔｉｏｎ犤Ａ犦．Ｉｎ牶ＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ牞Ａｎｎｕａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅＳｅｒｉｅｓ牞ＡＣＭ ＳＩＧＧＲＡＰＨ犤Ｃ犦．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ牶
ＡＣＭＰｒｅｓｓ牞１９９９．６５ ８７．

犤３犦ＴｅｒｚｏｐｏｕｌｏｓＤ牞ＰｌａｔｔＪ．Ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｍｏｄｅｌｓ犤Ｊ犦．

７５４ＮｏｖｅｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｅｘａｃｔｌｙｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ



ＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓ牞１９８７牞２４牗４牘牶２０５ ２１４．
犤４犦ＦｒｉｅｄｅｌＩ．Ｄａｔａｄｅｐｅｎｄｅｎｔｅｎｅｒｇｙｏｐｅｒａｔｏｒｓｆｏｒｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎ

ｓｕｒｆａｃｅｓ犤Ｄ犦．Ｃａｌｔｅｃｈ牶ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅｏｆ
ＣａｌｉｆｏｒｎｉａＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ牞２００２．

犤５犦ＨａｌｓｔｅａｄＭ牞ＫａｓｓＭ牞ＤｅＲｏｓｅＴ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ牞ｆａｉｒｉｎｔｅｒｐｏｌａ
ｔｉｏｎｕｓｉｎｇＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｒｆａｃｅｓ犤Ｊ犦．ＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈ
ｉｃｓ牞１９９３牞２７牗３牘牶３５ ４４．

犤６犦ＣａｔｍｕｌｌＥ牞ＣｌａｒｋＪ．ＲｅｃｕｒｓｉｖｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄＢｓｐｌｉｎｅｓｕｒ
ｆａｃｅｓｏｎａｒｂｉｔｒａｒｙｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｍｅｓｈｅｓ犤Ｊ犦．ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄ
Ｄｅｓｉｇｎ牞１９７８牞１０牗６牘牶３５０ ３５５．

犤７犦ＺｏｒｉｎＤ．Ｏｖｅｒｖｉｅｗｏｆｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓ犤Ａ犦．Ｉｎ牶Ｃｏｍ
ｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ牞ＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅＳｅｒｉｅｓ牞

ＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ犤Ｃ犦．ＮｅｗＹｏｒｋ牶ＡＣＭＰｒｅｓｓ牞２０００６５
８４．

犤８犦ＳｔａｍＪ．ＥｘａｃｔｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒ
ｆａｃｅｓａｔａｒｂｉｔｒａｒｙｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ犤Ａ犦．Ｉｎ牶Ｃｏｍｐｕｔｅｒ
ＧｒａｐｈｉｃｓＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ牞ＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ犤Ｃ犦．ＮｅｗＹｏｒｋ牶
ＡＣＭＰｒｅｓｓ牞１９９８．３９５ ４０４．

犤９犦ＨａｎｏｓＶ牞ＲａｌｐｈＲ牞ＴａｍａｓＶ．Ａｓｕｒｖｅｙｏｆｂｌｅｎｄｉｎｇｍｅｔｈ
ｏｄｓｔｈａｔｕｓｅｐａｒａｍｅｔｒｉｃｓｕｒｆａｃｅｓ犤Ｊ犦．ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄＤｅ
ｓｉｇｎ牞１９９４牞２６牗５牘牶３４１ ３６５．

犤１０犦ＬｉＧｕｉｑｉｎｇ牞ＬｉＨｕａ．Ｂｌｅｎｄｉｎｇｐａｒａｍｅｔｒｉｃｐａｔｃｈｅｓｗｉｔｈ
ｓｕｂｄｉｖｉｓｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓ犤Ｊ犦．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ
ａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ牞２００１牞１７牗４牘牶４９８ ５０６．

ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋ细分曲面能量精确分析方法
周　海１　　 周来水２

（１盐城工学院机械工程学院，盐城 ２２４００３）
（２南京航空航天大学ＣＡＤ／ＣＡＭ工程研究中心，南京 ２１００１６）

摘要：提出了一种新的精确计算包含奇异顶点的 ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋ细分曲面能量的方法．通过把 Ｃａｔ
ｍｕｌｌＣｌａｒｋ细分曲面片转化成双３次Ｂ样条曲面片，导出了任意拓扑结构的细分曲面完整的能量
计算公式．该方法不需要对细分曲面进行递归细分，就能计算出细分曲面的膜能量和薄板能量，与
现有方法相比，该方法能快速准确地计算出细分曲面的能量．曲面光顺实例表明，用该方法计算细
分曲面能量高效可行．
关键词：ＣａｔｍｕｌｌＣｌａｒｋ细分；曲面能量；曲面光顺
中图分类号：ＴＰ３９１
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