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珟σ牗ａｂ牞ｃｄ牘＝σ－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ
－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ牗ｂ２牞ｃ２牘

珟Ｄ＝ＤＤ牞　珟Ｕ＝ＵＵ

珟σ－１牗ａｂ牞ｃｄ牘＝σ－１牗ｂ１牞ｃ１牘σ牗ｄ１牞ｂ２牘σ
－１牗ａ１牞ｃ２牘σ牗ｄ２牞ａ２牘

ｆｏｒａｌｌａ牞ｂ牞ｃ牞ｄ∈Ｈ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｗｅｗｉｌｌｔａｋｅｆｏｕｒｓｔｅｐｓｔｏｆｉｎｉｓｈｔｈｅｐｒｏｏｆ．
　Ｓｔｅｐ１　Ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔσｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｗｉｔｈａｎｉｎｖｅｒｓｅ

珟σ－１牗ａｂ牞ｃｄ牘＝σ－１牗ｂ１牞ｃ１牘σ牗ｄ１牞ｂ２牘σ
－１牗ａ１牞ｃ２牘σ牗ｄ２牞ａ２牘

Ｉｎｆａｃｔ牞ｆｏｒａｌｌａ牞ｂ牞ｃ牞ｄ∈Ｈ牞ｗｅｈａｖｅ

珟σ牗ａ１ｂ１牞ｃ１ｄ１牘珟σ
－１牗ａ２ｂ２牞ｃ２ｄ２牘＝σ

－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ
－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ牗ｂ２牞ｃ２牘σ

－１牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｄ３牞ｂ４牘σ
－１牗ａ３牞ｃ４牘·

　　　　σ牗ｄ４牞ａ４牘＝σ
－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ

－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ牗ｄ３牞ｂ２牘σ
－１牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ｄ４牞ａ４牘＝σ

－１牗ｄ１牞ａ１牘·
　　　　σ牗ａ２牞ｃ１牘ε牗ｂ牘σ

－１牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ｄ２牞ａ４牘＝σ
－１牗ｄ１牞ａ１牘ε牗ｂ牘ε牗ｃ牘σ牗ｄ２牞ａ２牘＝ε牗ａ牘ε牗ｂ牘ε牗ｃ牘ε牗ｄ牘
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珘σ－１牗珟Ｄ牗珘ａ１牘牞珘ｂ２牘珘σ牗珘ａ２牞珟Ｕ牗珘ｂ１牘牘＝σ
－１牗Ｄ牗ｂ１牘牞ｃ３牘σ牗ｄ３牞Ｄ牗ｂ２牘牘σ

－１牗Ｄ牗ａ１牘牞ｃ４牘σ牗ｄ４牞Ｄ牗ａ２牘牘σ
－１牗Ｕ牗ｄ１牘牞ａ３牘σ牗ａ４牞Ｕ牗ｃ１牘牘·

σ－１牗Ｕ牗ｄ２牘牞ｂ３牘σ牗ｂ４牞Ｕ牗ｃ２牘牘＝σ
－１牗Ｄ牗ｂ１牘牞ｃ３牘σ

－１牗Ｄ牗ａ１牘牞ｃ４牘σ牗ｄ２牞Ｄ牗ａ２牘牘σ
－１牗Ｕ牗ｄ１牘牞ａ３牘·

σ牗ａ４牞Ｕ牗ｃ１牘牘σ牗ｂ２牞Ｕ牗ｃ２牘牘＝σ
－１牗Ｄ牗ｂ１牘牞ｃ３牘σ

－１牗Ｄ牗ａ１牘牞ｃ４牘ε牗ｄ牘σ牗ａ２牞Ｕ牗ｃ１牘牘σ牗ｂ２牞Ｕ牗ｃ２牘牘＝
σ－１牗Ｄ牗ａ１牘牞ｃ２牘ε牗ｄ牘σ牗ａ２牞Ｕ牗ｃ１牘牘ε牗ｄ牘＝ε牗ａ牘ε牗ｂ牘ε牗ｃ牘ε牗ｄ牘

Ｌｉｋｅｗｉｓｅ牞珟σ牗珘ａ１牞珟Ｕ牗珘ｂ２牘牘珟σ
－１牗珟Ｄ牗珘ａ２牘牞珘ｂ１牘＝ε牗ａ牘ε牗ｂ牘ε牗ｃ牘ε牗ｄ牘．ＳｏＯＱＣ１ｉｓｓａｔｉｓｆｉｅｄ．
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珟σ牗珟Ｄ牗珘ａ牘牞珟Ｄ牗珘ｂ牘牘＝珟σ牗ＣＤ牗ｂ牘牞Ｄ牗ｃ牘Ｄ牗ｄ牘牘＝σ－１牗Ｄ牗ｄ１牘牞Ｄ牗ａ１牘牘σ牗Ｄ牗ａ２牘牞Ｄ牗ｃ１牘牘·
　　　　 σ－１牗Ｄ牗ｄ２牘牞Ｄ牗ｂ１牘牘σ牗Ｄ牗ｂ２牘牞Ｄ牗ｃ２牘牘＝珟σ牗珘ａ牞珘ｂ牘

ａｎｄ珟σ牗珟Ｕ牗珘ａ牘牞珟Ｕ牗珘ｂ牘牘＝珟σ牗珘ａ牞珘ｂ牘ｉｓｐｒｏｖｅｄｓｉｍｉｌａｒｌｙ．
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珟σ牗珘ａ１牞珘ｂ１牘珟σ牗珘ａ２牞珓ｃ１牘珟σ牗珘ｂ２牞珓ｃ２牘＝σ
－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ

－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ牗ｂ２牞ｃ２牘σ
－１牗ｆ１牞ａ３牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ

－１牗ｆ２牞ｂ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘·
　σ－１牗ｆ３牞ｃ３牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ

－１牗ｆ４牞ｄ３牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ
－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ

－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ牗ｂ２牞ｃ２牘σ
－１牗ｆ１牞ａ３牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ

－１牗ｂ３１牞ｃ３１牘·
　σ－１牗ｆ２牞ｃ３２牘σ

－１牗ｆ３牞ｂ３２牘σ牗ｂ３３牞ｃ３３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ
－１牗ｆ４牞ｄ３牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗１牘牘

　σ－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ
－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ

－１牗ｆ１牞ａ３牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ
－１牗ｆ２牞ｃ２牘σ

－１牗ｆ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ
－１牗ｆ４牞ｄ３牘·

　σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ
－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ

－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ
－１牗ａ３１牞ｃ２１牘σ

－１牗ｆ１牞ｃ２２牘σ
－１牗ｆ２牞ａ３２牘σ牗ａ３３牞ｃ２３牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ

－１牗ｆ３牞ｂ２牘·
　σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ

－１牗ｆ４牞ｄ３牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗１牘牘
　σ－１牗ｄ１牞ａ１牘σ

－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ
－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ

－１牗ｆ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ
－１牗ｆ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ

－１牗ｆ４牞ｄ３牘·
　σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ

－１牗ｄ１牞ａ１牘σ
－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ

－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ牗ｄ３１牞ｂ２１牘σ

－１牗ｆ３牞ｄ３２牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ２２牘·

　σ－１牗ｄ３３牞ｂ２３牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗２牘牘
　σ－１牗ｄ１牞ａ１牘σ

－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ

－１牗ｆ３牞ｄ２牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ

－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘·
　σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ

－１牗ｄ１牞ａ１牘σ
－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ牗ｄ２１牞ａ２１牘σ

－１牗ｆ２牞ｄ２２牘σ
－１牗ｆ３牞ａ２２牘σ

－１牗ｄ２３牞ａ２３牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘·

　σ－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗２牘牘
　σ－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ

－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ
－１牗ｆ３牞ａ１牘σ

－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ

－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘σ牗ｂ４牞ｅ２牘σ牗ｃ４牞ｅ３牘·
　σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ

－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ

－１牗ｆ３牞ａ１牘σ
－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ

－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ
－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｃ３牘·

　σ－１牗ｂ４１牞ｃ４１牘σ牗ｃ４２牞ｅ２牘σ牗ｂ４２牞ｅ３牘σ牗ｂ４３牞ｃ４３牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗３牘牘
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　σ－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ

－１牗ｆ３牞ａ１牘σ
－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ牗ａ４牞ｅ１牘σ

－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ
－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｃ３牞ｅ２牘σ牗ｂ３牞ｅ３牘σ牗ｂ４牞ｃ４牘·

　σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ
－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ

－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ
－１牗ｆ３牞ａ１牘σ

－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ａ３牞ｃ２牘σ
－１牗ａ４１牞ｃ３１牘σ牗ｃ３２牞ｅ１牘σ牗ａ４２牞ｅ２牘·

　σ牗ａ４３牞ｃ３３牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ

－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｅ３牘σ牗ｂ４牞ｃ４牘σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗３牘牘
　σ－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ

－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ
－１牗ｆ３牞ａ１牘σ

－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ｃ２牞ｅ１牘σ牗ａ３牞ｅ２牘σ牗ａ４牞ｃ３牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ

－１牗ｄ３牞ｂ２牘σ牗ｂ３牞ｅ３牘σ牗ｂ４牞ｃ４牘·
　σ牗ｄ４牞ｅ４牘＝σ

－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ

－１牗ｆ３牞ａ１牘σ
－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ｃ２牞ｅ１牘σ牗ａ３牞ｅ２牘σ牗ａ４牞ｃ３牘σ

－１牗ｆ４牞ｂ１牘
　σ牗ａ４１牞ｂ３１牘σ牗ｄ４２牞ｅ３牘σ牗ｂ３２牞ｅ４牘σ

－１牗ｄ４３牞ｂ３３牘σ牗ｂ４牞ｃ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗４牘牘
　σ－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ

－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ
－１牗ｆ３牞ａ１牘σ

－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ｃ２牞ｅ１牘σ牗ａ３牞ｅ２牘σ牗ａ４牞ｃ３牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ牗ｄ３牞ｅ３牘σ牗ｂ２牞ｅ４牘σ

－１牗ｄ４牞ｂ３牘·
　σ牗ｂ４牞ｃ４牘＝σ

－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ

－１牗ｆ３牞ａ１牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ

－１牗ｄ２牞ａ２牘σ牗ｃ２牞ｅ１牘σ牗ｄ３１牞ａ３１牘σ牗ｄ３２牞ｅ２牘·
　σ牗ａ３２牞ｅ３牘σ

－１牗ｄ３３牞ａ３３牘σ牗ａ４牞ｃ３牘σ牗ｂ２牞ｅ４牘σ
－１牗ｄ４牞ｂ３牘σ牗ｂ４牞ｃ４牘＝　　　牗ｂｙＥｑ．牗４牘牘

　σ－１牗ｆ１牞ｃ１牘σ
－１牗ｆ２牞ｄ１牘σ

－１牗ｆ３牞ａ１牘σ
－１牗ｆ４牞ｂ１牘σ牗ｃ２牞ｅ１牘σ牗ｄ２牞ｅ２牘σ牗ａ２牞ｅ３牘σ牗ｂ２牞ｅ４牘σ

－１牗ｄ３牞ａ３牘σ牗ａ４牞ｃ３牘σ
－１牗ｄ４牞ｂ３牘·
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珟σ牗ａｂ牞ｃｄ牘＝σ－１牗ｄ１牞ａ１牘σ牗ａ２牞ｃ１牘σ
－１牗ｄ２牞ｂ１牘σ牗ｂ２牞ｃ２牘

珟Ｄ＝ＤＤ牞　珟Ｕ＝ＵＵ牞　珟Ｇ＝ＧＧ′
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定向量子余代数与其自身张量积上的定向量子余代数结构

马天水１，２　　王栓宏１

（１东南大学数学系，南京 ２１１１８９）
（２河南师范大学数学系，新乡 ４５３００７）

摘要：定向量子代数（定向量子余代数）是拟三角Ｈｏｐｆ代数（余拟三角Ｈｏｐｆ代数）的推广并且可以得到定向１１
缠绕、定向扭结和连接的正则合痕不变量．令（Ｈ，σ，Ｄ，Ｕ）为域ｋ上的定向量子余代数，则（ＨＨ，φ，ＤＤ，Ｕ
Ｕ）为余代数Ｈ与其自身张量积上一个平凡的定向量子余代数结构，其中φ（ａｂ，ｃｄ）＝φ（ａ，ｃ）φ（ｂ，ｄ）．本文
给出余代数ＨＨ上的一种定向量子余代数结构（ＨＨ，珟σ，ＤＤ，ＵＵ），其中珟σ（ａｂ，ｃｄ）＝σ－１（ｄ１，ａ１）·

σ（ａ２，ｃ１）σ
－１（ｄ２，ｂ１）σ（ｂ２，ｃ２）．进一步得到定向量子余代数与其自身张量积上的一种非平凡的定向量子余代

数结构，这一结果对偶于Ｒａｄｆｏｒｄ发表于２００７年的《Ｏｎｔｈｅｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆａｎｏｒｉｅｎｔｅｄｑｕａｎｔｕｍａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｉｔ
ｓｅｌｆ》一文中的结论．理论上本文的结果对于构造定向扭结和连接不变量是非常重要的．
关键词：定向量子余代数；扭曲定向量子余代数；扭结不变量
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