
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牗ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ牘　Ｖｏｌ．２７牞Ｎｏ．３牞ｐｐ．３４７－３５０ Ｓｅｐｔ．２０１１　ＩＳＳＮ１００３—７９８５

Ｄｕａｌｐａｉｒｓｏｆｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｓ

ＬｉａｏＹｉｈｕａ１牞２ ＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ１

牗１ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ牞ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牞Ｎａｎｊｉｎｇ２１１１８９牞Ｃｈｉｎａ牘
牗２ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ牞ＧｕａｎｇｘｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牞Ｎａｎｎｉｎｇ５３０００４牞Ｃｈｉｎａ牘

Ａｂｓｔｒａｃｔ牶Ａｍｏｄｕｌｅｐａｉｒ牗Ｃ牞Ｔ牘ｏｖｅｒａｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛｉｓ
ｃａｌｌｅｄａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｆｂｏｔｈＣａｎｄＴａｒｅｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｄｕｌｅｓ
ａｎｄｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓＴ∈ａｄ^ｄＣａｎｄＣ∈ａｄ̌ｄＴｈｏｌｄ．Ｔｈｅｄｕａｌｉｔｙ
ｏｎａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｏｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕｎｄｅｒ
ｗｈｉｃｈｔｈｅｄｕａｌｏｆａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｓａｌｓｏａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ．Ａｎｅｃｅｓｓａｒｙ
ａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ牗Ｄ牗Ｔ牘牞Ｄ牗Ｃ牘牘ｂｅｉｎｇａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ
ｏｖｅｒａｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｆｏｒａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓｇｉｖｅｎ．Ａｎｄ牞
ａｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ牗Ｔ牞Ｃ牘ｂｅｉｎｇａｎｎ
ｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｏｖｅｒａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｆｏｒａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ
牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｌｓｏｇｉｖｅｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ牶ｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｄｕｌｅ牷ｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ牷ｄｕａｌｍｏｄｕｌｅ牷
ｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ
ｄｏｉ牶１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００３－７９８５．２０１１．０３．０２４

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２０１０１２１０．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｉｅｓ牶ＬｉａｏＹｉｈｕａ牗１９６３—牘牞ｍａｌｅ牞ｇｒａｄｕａｔｅ牷ＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ牗ｃｏｒ
ｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｕｔｈｏｒ牘牞ｍａｌｅ牞ｄｏｃｔｏｒ牞ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ牞ｊｌｃｈｅｎ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｉｔｅｍｓ牶ＴｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ牗Ｎｏ．
１０９７１０２４牘牞ｔｈｅＳｐｅｃｉａｌｉｚｅｄＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｆｏｒｔｈｅＤｏｃｔｏｒａｌＰｒｏｇｒａｍｏｆ
ＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎ牗Ｎｏ．２００８０２８６００２４牘牞ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆ
ＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ牗Ｎｏ．ＢＫ２０１０３９３牘牞ＳｃｉｅｎｔｉｆｉｃＲｅｓｅａｒｃｈＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆ
ＧｕａｎｇｘｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牗Ｎｏ．ＸＪＺ１００２４６牘．
Ｃｉｔａｔｉｏｎ牶ＬｉａｏＹｉｈｕａ牞ＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ．Ｄｕａｌｐａｉｒｓｏｆｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｓ犤Ｊ犦．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牗ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ牘牞２０１１牞２７牗３牘牶３４７ ３５０．犤ｄｏｉ牶
１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００３－７９８５．２０１１．０３．０２４犦

Ｉｎ１９５８牞Ｍｏｒｉｔａ犤１犦ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅＭｏｒｉｔａｄｕａｌｉｔｙ牞ａｓａｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｕａｌｉｔｙｏｆｖｅｃｔｏｒ
ｓｐａｃｅｓｏｖｅｒｄｉｖｉｓｉｏｎｒｉｎｇｓ．Ａｚｕｍａｙａ犤２犦ａｌｓｏｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅＭｏｒｉｔａｄｕａｌｉｔｙ．Ｔｈｅｎｏｔｉｏｎｏｆｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｓｗａｓ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＭｉｙａｓｈｉｔａ犤３犦ｆｏｒｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓ
ｗｉｔｈａｌｅｆｔｔｉｌｔｉｎｇｓｅｒｉｅｓｏｆｉｄｅａｌｓｏｆａｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ．Ａ
ｍｏｄｕｌｅｐａｉｒ牗Ｃ牞Ｔ牘ｏｖｅｒａｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛｉｓｃａｌｌｅｄａｔｉｌｔ
ｉｎｇｐａｉｒｉｆｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｈｏｌｄ牶１牘Ｃｉｓｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇ
ｏｎａｌ牷２牘Ｔｉｓｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ牷３牘Ｔ∈ａｄ^ｄＣ牷４牘Ｃ∈ａｄ̌ｄＴ．
Ｔｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ牗Λ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇ
ｐａｉｒ牞ａｎｄＣｉｓａｎｎｃｏｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ牗Ｃ牞
Ｄ牗Λ牘牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ．Ｈｅｎｃｅ牞ｔｈｅｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｃａｎｂｅ
ｖｉｅｗｅｄａｓａｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅａｎｄｔｈｅｃｏ
ｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅ．Ｉｔｉｓｕｓｅｆｕｌｉｎｔｈｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｏｆ
Ａｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ．ＴｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｓａｒｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｂｙＷｅｉｅｔ
ａｌ犤４５犦．Ｔｈｅａｉｍｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
ｕｎｄｅｒｗｈｉｃｈｔｈｅｄｕａｌｏｆａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｓａｌｓｏａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ．
　Ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛｉｆａｎｄ
ｏｎｌｙｉｆ牗Ｄ牗Ｔ牘牞Ｄ牗Ｃ牘牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐｏｖｅｒ
ａｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛ牞ａｎｄ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛ
ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ牗Ｔ牞Ｃ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ

ｏｖｅｒａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛ．

１　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ
　Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｉｓｐａｐｅｒ牞ΛｄｅｎｏｔｅｓａｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｏｖｅｒａ
ｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅＡｒｔｉｎｒｉｎｇＲ牷ｍｏｄΛｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｃａｔｅｇｏｒｙｏｆ
ｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｌｅｆｔΛｍｏｄｕｌｅｓ牷牗ｍｏｄΛ牘ｏｐｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ
ｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｒｉｇｈｔΛｍｏｄｕｌｅｓ牷牗牘 ｄｅｎｏｔｅｓ

ＨｏｍΛ牗－牞Λ牘ａｎｄＤ ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｕｓｕａｌＭａｔｌｉｓｄｕａｌｉｔｙ
ＨｏｍＲ牗－牞Ｅ牗Ｒ／Ｊ牗Ｒ牘牘牘牞ｗｈｅｒｅＪ牗Ｒ牘ｉｓＪａｃｏｂｓｏｎｒａｄｉｃａｌ
ｏｆＲａｎｄＥ牗Ｍ牘ｉｓｔｈｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｅｎｖｅｌｏｐｅｏｆａΛｍｏｄｕｌｅＭ．
ＦｏｒａΛｍｏｄｕｌｅＴ牞ｗｅｄｅｎｏｔｅａｄｄＴｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄ
Λｗｈｏｓｅｏｂｊｅｃｔｓａｒｅａｌｌｄｉｒｅｃｔｓｕｍｍａｎｄｓｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｄｉｒｅｃｔ
ｓｕｍｏｆｃｏｐｉｅｓｏｆＴ．
　ＦｏｒａｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙＣｏｆｍｏｄΛ牞ｗｅｄｅｎｏｔｅｂｙＣ＾ｔｈｅｓｕｂ
ｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄΛｗｈｏｓｅｏｂｊｅｃｔｓａｒｅｔｈｅΛｍｏｄｕｌｅｓＭ牞ｆｏｒ
ｗｈｉｃｈｔｈｅｒｅｉｓａｆｉｎｉｔｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ｃｎ→爥→Ｃ０→Ｍ
→０ｗｉｔｈＣｉ∈Ｃ牞ａｎｄｄｅｎｏｔｅｂｙｄｉｍＣ牗Ｍ牘ｔｈｅｌｅａｓｔｉｎｔｅｇｅｒ
ｎｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ｃｎ→爥→Ｃ０→Ｍ
→０ｗｉｔｈＣｉ∈Ｃ

＾牞ａｎｄ牗Ｃ＾牘ｎｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄΛｃｏｎ
ｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌＭ∈Ｃ＾ｗｉｔｈｄｉｍＣ牗Ｍ牘≤ｎ．Ｄｕａｌｌｙｗｅｄｅｎｏｔｅ
ｂｙＣˇｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｗｈｏｓｅｏｂｊｅｃｔｓａｒｅｔｈｅΛｍｏｄｕｌｅＭ
ｗｈｉｃｈａｄｍｉｔａｆｉｎｉｔｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ｍ→Ｃ０→爥→Ｃｎ→
０ｗｉｔｈＣｉ∈Ｃ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞ｃｏｄｉｍＣ牗Ｍ牘ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｌｅａｓｔｉｎ
ｔｅｇｅｒｎｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ｍ→Ｃ０→爥
→Ｃｎ→０ｗｉｔｈＣｉ∈Ｃ牞牗Ｃ

ˇ牘ｎｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｍｏｄΛｃｏｎ
ｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌＭ∈ＣˇｗｉｔｈｃｏｄｉｍＣ牗Ｍ牘≤ｎ．Ｗｅｓａｙｔｈａｔ牗Ｃ牞
Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｆ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｓｕｃｈｔｈａｔ
ｄｉｍａｄｄＣ牗Ｔ牘≤ｎ．
　ＦｏｒａｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｒａｓｉｎｇｌｅｔｏｎＣ牞ｗｅｄｅｎｏｔｅ⊥Ｃ＝
∩
ｉ≥１
ＫｅｒＥｘｔｉΛ牗－牞Ｃ牘ａｎｄＣ

⊥ ＝∩
ｉ≥１
ＫｅｒＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞－牘．

　ＦｏｒａｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌΛｍｏｄｕｌｅＴ牞ｗｅｄｅｎｏｔｅｂｙＴχｔｈｅ
ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＴ⊥ ｗｈｏｓｅｏｂｊｅｃｔｓａｒｅｔｈｅΛｍｏｄｕｌｅｓＸｓｕｃｈ
ｔｈａｔｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

爥→Ｔｍ
ｆ
→
ｍ Ｔｍ－１→爥→Ｔ０

ｆ
→
０ Ｘ→０

ｗｉｔｈＴｉ∈ａｄｄＴａｎｄＫｅｒｆｉ∈Ｔ
⊥ ｆｏｒａｌｌｉ≥０牞ａｎｄχＴｔｈｅｓｕｂ

ｃａｔｅｇｏｒｙｏｆ⊥ＴｗｈｏｓｅｏｂｊｅｃｔｓａｒｅｔｈｅΛｍｏｄｕｌｅｓＣｓｕｃｈｔｈａｔ
ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

０→Ｃ→Ｔ０
ｆ
→
０ 爥→Ｔｎ

ｆ
→
ｎ Ｔｎ＋１爥

ｗｉｔｈＴｉ∈ａｄｄＴａｎｄＩｍｆｉ∈
⊥Ｔｆｏｒａｌｌｉ≥０．

　Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ牞ｗｅｏｆｔｅｎｄｅｎｏｔｅＨｏｍ牗Ａ牞Ｂ牘ｂｙ牗Ａ牞Ｂ牘
ｉｎｓｏｍｅｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍｓ．

２　ＳｏｍｅＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＳｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌＭｏｄｕｌｅｓ
　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｗｅｓｔｕｄｙｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｌｅｆｔｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ｍｏｄｕｌｅｓｏｆａｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｄｕｌｅ．Ｒｅｃａｌｌｔｈａｔａｍｏｄｕｌｅ
Ｍ∈ｍｏｄΛｉｓｃａｌｌｅｄｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｆＥｘｔｉΛ牗Ｍ牞Ｍ牘＝０ｆｏｒ
ａｌｌｉ≥１．
　Ｌｅｍｍａ１　ＩｆＭ∈ｍｏｄΛｉｓａｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｄｕｌｅａｎｄ
Γ＝ＥｎｄΛ牗Ｍ牘

ｏｐ牞ｔｈｅｎ

ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ａ牘ＨｏｍΓ牗ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘

ｉｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｆｏｒａｌｌＣ∈ｍｏｄΛａｎｄａｌｌＡ∈χＭ．



　Ｐｒｏｏｆ　１牘ＩｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｅＭ＝ＨｏｍΛ牗－牞Ｍ牘牶ＨｏｍΛ牗Ｃ牞
Ｍ牘→ＨｏｍΓ牗ｅＭ牗Ｍ牘牞ｅＭ牗Ｃ牘牘ｉｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｆｒｏｍｔｈｅａｄｄｉｔｉｖｉｔｙｏｆｅＭｔｈａｔ

ｅＭ牶ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ａ牘→ＨｏｍΓ牗ｅＭ牗Ａ牘牞ｅＭ牗Ｃ牘牘

ｉｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｆｏｒＣ∈ｍｏｄΛａｎｄＡ∈ａｄｄＭ．
　２牘ＬｅｔＡ∈χＭ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ａ→

Ｍ０ →
ｄ
Ｍ１→爥牞ｗｈｅｒｅＭｉ∈ａｄｄＭ牞Ｉｍｄ∈χＭａｎｄＣｏｋｅｒｄ

∈χＭ．Ｓｏｔｈｅｓｅｑｕｅｎｃｅ

ＨｏｍΛ牗Ｍ１牞Ｍ牘→ＨｏｍΛ牗Ｍ０牞Ｍ牘→ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘→０

ｉｓｅｘａｃｔ．ＮｏｗａｐｐｌｙｉｎｇＨｏｍΓ牗－牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘ｔｏｔｈｉｓｓｅ
ｑｕｅｎｃｅ牞ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈ
ｅｘａｃｔｒｏｗｓ牞

０ → ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ａ牘 → ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ０牘 → ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ１牘
↓ φ１ ↓ φ２ ↓ φ３

０ → 牗牗Ａ牞Ｍ牘牞牗Ｃ牞Ｍ牘牘 → 牗牗Ｍ０牞Ｍ牘牞牗Ｃ牞Ｍ牘牘 → 牗牗Ｍ１牞Ｍ牘牞牗Ｃ牞Ｍ牘牘

　Ｂｙ１牘牞ｂｏｔｈφ２ａｎｄφ３ａｒｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ．Ｈｅｎｃｅ牞φ１ｉｓａｎ
ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ牶

ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ａ牘ＨｏｍΓ牗ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘

ｆｏｒａｌｌＣ∈ｍｏｄΛａｎｄａｌｌＡ∈χＭ．
　Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ牞ｗｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＥｘｔｇｒｏｕｐｓ．Ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１　ＩｆＭ∈ｍｏｄΛｉｓａｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍｏｄｕｌｅ
ａｎｄΓ＝ＥｎｄΛ牗Ｍ牘

ｏｐ牞ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ牞

ＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ａ牘Ｅｘｔ
ｉ
Γ牗ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘

ｆｏｒａｌｌＣ∈⊥Ｍ牞Ａ∈χＭａｎｄａｌｌｉ≥０．

　Ｐｒｏｏｆ　ＳｉｎｃｅＡ∈χＭ牞ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

０→Ａ→Ｍ０
ｄ
→
０ Ｍ１→爥→Ｍｎ

ｄ
→
ｎ Ｍｎ＋１→爥

ｗｈｅｒｅＭｉ∈ａｄｄＭａｎｄＩｍｄｉ∈
⊥Ｍｆｏｒａｌｌｉ≥０．Ｔｈｅｎｔｈｅ

ｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

爥→牗Ｍｎ牞Ｍ牘→爥→牗Ｍ１牞Ｍ牘→牗Ｍ０牞Ｍ牘→牗Ａ牞Ｍ牘→０

ｉｓａΓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘．Ｎｏｗａｐｐｌｙｉｎｇ
ｔｈｅｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍΓ牗－牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘ｔｏｔｈｉｓｓｅｑｕｅｎｃｅ牞ｗｅ
ｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍ牞

０ → ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ａ牘 → ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ０牘 → ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ１牘→爥
↓ φ１ ↓ φ２ ↓ φ３

０ → 牗牗Ａ牞Ｍ牘牞牗Ｃ牞Ｍ牘牘 → 牗牗Ｍ０牞Ｍ牘牞牗Ｃ牞Ｍ牘牘 → 牗牗Ｍ１牞Ｍ牘牞牗Ｃ牞Ｍ牘牘→爥

　ＢｙＬｅｍｍａ１ａｌｌφ１牞φ２牞φ３牞爥 ａｒｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ．Ｔｈｅｉ
ｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｏｆｔｈｅｌｏｗｅｒｒｏｗ ｉｓＥｘｔｉΓ牗ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘牞
ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘．Ｔｈｕｓｉｔｒｅｍａｉｎｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｉｃｏｈｏｍｏｌ
ｏｇｙｏｆｔｈｅｕｐｐｅｒｒｏｗ牞ＫｅｒＨｏｍΛ牗Ｃ牞ｄｉ牘／ＩｍＨｏｍΛ牗Ｃ牞ｄｉ－１牘牞
ｉｓｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃｔｏＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ａ牘．ＳｉｎｃｅＣ∈

⊥Ｍ牞ａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅ
ｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍΛ牗Ｃ牞－牘ｔｏｔｈｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ牞

０→Ｉｍｄｋ
α
→
ｋ Ｍｋ

βｋ
→
＋１Ｉｍｄｋ＋１→０　　ｋ≥０

ｙｉｅｌｄｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ牞

ＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ｍｋ牘＝０→Ｅｘｔ
ｉ
Λ牗Ｃ牞Ｉｍｄｋ＋１牘→Ｅｘｔ

ｉ＋１
Λ 牗Ｃ牞Ｉｍｄｋ牘→０

ｗｈｉｃｈｇｉｖｅｓｒｉｓｅｔｏｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ牞

ＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ｉｍｄｋ＋１牘Ｅｘｔ
ｉ＋１
Λ 牗Ｃ牞Ｉｍｄｋ牘

ｆｏｒａｌｌｉ≥１．Ｓｏｗｅｈａｖｅ

ＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ａ牘Ｅｘｔ
ｉ－１
Λ 牗Ｃ牞Ｉｍｄ０牘爥Ｅｘｔ

１
Λ牗Ｃ牞Ｉｍｄｉ－２牘　　牗１牘

　Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ牞ａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍΛ牗Ｃ牞－牘ｔｏ
ｔｈｅｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍｗｉｔｈｅｘａｃｔｒｏｗａｎｄｃｏｌｕｍｎ牞

ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈｅｘａｃｔ
ｒｏｗａｎｄｃｏｌｕｍｎ牞

　Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｄｉａｇｒａｍｔｈａｔ

ＫｅｒＨｏｍΛ牗Ｃ牞ｄｉ牘／ＩｍＨｏｍΛ牗Ｃ牞ｄｉ－１牘
　ＩｍＨｏｍΛ牗Ｃ牞αｉ－１牘／Ｉｍ牗ＨｏｍΛ牗Ｃ牞αｉ－１牘ＨｏｍΛ牗Ｃ牞βｉ－１牘牘
　ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｉｍｄｉ－１牘／ＩｍＨｏｍΛ牗Ｃ牞βｉ－１牘
　Ｅｘｔ１Λ牗Ｃ牞Ｉｍｄｉ－２牘

　Ｔｈｕｓｂｙｆｏｒｍｕｌａ牗１牘牞ｗｅｈａｖｅ

ＫｅｒＨｏｍΛ牗Ｃ牞ｄｉ牘／ＩｍＨｏｍΛ牗Ｃ牞ｄｉ－１牘Ｅｘｔ
ｉ
Λ牗Ｃ牞Ａ牘

　Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞ＥｘｔｉΓ牗ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘
ＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ａ牘．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１　ＩｆＭ∈ｍｏｄΛｉｓａｃｏｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅａｎｄΓ
＝ＥｎｄΛ牗Ｍ牘

ｏｐ牞ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ牞

ＥｘｔｉΛ牗Ｃ牞Ａ牘Ｅｘｔ
ｉ
Γ牗ＨｏｍΛ牗Ａ牞Ｍ牘牞ＨｏｍΛ牗Ｃ牞Ｍ牘牘

ｆｏｒａｌｌＡ牞Ｃ∈⊥Ｍａｎｄａｌｌｉ≥０．

８４３ ＬｉａｏＹｉｈｕａａｎｄＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ　



　Ｐｒｏｏｆ　ＳｉｎｃｅＭ∈ｍｏｄΛｉｓａｃｏｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅ牞ｗｅｈａｖｅ
χＭ＝

⊥ＭｂｙＲｅｆ．犤６犦．Ｔｈｕｓ牞ｆｒｏｍＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１牞ｔｈｅｄｅ
ｓｉｒｅｄｒｅｓｕｌｔｆｏｌｌｏｗｓ．

３　ＤｕａｌＰａｉｒｓｏｆＴｉｌｔｉｎｇＰａｉｒｓ
　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ牞ａｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ
牗Ｄ牗Ｔ牘牞Ｄ牗Ｃ牘牘ａｎｄ牗Ｔ牞Ｃ牘ｂｅｉｎｇａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｓｏｂ
ｔａｉｎｅｄｆｏｒａｇｉｖｅｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ牗Ｃ牞Ｔ牘．
　Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｉｓｕｓｅｆｕｌｆｏｒｏｕｒｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ．
　Ｌｅｍｍａ２犤７犦　ＴｈｅｆｕｎｃｔｏｒＨｏｍＲ牗－牞Ｅ牗Ｒ／Ｊ牗Ｒ牘牘牘＝Ｄ
ａｎｄＨｏｍＲ牗－牞Ｄ牗Λ牘牘ｆｒｏｍｍｏｄΛｔｏ牗ｍｏｄΛ牘

ｏｐａｒｅｉｓｏ
ｍｏｒｐｈｉｃ．
　Ｎｏｗ牞ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ１　ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＣ牞Ｔ∈ｍｏｄΛ．Ｔｈｅｎ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓ
ａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ牗Ｄ牗Ｔ牘牞Ｄ牗Ｃ牘牘ｉｓ
ａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．
　Ｐｒｏｏｆ　牗牘Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ．
ＳｉｎｃｅＣ∈牗ａｄ̌ｄＴ牘ｎ牞ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ牞

０→Ｃ→Ｔ０→爥→Ｔｎ－１→Ｔｎ→０ 牗２牘

ｗｉｔｈＴｉ∈ａｄｄＴ．ＮｏｔｅｔｈａｔＤ牗Λ牘ｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｔｗｏ
ｓｉｄｅｄｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒ犤８犦．ＢｙＬｅｍｍａ２牞ｔｈｅｆｕｎｃｔｏｒＤ
ＨｏｍＲ牗－牞牗Λ牘牘ｉｓｅｘａｃｔ．ＡｐｐｌｙｉｎｇｆｕｎｃｔｏｒＤｔｏｓｅ
ｑｕｅｎｃｅ牗２牘牞ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ牞

０→Ｄ牗Ｔｎ牘→Ｄ牗Ｔｎ－１牘→爥→Ｄ牗Ｔ０牘→Ｄ牗Ｃ牘→０ 牗３牘

　ＳｉｎｃｅＴｉ∈ａｄｄＴ牞ｗｅｈａｖｅＤ牗Ｔｉ牘∈ａｄｄＤ牗Ｔ牘．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔＤ牗Ｃ牘∈牗ａｄ^ｄＤ牗Ｔ牘牘ｎｆｒｏｍ 牗３牘．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞Ｔ∈
牗ａｄ^ｄＣ牘ｎｙｉｅｌｄｓＤ牗Ｔ牘∈牗ａｄ̌ｄＤ牗Ｃ牘牘ｎ．
　ＩｔｒｅｍａｉｎｓｔｏｓｈｏｗｔｈａｔｂｏｔｈＤ牗Ｔ牘ａｎｄＤ牗Ｃ牘ａｒｅｓｅｌｆ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ．ＮｏｔｅｔｈａｔＤ牗Λ牘ｉｓａｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄｔｗｏｓｉｄｅｄ
ｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｇｅｎｅｒａｔｏｒ．ＦｏｒＭ＝Ｄ牗Λ牘牞ｗｅｈａｖｅχＭ＝

⊥Ｍ＝
ｍｏｄΛ．ＳｏΓ＝ＥｎｄΛ牗Ｍ牘

ｏｐＤ２牗Λ牘ｏｐΛｏｐｂｙＬｅｍｍａ２．
Ｎｏｗ牞ｂｙＬｅｍｍａ２ａｎｄＣｏｒｏｌｌａｒｙ１牞ｗｅｏｂｔａｉｎ

ＥｘｔｉΛｏｐ牗Ｄ牗Ｔ牘牞Ｄ牗Ｔ牘牘
　　ＥｘｔｉΛｏｐ牗牗Ｔ牞Ｄ牗Λ牘牘牞牗Ｔ牞Ｄ牗Λ牘牘牘
　　ＥｘｔｉΛ牗牗Ｔ牞Ｔ牘＝０

ｆｏｒａｌｌｉ≥１．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞ｗｅｈａｖｅＥｘｔｉΛｏｐ牗Ｄ牗Ｃ牘牞Ｄ牗Ｃ牘牘＝０
ｆｏｒａｌｌｉ≥１．
　牗牘Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ牗Ｄ牗Ｔ牘牞Ｄ牗Ｃ牘牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ
牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．ＮｏｔｅｔｈａｔＤｉｓａｄｕａｌｉｔｙｂｅｔｗｅｅｎｍｏｄΛａｎｄ
牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．Ｂｙｔｈｅｉｆｐａｒｔｏｆｔｈｉｓｔｈｅｏｒｅｍ牞ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ
牗Ｄ２牗Ｃ牘牞Ｄ２牗Ｔ牘牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛａｎｄｓｏ牗Ｃ牞Ｔ牘
ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛ．
　ＡｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｉｆΛＤ牗Λ牘
ａｓａｔｗｏｓｉｄｅｄΛｍｏｄｕｌｅ犤７牞９犦．ＷｈｅｎΛｉｓａｓｙｍｍｅｔｒｉｃＡｒｔｉｎ
ａｌｇｅｂｒａ牞ｂｙＬｅｍｍａ２牞ｗｅｈａｖｅＤ牗牘 ａｎｄｔｈｅｎ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓ
ａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ牗Ｔ牞Ｃ牘ｉｓａｎｎ
ｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．Ｆｏｒａｇｅｎｅｒａｌｃａｓｅ牞ｗｅｈａｖｅｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２　ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔＣ牞Ｔ∈ｍｏｄΛ．Ｉｆ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓ
ａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛａｎｄＣ牞Ｔ∈χΛ牞ｔｈｅｎ牗Ｔ

牞Ｃ牘ｉｓ
ａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ牞ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔｂｏｔｈＴ ａｎｄＣ ａｒｅｓｅｌｆ
ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ．Ｉｎｆａｃｔ牞ｓｅｔＭ＝ΛｉｎＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１牞ｗｅｈａｖｅΓ
＝ＥｎｄΛ牗Λ牘

ｏｐΛｏｐ．ＳｉｎｃｅＴ∈χΛａｎｄＴｉｓｓｅｌｆｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ牞

ｗｅｈａｖｅ牞ｂｙＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１牞ｔｈａｔ

ＥｘｔｉΛｏｐ牗Ｔ
牞Ｔ牘ＥｘｔｉΛ牗牗Ｔ牞Ｔ牘＝０

ｆｏｒａｌｌｉ≥１．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞ＥｘｔｉΛｏｐ牗Ｃ
牞Ｃ牘＝０ｆｏｒａｌｌｉ≥１．

　Ｓｅｃｏｎｄｌｙ牞ｓｉｎｃｅＣ∈牗ａｄ̌ｄＴ牘ｎ牞ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｅｘａｃｔｓｅ
ｑｕｅｎｃｅ牞

０→Ｃ→Ｔ０→爥→Ｔｎ－１→Ｔｎ→０

ｗｉｔｈＴｉ∈ａｄｄＴ．ＮｏｔｅｔｈａｔＴ∈χΛ
⊥Λ．Ａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｆｕｎｃ

ｔｏｒ牗牘 ｔｏｔｈｅｓｅｑｕｅｎｃｅａｂｏｖｅ牞ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘａｃｔ
ｓｅｑｕｅｎｃｅ牞

０→Ｔｎ→Ｔ

ｎ－１→爥→Ｔ


０→Ｃ

→０

ＳｉｎｃｅＴｉ∈ａｄｄＴ牞Ｔｉ
∈ａｄｄ牗Ｔ牘．ＨｅｎｃｅＣ∈牗ａｄ^ｄＴ牘ｎ．

　Ｆｉｎａｌｌｙ牞ｎｏｔｅｔｈａｔＣ牞Ｔ∈χΛ
⊥Λ．Ｉｔｅａｓｉｌｙｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ

Ｔ∈牗ａｄ^ｄＣ牘ｎｔｈａｔＴ
∈牗ａｄ^ｄＣ牘ｎ．

　Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞ｔｈｅｄｕａｌｐａｉｒ牗Ｔ牞Ｃ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ
牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．
　Ｔｈｅｒｅｓｔｏｆｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｉｓｄｅｖｏｔｅｄｔｏｄｉｓｃｕｓｓｉｎｇｔｈｅｃａｓｅ
ｏｆａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｆｏｒｔｈｅｄｕａｌｐａｉｒ牗Ｔ牞Ｃ牘．
ＡｎＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅｉｆｉｔｉｓｉｎｊｅｃｔｉｖｅ
ａｓａΛｍｏｄｕｌｅ犤７牞９犦．ＦｒｏｍＲｅｆ．犤７犦牞ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔΛｏｐｉｓａｌｓｏ
ａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｉｆΛｉｓａｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅＡｒｔｉｎａｌｇｅ
ｂｒａ．
　 Ｌｅｍｍａ３　 ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔΛ ｉｓｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．Ｔｈｅｎ
ＨｏｍΛ牗－牞Λ牘牶χΛ→ χΛｏｐ ｉｓａｄｕａｌｉｔｙｗｉｔｈｄｕａｌｉｎｖｅｒｓｅ
ＨｏｍΛｏｐ牗－牞Λ

ｏｐ牘牶χΛｏｐ→χΛ．
　Ｐｒｏｏｆ　ＳｉｎｃｅｔｈｅＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａΛｉｓｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ牞ｉｔｉｓ
ｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔχΛ＝ｍｏｄΛ＝Λχ．ＮｏｔｅｔｈａｔＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａ
Λｏｐｉｓａｌｓｏｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ．ＷｅｈａｖｅχΛｏｐ＝牗ｍｏｄΛ牘

ｏｐ＝Λｏｐχ．
Ｎｏｗ牞ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＲｅｆ．犤７犦牞ＨｏｍΛ牗－牞Λ牘牶χΛ→χΛｏｐ ｉｓａ
ｄｕａｌｉｔｙ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ２　ＡｓｓｕｍｅｔｈａｔΛｉｓｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅａｎｄＣ牞Ｔ∈
ｍｏｄΛ．Ｔｈｅｎ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛｉｆａｎｄｏｎ
ｌｙｉｆ牗Ｔ牞Ｃ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．
　Ｐｒｏｏｆ　牗牘ＳｉｎｃｅΛｉｓｓｅｌｆｉｎｊｅｃｔｉｖｅ牞ｗｅｈａｖｅχΛ ＝
ｍｏｄΛ．ＴｈｅｎｂｙＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２牞牗Ｔ牞Ｃ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇ
ｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．
　牗牘Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ牞ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ牗Ｔ牞Ｃ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇ
ｐａｉｒｉｎ牗ｍｏｄΛ牘ｏｐ．ＢｙＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２牞牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎ
ｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛ．ＴｈｅｎｂｙＬｅｍｍａ３牞ｗｅｈａｖｅＣ
Ｃ．ａｎｄＴＴ．Ｈｅｎｃｅ牗Ｃ牞Ｔ牘ｉｓａｎｎｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｉｎｍｏｄΛ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

犤１犦ＭｏｒｉｔａＫ．Ｄｕａｌｉｔｙｏｆｍｏｄｕｌｅｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅｔｈｅ
ｏｒｙｏｆｒｉｎｇｓｗｉｔｈｍｉｎｉｍｕｍｃｏｎｄｉｔｉｏｎ犤Ｊ犦．ＳｃｉＲｅｐＴｏｋｙｏＫｙ
ｏｉｋｕＤａｉｇａｋｕ牞ＳｅｃｔＡ牞１９５８牞６牗１牘牶８３ １４２．

犤２犦ＡｚｕｍａｙａＧ．Ａｄｕａｌｉｔｙｔｈｅｏｒｙｆｏｒｉｎｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ犤Ｊ犦．
ＡｍｅｒＪＭａｔｈ牞１９５９牞８１牗１牘牶２４９ ２７８．

犤３犦ＭｉｙａｓｈｉｔａＹ．Ｔｉｌｔｉｎｇｍｏｄｕｌｅｓａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈａｓｅｒｉｅｓｏｆ
ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｉｄｅａｌｓ犤Ｊ犦．ＪＡｌｇｅｂｒａ牞２００１牞２３８牗２牘牶４８５
５０１．

犤４犦ＷｅｉＪＱ牞ＸｉＣＣ．Ａｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒ犤Ｊ犦．
ＪＡｌｇｅｂｒａ牞２００７牞３１７牗１牘牶３７６ ３９１．

犤５犦ＷｅｉＪＱ牞ＸｉＣＣ．ＡｕｓｌａｎｄｅｒＲｅｉｔｅｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｅｎｃｅｆｏｒｔｉｌｔｉｎｇ
ｐａｉｒｓ犤Ｊ犦．ＪＰｕｒｅＡｐｐｌＡｌｇｅｂｒａ牞２００８牞２１２牗２牘牶４１１ ４２２．

犤６犦ＡｕｓｌａｎｄｅｒＭ牞ＲｅｉｔｅｎＩ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅ
ｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ犤Ｊ犦．ＡｄｖＭａｔｈ牞１９９１牞８６牗１牘牶１１１ １５２．

９４３　Ｄｕａｌｐａｉｒｓｏｆｔｉｌｔｉｎｇｐａｉｒｓ



犤７犦ＡｕｓｌａｎｄｅｒＭ牞ＲｅｉｔｅｎＩ牞ＳｍａｌＳＯ．Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ
ｏｆＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｓ犤Ｍ犦．Ｌｏｎｄｏｎ牶ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
Ｐｒｅｓｓ牞１９９７．

犤８犦ＣｏｌｂｙＲＲ牞ＦｕｌｌｅｒＫＲ．Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅａｎｄｄｕａｌｉｔｙｆｏｒｍｏｄｕｌｅ
ｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ牗ｗｉｔｈｔｉｌｔｉｎｇａｎｄｃｏｔｉｌｔｉｎｇｆｏｒｒｉｎｇｓ牘犤Ｍ犦．Ｌｏｎ

ｄｏｎ牶ＣａｍｂｒｉｄｇｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ牞２００４．
犤９犦ＳｋｏｗｒｏｎｓｋｉＡ牞ＹａｍａｇａｔａＫ．Ｓｔａｂｌｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｏｆｓｅｌｆｉｎｊｅｃ
ｔｉｖｅＡｒｔｉｎａｌｇｅｂｒａｓｏｆＤｙｎｋｉｎｔｙｐｅ犤Ｊ犦．ＡｌｇＲｅｐｒＴｈｅｏｒｙ牞
２００６牞９牗１牘牶３３ ４５．

倾斜对的对偶对

廖贻华１，２　　陈建龙１

（１东南大学数学系，南京 ２１１１８９）
（２广西大学数学与信息科学学院，南宁 ５３０００４）

摘要：在一个Ａｒｔｉｎ代数Λ上，如果模Ｃ和Ｔ都是自正交模且满足条件Ｔ∈ａｄ^ｄＣ和Ｃ∈ａｄ̌ｄＴ，则模对（Ｃ，Ｔ）称
为倾斜对．讨论了倾斜对的对偶性，探讨在何种条件下一个倾斜对的对偶仍然是一个倾斜对．给出了一个Ａｒｔｉｎ
代数上的模对（Ｄ（Ｔ），Ｄ（Ｃ））成为一个ｎ倾斜对的充分必要条件．同时也给出了一个自内射 Ａｒｔｉｎ代数上的模
对（Ｔ，Ｃ）成为一个ｎ倾斜对的充分必要条件．
关键词：自正交模；自内射性；对偶模；倾斜对
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