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ｅｑｕａｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓｏｌｖｅｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ａｎｄ ｔｈｅ
ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｖｅｒｓｕｓ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｍａｔｅｒｉａｌ ｃｏｎ
ｓｔａｎｔｓ ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ． Ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｓｏｌｖｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓ
ｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｐｌａｎｅ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．

１　 Ｓｔａｔｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ

　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． １．
Ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｃｏａｔｉｎｇ ｏｆ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ３ ｉｓ ｂｏｎｄｅｄ ｔｏ ａ ｈｏｍｏｇ
ｅｎｏｕｓ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ１ ＋ ｈ２ ． Ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｉｐ
ｃｏｎｔａｉｎｓ ａ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｉｎｓｕｌａｔｅｄ ｃｒａｃｋ ｏｆ ｌｅｎｇｔｈ ２ｃ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｘａｘｉｓ ａｎｄ ｉｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｌｏａｄｉｎｇ Ｑ０ ａｎｄ
ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄｉｎｇ ω１ 牗 ｘ牘 ａｎｄ ω２ 牗 ｘ牘 ． Ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｒｅ ｍｏｄｅｌｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶

ｋ牗 ｙ牘 ＝ ｋ０ｅｘｐ牗 δ牗 ｙ － ｈ２ 牘 牘
μ牗 ｙ牘 ＝ μ０ｅｘｐ牗 β牗 ｙ － ｈ２ 牘 牘
α牗 ｙ牘 ＝ α０ｅｘｐ牗 γ牗 ｙ － ｈ２

}
牘 牘

牗１牘

ｗｈｅｒｅ ｋ０ 牞 μ０ ａｎｄ α０ ａｒｅ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ牞 ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ
ｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ



ｓｕｂｓｔｒａｔｅ牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ牷 δ牞 β牞 γ ａｒｅ ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ牞 ｔｈｅ
ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｉｎ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｏａｔｉｎｇ牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｆｉｇ． １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ

　 Ｌｅｔ Ｔｊ牗 ｊ ＝ １牞 ２牞 ３牘 ｂｅ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ牷 ｔｈｅ ｓｕｂｓｃｒｉｐｔｓ ｊ
＝ １牞 ２牞 ３ ｒｅｆｅｒ ｔｏ ｔｈｒｅｅ ｒｅｇｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ
ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

２Ｔ１ ＋ δ
Ｔ１
ｙ
＝ ０　 　 ｈ２≤ｙ≤ｈ２ ＋ ｈ３

２Ｔ２ ＝ ０ ０≤ｙ ＜ ｈ２
２Ｔ３ ＝ ０ － ｈ１≤ｙ

}
＜ ０

牗２牘

　 Ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ａｓ

ｋ
Ｔ１
ｙ
＝ Ｑ０ 　 　 　 ｙ ＝ ｈ２ ＋ ｈ３ 牞 ｘ ＜ ＋ ∞

ｋ０
Ｔ３
ｙ
＝ － Ｑ０ ｙ ＝ － ｈ１ 牞 ｘ ＜ ＋ }∞

牗３牘

－ ｋ０
Ｔ２ 牗 ｘ牞 ０

＋ 牘
ｙ

＝ － ｋ０
Ｔ３ 牗 ｘ牞 ０

－ 牘
ｙ

＝ ＲＱ０ 　 　 ｘ ≤ｃ

牗４牘

Ｔ１ 牗 ｘ牞 ｈ
＋
２ 牘 ＝ Ｔ２ 牗 ｘ牞 ｈ

－
２ 牘 牞

Ｔ１ 牗 ｘ牞 ｈ
＋
２ 牘

ｙ
＝
Ｔ２ 牗 ｘ牞 ｈ

－
２ 牘

ｙ
　 牗５牘

Ｔ２ 牗 ｘ牞 ０
＋ 牘 ＝ Ｔ３ 牗 ｘ牞 ０

－ 牘 牞
Ｔ２ 牗 ｘ牞 ０

＋ 牘
ｙ

＝
Ｔ３ 牗 ｘ牞 ０

－ 牘
ｙ

ｘ ＞ ｃ 牗６牘

Ｅｑ． 牗 ４ 牘 ｄｅｓｃｒｉｂｅｓ ｔｈｅ ｐａｒｔｉａｌ ｉｎｓｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒ
ｆａｃｅｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ牞 ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ａｌｌｏｗｓ ｓｏｍｅ
ｈｅａｔ ｆｌｕｘ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｏｎｌｙ ａ ｃｅｒｔａｉｎ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｕｘ
Ｑ０ ． Ｑ０ ｉｓ ｔｈｅ ｐｅｒｆｅｃｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｃａｓｅ． Ｒ ｉｓ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ
ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｉｎｄｅｘ．
　 Ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌｅｌａｓｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｃｏａｔｉｎｇ ｓｔｒｉｐ
ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｂｙ

　 牗 κ ＋ １牘 
２ｕ
ｘ２
＋ 牗 κ － １牘 

２ｕ
ｙ２
＋ ２ 

２ｖ
ｘｙ

＋ β牗 κ － １牘 ｕｙ
＋

β牗 κ － １牘 ｖｘ
＝ ４α Ｔｘ

牗７牘

　 牗 κ － １牘 
２ｖ
ｘ２
＋ 牗 κ ＋ １牘 

２ｖ
ｙ２
＋ ２ 

２ｕ
ｘｙ

＋ β牗 κ ＋ １牘 ｖｙ
＋

β牗３ － κ牘 ｕｘ
＝ ４α 牗 β ＋ γ牘 Ｔ ＋ Ｔ[ ]ｙ 牗８牘

　 Ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｒｉｐ ａｒｅ

牗 κ ＋ １牘
２ｕｊ
ｘ２
＋ 牗 κ － １牘

２ｕｊ
ｙ２
＋ ２
２ｖｊ
ｘｙ

＝ ４α０
Ｔｊ
ｘ

牗９牘

牗 κ － １牘
２ｖｊ
ｘ２
＋ 牗 κ ＋ １牘

２ｖｊ
ｙ２
＋ ２
２ｕｊ
ｘｙ

＝ ４α０
Ｔｊ
ｙ
牗１０牘

　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ
ｂｙ

τｘｙ牗２牘 牗 ｘ牞 ０
＋ 牘 ＝ τｘｙ牗３牘 牗 ｘ牞 ０

－ 牘 ＝ ω１ 牗 ｘ牘
σｙｙ牗２牘 牗 ｘ牞 ０

＋ 牘 ＝ σｙｙ牗３牘 牗 ｘ牞 ０
－ 牘 ＝ ω２ 牗 ｘ牘

　 ｘ ≤ｃ　 牗１１牘

τｘｙ牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ σｙｙ牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ ０　 　 ｙ ＝ ｈ２ ＋ ｈ３ 牞 ｘ ＜ ＋ ∞
牗１２牘

τｘｙ牗３牘 牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ σｙｙ牗３牘 牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ ０　 　 ｙ ＝ － ｈ１ 牞 ｘ ＜ ＋ ∞
牗１３牘

τｘｙ牗２牘 牗 ｘ牞 ０
＋ 牘 ＝ τｘｙ牗３牘 牗 ｘ牞 ０

－ 牘 ＝０
σｙｙ牗２牘 牗 ｘ牞 ０

＋ 牘 ＝ σｙｙ牗３牘 牗 ｘ牞 ０
－ 牘

　 　 ｙ ＝０牞 ｘ ＞ }ｃ 牗１４牘

ｕ２ 牗 ｘ牞 ０
＋ 牘 ＝ ｕ３ 牗 ｘ牞 ０

－ 牘 ＝ ０
ｖ２ 牗 ｘ牞 ０

＋ 牘 ＝ ｖ３ 牗 ｘ牞 ０
－ 牘

　 　 ｙ ＝ ０牞 ｘ ＞ }ｃ 　 牗１５牘
τｘｙ牗 ｘ牞 ｈ

＋
２ 牘 ＝ τｘｙ牗２牘 牗 ｘ牞 ｈ

－
２ 牘 牞 σｙｙ牗 ｘ牞 ｈ

＋
２ 牘 ＝ σｙｙ牗２牘 牗 ｘ牞 ｈ

－
２ 牘
牗１６牘

ｕ牗 ｘ牞 ｈ ＋２ 牘 ＝ ｕ２ 牗 ｘ牞 ｈ
－
２ 牘 牞 ｖ牗 ｘ牞 ｈ

＋
２ 牘 ＝ ｖ２ 牗 ｘ牞 ｈ

－
２ 牘 牗１７牘

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｕｂｓｃｒｉｐｔｓ ２牞 ３ ｒｅｆｅｒ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｉｏｎｓ． Ｗｅ
ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ａｓ

牗珋ｘ牞 珋ｙ牞 ｈ１ 牞 ｈ２ 牞 ｈ３ 牘 ＝
牗 ｘ牞 ｙ牞 ｈ１ 牞 ｈ２ 牞 ｈ３ 牘

ｃ

　 　 牗 Ｔ１ 牞 Ｔ２ 牞 Ｔ３ 牘 ＝
牗 Ｔ１ 牞 Ｔ２ 牞 Ｔ３ 牘
－ Ｑ０ｃ ／ ｋ０

牗１８牘

　 牗 τｘｙ 牞 σｘｘ 牞 σｙｙ 牞 τｘｙ牗 ｊ牘 牞 σｘｘ牗 ｊ牘 牞 σｙｙ牗 ｊ牘 牘 ＝

　 　 　
牗 τｘｙ 牞 σｘｘ 牞 σｙｙ 牞 τｘｙ牗 ｊ牘 牞 σｘｘ牗 ｊ牘 牞 σｙｙ牗 ｊ牘 牘

－ μ０Ｑ０α０ｃ ／ ｋ０
　 　 ｊ ＝ ２牞 ３ 牗１９牘

牗珔ｕ牞 珋ｖ牞 ｕｊ 牞 ｖｊ牘 ＝
牗 ｕ牞 ｖ牞 ｕｊ 牞 ｖｊ牘
－ Ｑ０α０ｃ

２ ／ ｋ０
　 　 ｊ ＝ ２牞 ３

牗珋δ牞珔β牞珔γ牘 ＝ 牗 δ牞 β牞 γ牘 ｃ 牗２０牘

　 Ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ｉｎ ｗｈａｔ ｆｏｌｌｏｗｓ牞 ｔｈｅ ｂａｒ ａｐｐｅａｒｉｎｇ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｉｓ ｏｍｉｔｔｅｄ．

２　 Ｈｅａｔ Ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ

　 Ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

牗Ｔ１ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牞 Ｔ２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牞 Ｔ３ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牘 ＝ 牗Ｔ１１ 牗 ｙ牘 牞 Ｔ２１ 牗 ｙ牘 牞 Ｔ３１ 牗 ｙ牘 牘 ＋
　 　 　 牗 Ｔ１２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牞 Ｔ２２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牞 Ｔ３２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牘 牗２１牘

　 Ａｎｄ ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈａｔ

２５４ Ｍｉａｏ Ｆｕｓｈｅｎｇ牞 Ｌｉｕ Ｊｕｎｑｉａｏ牞 ａｎｄ Ｌｉ Ｘｉｎｇ　



Ｔ１１ 牗 ｙ牘 ＝
１
δ
＋ ｈ( )２ － １δ ｅ － δ牗 ｙ － ｈ２牘 　 　 ｈ２≤ｙ≤ｈ２ ＋ ｈ３

Ｔ２１ 牗 ｙ牘 ＝ ｙ ０≤ｙ ＜ ｈ２
Ｔ３１ 牗 ｙ牘 ＝ ｙ － ｈ１≤ｙ

}
＜ ０

牗２２牘

　 Ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ ａｓ ｆｏｌ
ｌｏｗｓ牶

Ｆ牗λ牞 ｙ牘 ＝ ∫
＋∞

－∞
ｆ牗 ｘ牞 ｙ牘 ｅ －ｉｘλｄｘ

ｆ牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ １２π∫
＋∞

－∞
Ｆ牗λ牞 ｙ牘 ｅｉｘλｄ }λ 牗２３牘

　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ Ｔ１２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牞 Ｔ２２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 牞 Ｔ３２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ｔ１２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝
１
２π∫

＋∞

－∞
犤Ａ１ 牗λ牘 ｅ

λ１ｙ ＋ Ａ２ 牗λ牘 ｅ
λ２ｙ 犦 ｅｉｘλｄλ 牗２４牘

Ｔｊ２ 牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝
１
２π∫

＋∞

－∞
犤Ａ２ｊ－１ 牗λ牘 ｅ

－｜ λ｜ ｙ ＋ Ａ２ｊ牗λ牘 ｅ
｜ λ｜ ｙ犦 ｅｉｘλｄλ

　 　 ｊ ＝ ２牞 ３ 牗２５牘

ｗｈｅｒｅ λ１牞 ２ ＝
１
２ 牗 － δ ± δ２ ＋ ４λ槡 ２ 牘 ．

　 Ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ牶

　 　 φ牗 ｘ牘 ＝ ｘ
犤 Ｔ牗 ｘ牞 ０ ＋ 牘 － Ｔ牗 ｘ牞 ０ － 牘 犦 ＝

　 　 　 　 　 
ｘ
犤 Ｔ２２ 牗 ｘ牞 ０

＋ 牘 － Ｔ３２ 牗 ｘ牞 ０
－ 牘 犦 牗２６牘

ａｎｄ ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

∫
＋１

－１
φ牗 ｔ牘 ｄｔ ＝ ０牞 φ牗 ｘ牘 ＝ ０　 　 ｘ ≥ １ 牗２７牘

Ｔｈｅ ｕｎｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ａｋ 牗 λ牘 牗 ｋ ＝ １牞 ２牞 爥牞 ６ 牘 ｃａｎ ｂｅ
ｇｉｖｅｎ ｂｙ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．
　 Ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ
ｕｎｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ φ牗 ｘ牘 ．

１
π ∫

１

－１

１
ｔ － ｘ ＋ ｋ牗 ｘ牞 ｔ牘φ牗 ｔ牘 ｄ( )ｔ ＝ Ｒ － １ 牗２８牘

ｗｈｅｒｅ ｋ牗 ｘ牞 ｔ牘 ｉｓ ｔｈｅ ｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ．
　 Ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ犤４犦 牞 ａｎｄ ｉｔｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

φ牗 ｔ牘 ＝ １
１ － ｔ槡 ２∑

∞

ｊ ＝ １
ａｊＴｊ牗 ｔ牘 牗２９牘

ｗｈｅｒｅ Ｔｊ牗 ｔ牘 ｉｓ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｋｉｎｄ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ牷 ａｊ ｉｓ
ｔｈｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｔｏ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ． Ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ａｌｇｅｂｒａ
ｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＧａｕｓｓＣｈｅｂｙ
ｓｈｅｖ ｆｏｒｍｕｌａ．

∑
∞

ｊ ＝ １
ａｊＵｊ－１ 牗 ｘ牘 ＋∑

∞

ｊ ＝ １
ａｊｋｊ牗 ｘ牘 ＝ Ｒ － １　 　 ｘ ＜ １ 　 牗３０牘

ｗｈｅｒｅ Ｕｊ － １ 牗 ｘ牘 ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｋｉｎｄ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉ

ａｌｓ牞 ａｎｄ ｋｊ牗 ｘ牘 ｉｓ ａｎ ｉｍｐｒｏｐｅｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ．
　 Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ
ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ 牗 ｓｅｅ Ｒｅｆ． 犤１１犦 牘 ．

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｊ
ｓｉｎ ｊｌπ
Ｎ ＋( )１

ｓｉｎ ｌπ
Ｎ ＋( )１

＋∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ａｊｋｊ

ｌπ
Ｎ ＋( )１ ＝ Ｒ － １

　 　 ｊ牞 ｌ ＝ １牞 ２牞爥牞 Ｎ 牗３１牘

３　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｆｉｅｌｄ

　 Ｆｒｏｍ Ｅｑｓ． 牗７牘 ｔｏ 牗１０牘 牞 ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈａｔ

ｕ牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ １２π∫
＋∞

－
(

∞
∑
４

ｋ ＝ １
Ｃｋ牗λ牘 ｅ

ｍｋｙ牘 ｅｉｘλｄλ ＋

１
２π∫

＋∞

－∞
牗 Ｔｆ１ 牗λ牞 ｙ )牘 ｅｉｘλｄλ 牗３２牘

ｖ牗 ｘ牞 ｙ牘 ＝ １２π∫
＋∞

－
(

∞
∑
４

ｋ ＝ １
Ｃｋ牗λ牘 Ｓ１ｋ牗λ牘 ｅ

ｍｋｙ牘 ｅｉｘλｄλ ＋

１
２π∫

＋∞

－∞
牗 Ｔｆ２ 牗λ牞 ｙ )牘 ｅｉｘλｄλ 牗３３牘

ｗｈｅｒｅ Ｃｋ牗λ牘 牗 ｋ ＝ １牞 ２牞 ３牞 ４牘 ｉｓ ｔｏ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ牷 Ｔｆ１ 牗 λ牞
ｙ牘 牞 Ｓ１ｋ牗λ牘 ａｎｄ Ｔｆ２ 牗λ牞 ｙ牘 ａｒｅ ｓｏｍｅ ｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ牷 ａｎｄ
ｍｋ牗 ｋ ＝ １牞 ２牞 ３牞 ４牘 ｉｓ ｔｈｅ ｒｏｏｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｑｕａｔｉｏｎ牶

ｍ４ ＋２βｍ３ ＋ 牗β２ －２λ２牘ｍ２ －２βλ２ｍ ＋λ (２ λ２ ＋β２牗３ －κ牘１ ＋ )κ
＝０

牗３４牘

　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏａｔｉｎｇ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ａｓ

σｙｙ
ｅβ牗 ｙ－ｈ２牘

＝ １２π∫
＋∞

－
[

∞
∑
４

ｋ ＝ １
Ｃｋ牗λ牘 Ｓ２ｋ牗λ牘 ｅ

ｍｋｙ ＋ 　 　 　 　 　

Ｔｆ３ 牗λ牞 ｙ ]牘 ｅｉｘλｄλ ＋ Ｆｃ５ｅγｙ ＋ Ｆｃ６ｅ牗 γ－δ牘 ｙ 牗３５牘

τｘｙ
ｅβ牗 ｙ－ｈ２牘

＝ １２π∫
＋∞

－∞
∑
４

ｋ ＝ １
Ｃｋ牗λ牘 Ｓ３ｋ牗λ牘 ｅ

ｍｋｙ ＋ Ｔｆ４ 牗λ牞 ｙ[ ]牘 ｅｉｘλｄλ
牗３６牘

ｗｈｅｒｅ Ｓ２ｋ牗λ牘 牞 Ｓ３ｋ牗λ牘 牞 Ｆｃ５ 牞 Ｆｃ６ 牞 Ｔｆ３ 牗λ牞 ｙ牘 ａｎｄ Ｔｆ４ 牗λ牞 ｙ牘
ａｒｅ ｓｏｍｅ ｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．
　 Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ ｔｏ Ｅｑｓ． 牗７牘 ｔｏ 牗 １０ 牘 牞
ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ．

σ牗 ｊ牘 ｙｙ ＝
１
２π∫

＋∞

－∞
犤 牗Ｆｅ１牗 ｊ牘 牗λ牞 ｙ牘 ＋ Ｆｅ２ 牗λ牘Ａ２ｊ－１ 牘 ｅ

－｜ λ｜ ｙ ＋

牗Ｆｅ３牗 ｊ牘 牗λ牞 ｙ牘 ＋ Ｆｅ４ 牗λ牘Ａ２ｊ牘 ｅ
｜ λ｜ ｙ ＋

Ｆｅ５ 牗λ牘 ｙ犦 ｅ
ｉｘλｄλ － ４

κ － １
ｙ　 　 ｊ ＝ ２牞 ３ 牗３７牘

τ牗 ｊ牘 ｙｙ ＝
１
２π∫

＋∞

－∞
犤 牗Ｆｆ１牗 ｊ牘 牗λ牞 ｙ牘 ＋ Ｆｆ２ 牗λ牘Ａ２ｊ－１ 牘 ｅ

－｜ λ｜ ｙ ＋

牗Ｆｆ３牗 ｊ牘 牗λ牞 ｙ牘 ＋ Ｆｆ４ 牗λ牘Ａ２ｊ牘 ｅ
｜ λ｜ ｙ ＋

Ｆｆ５ 牗λ牘 ｙ犦 ｅ
ｉｘλｄλ　 　 ｊ ＝ ２牞 ３ 牗３８牘

ｗｈｅｒｅ Ｆｅ１牗 ｊ牘 牞 Ｆｅ３牗 ｊ牘 牞 Ｆｆ１牗 ｊ牘 牞 Ｆｆ３牗 ｊ牘 牞 Ｆｅ２ 牞 Ｆｅ４ 牞 Ｆｅ５ 牞 Ｆｆ２ 牞 Ｆｆ４ 牞

３５４　 Ｃｒａｃｋｅｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｏａｔｉｎｇ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅｒｍａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄｉｎｇ



Ｆｆ５ ａｒｅ ｓｏｍｅ ｋｎｏｗｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ｃｋ牗 ｊ牘 牗 λ牘 牗 ｋ ＝ １牞 ２牞 ３牞 ４ 牘
ｃａｎ ｂｅ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ｗｅ ｎｏｗ ｉｎ
ｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｄｅｎｓｉｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｔｈａｔ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｓｉｎｇｌｅｖａｌｕｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ牶

∫
＋１

－１
φｊ牗 ｔ牘 ｄｔ ＝ ０牞 φｊ牗 ｘ牘 ＝ ０　 　 ｘ ≥ １牷 ｊ ＝ １牞 ２

牗３９牘

Ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ牞 ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ牶

∫
＋１

－１

１
ｔ － ｘ ＋ Ｋ１１ 牗 ｘ牞 ｔ( )牘 φ１ 牗 ｔ牘 ＋ Ｋ１２ 牗 ｘ牞 ｔ牘φ２ 牗 ｔ[ ]牘 ＝ πω３ 牗 ｘ牘

牗４０牘

∫
＋１

－１

１
ｔ － ｘ ＋ Ｋ２２ 牗 ｘ牞 ｔ( )牘 φ２ 牗 ｔ牘 ＋ Ｋ２１ 牗 ｘ牞 ｔ牘φ１ 牗 ｔ[ ]牘 ＝ πω４ 牗 ｘ牘

牗４１牘

ｗｈｅｒｅ Ｋｉｊ牗 ｘ牞 ｔ牘 牗 ｉ ＝ １牞 ２牷 ｊ ＝ １牞 ２牘 ｉｓ ｔｈｅ Ｆｒｅｄｈｏｌｍ ｋｅｒｎｅｌ牞
ａｎｄ ω３ 牗 ｘ牘 牞 ω４ 牗 ｘ牘 ｃｏｎｔａｉｎ ω１ 牗 ｘ牘 牞 ω２ 牗 ｘ牘 ．
　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓｏｌｖｅｄ ｂｙ

φ１ 牗 ｔ牘 ＝
１
１ － ｔ槡 ２∑

∞

ｊ ＝１
ｂｊＴｊ牗 ｔ牘 牞 φ２ 牗 ｔ牘 ＝

１
１ － ｔ槡 ２∑

∞

ｊ ＝１
ｃｊＴｊ牗 ｔ牘

牗４２牘

ｗｈｅｒｅ ｂｊ 牞 ｃｊ ａｒｅ ｔｏ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．
　 Ｅｑｓ． 牗 ３９ 牘 ｔｏ 牗 ４１ 牘 ｃａｎ ｂｅ ｃｏｎｖｅｒｔｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ
ｌｉｎｅａｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ犤１１犦 ．

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｊ犤Ｕｊ－１ 牗 ｘｒ牘 ＋ ｋ１１ｊ牗 ｘｒ牘 犦 ＋∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊｋ１２ｊ牗 ｘｒ牘 ＝ ω３ 牗 ｘｒ牘

　 　 ｒ ＝ １牞 ２牞爥牞 Ｎ 牗４３牘

∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｊｋ２１ｊ牗 ｘｒ牘 ＋∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊ犤Ｕｊ－１ 牗 ｘｒ牘 ＋ ｋ２２ｊ牗 ｘｒ牘 犦 ＝ ω４ 牗 ｘｒ牘

　 　 ｒ ＝ １牞 ２牞爥牞 Ｎ 牗４４牘

ｗｈｅｒｅ ｋｍｎｊ牗 ｘｒ牘 ｉｓ ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｐｅｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ．
　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐｓ ａｒｅ ｄｅｆｉｎｅｄ
ａｓ

ＫⅠ 牗１牘 ＝
－ ２
１ ＋ κ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｂｊ 牞 ＫⅠ 牗 － １牘 ＝

２
１ ＋ κ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
牗 － １牘 ｊｂｊ

牗４５牘

ＫⅡ 牗１牘 ＝
－ ２
１ ＋ κ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
ｃｊ 牞 ＫⅡ 牗 － １牘 ＝

２
１ ＋ κ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
牗 － １牘 ｊ ｃｊ

牗４６牘

４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ
４． １　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ牞 ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ａｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ．
　 Ｆｉｇ． ２ ｄｅｐｉｃｔｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ３ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｒ
ｍａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ 牗 ＮＴＤ牘 ａｓ δ ＝ － １牞 δ ＝ １牞 Ｒ

＝ ０ ａｎｄ ｈ１ ＝ ３． Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｃｏａｔｉｎｇ ｈａｓ ａ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ
ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｊｕｍｐ ａｃｒｏｓｓ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｈｅｎ
ｋｅｅｐｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ．
　 Ｆｉｇ． ３ ｄｅｐｉｃｔｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｈ１ ｏｎ ｔｈｅ ＮＴＤ． Ｉｔ ｉｓ
ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｉｐ ａｎｄ ｔｈｅ

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｈ３ ｏｎ ｔｈｅ ＮＴＤ． 牗 ａ牘 δ ＝ １牞 ｈ１ ＝ ３牷 牗 ｂ牘 δ ＝
－ １牞 ｈ１ ＝ ３

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｈ１ ｏｎ ｔｈｅ ＮＴＤ． 牗 ａ牘 δ ＝ １牞 ｈ３ ＝ ０． ５牷 牗 ｂ牘 δ
＝ － １牞 ｈ３ ＝ ０． ５

４５４ Ｍｉａｏ Ｆｕｓｈｅｎｇ牞 Ｌｉｕ Ｊｕｎｑｉａｏ牞 ａｎｄ Ｌｉ Ｘｉｎｇ　



ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ａｒｅ ｃｌｏｓｅｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ＮＴＤ． Ｔｈｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｈ１ ｈａｓ ａｎ ｏｂｖｉｏｕｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａ
ｔｕｒｅ ｊｕｍｐ ａｃｒｏｓｓ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｗｈｅｎ ｈ１ ｉｓ ｓｍａｌｌｅｒ．
Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｊｕｍｐ ａｃｒｏｓｓ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ
ｓｕｒｆａｃｅｓ ｉｓ ｍｏｒｅ ｏｂｖｉｏｕｓ．

４． ２　 Ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ 牗 ＴＳＩＦｓ牘 ａｔ ｃｒａｃｋ
ｔｉｐ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ牞 ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｆａｃｔｏｒｓ ａｒｅ ｎｏｒｍａｌ
ｉｚｅｄ ｂｙ Ｋ０ ＝ μ０Ｑ０α０ｃ ／ ｋ０ ． Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ＴＳＩＦｓ ａｒｅ ｏｂ
ｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ． Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｒａｃｋ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌｅｌａｓｔｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ
ＴＳＩＦｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． ４ ｔｏ Ｆｉｇ． ８牷 ｔｈｅ ｓｉｔ
ｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅱ ｉｓ ｓｉｍｉｌａｒ ｔｏ ｍｏｄｅ Ⅰ．
　 Ｆｉｇ． ４ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ δ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｗｈｅｎ ｋｅｅｐ
ｉｎｇ β ＝ １牞 γ ＝ １ ａｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｈ２ ＝ １ ｃｏｎｓｔａｎｔ牞 ａｎｄ ｔｈｅ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄｉｎｇ ω１ 牗 ｘ牘 ＝ ０牞 ω２ 牗 ｘ牘 ＝ － １． Ｔｈｅｓｅ ｒｅ
ｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｄｅｃｌｉｎｅ
ｒａｐｉｄｌｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ ｈ３ ／ ｈ１ ｗｈｅｎ ｋｅｅｐｉｎｇ δ ｃｏｎ
ｓｔａｎｔ． Ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｄｅｃｒｅａｓｅ ａｓ δ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ． Ｏｎｅ ｒｅａｓｏｎ ｆｏｒ
ｔｈｉｓ ｉｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ＦＧＭ ｉｓ ｑｕｉｔｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｉｎ ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｔｈｅｒｍａｌ
ｓｔｒｅｓｓ． Ｔｈｉｓ ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ
ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｈａｓ ａ ｖｉｔａｌ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ
ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｏｆ ｃｏａｔｉｎｇ ／ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ δ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

　 Ｆｉｇ． ５ ｄｅｐｉｃｔｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｃｏｎ
ｔｒｏｌｌｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｍｏｄｕｌｕｓ β ｏｎ ｔｈｅ
ＴＳＩＦｓ ａｓ δ ＝ １牞 γ ＝ １牞 ｈ２ ＝ １牞 ω１ 牗 ｘ牘 ＝ ０牞 ω２ 牗 ｘ牘 ＝ － １．
Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ＫⅠ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ
ｈ３ ／ ｈ１ 牞 ｂｕｔ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ａｓ β ｉｎｃｒｅａｓｅｓ． Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｍｐｌｙ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｏａｔｉｎｇ ｈａｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ
ｔｈｅ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ．

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ β ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

　 Ｆｉｇ． ６ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｄｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｃｏｎｔｒｏｌｌｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔ γ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｗｈｅｎ δ ＝ １牞 β ＝ １牞 ｈ２ ＝ １． Ｔｈｅ ａｂ
ｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ＫⅠ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ ｈ３ ／ ｈ１
ａｎｄ γ． Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ＫⅡ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎ
ｃｒｅａｓｅ ｉｎ ｈ３ ／ ｈ１ 牞 ｂｕｔ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ γ．
Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｕｇｇｅｓｔ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｏａｔｉｎｇ ｉｓ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ
ＴＳＩＦｓ．

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ γ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

　 Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｈ２ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｗｈｅｎ δ ＝ １牞 β ＝ １牞 γ ＝ １
ａｒｅ ｄｉｓｐｌａｙｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． ７． Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ＫⅠ ｄｅ
ｃｒｅａｓｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ ｈ３ ／ ｈ１ ａｎｄ ｈ２ ． Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ
ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ＫⅡ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｗｈｅｎ ｈ３ ／ ｈ１ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ牞 ｂｕｔ ｉｎｃｒｅａｓｅ
ａｓ ｈ２ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ． Ｉｔ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ
ｉｓ ｃｌｏｓｅｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ａｎｄ
ｍｏｄｅ Ⅱ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ．

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｈ２ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

　 Ｆｉｇ． ８ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ
ｉｎｄｅｘ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｗｈｅｎ δ ＝ １牞 β ＝ １牞 γ ＝ １． Ｔｈｅ ａｂ
ｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ
ｈ３ ／ ｈ１ ａｎｄ Ｒ． Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｄｅｃｒｅａｓｅ

Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Ｒ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｏｆ ｍｏｄｅ Ⅰ ａｔ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

５５４　 Ｃｒａｃｋｅｄ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃｏａｔｉｎｇ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅｒｍａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｌｏａｄｉｎｇ



ｖｅｒｙ ｓｌｏｗｌｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ ｈ３ ／ ｈ１ ａｓ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｃｏｎ
ｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｉｎｄｅｘ Ｒ ｉｓ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ． Ｂｕｔ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ
ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｉｎｄｅｘ Ｒ ｃｈａｎｇｅｓ牞 ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｖａｒｙ ｖｅｒｙ ｑｕｉｃｋ
ｌｙ． Ｉｔ ｉｓ ｌｉｋｅｌｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ Ｒ ｈａｓ ａ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ
ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ＴＳＩＦｓ．

５　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

　 Ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｏａｔｉｎｇ ｂｏｎｄｅｄ ｔｏ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ
ｓｕｂｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｉｐ ｗｉｔｈ ａ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｉｎｓｕｌａｔｅｄ ｃｒａｃｋ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ａｎｄ ｔｈｅｒｍａｌ ｌｏａｄｉｎｇ ｉｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ
Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ牞 ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌｅｌａｓｔｉｃ ｍｉｘｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ａｒｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｔｏ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｉｎｔｅ
ｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｓｏｌｖｅｄ
ｂｙ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｅ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＮＴＤ ａｎｄ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ａｒｅ ｄｉｓｐｌａｙｅｄ ｇｒａｐｈｉｃａｌ
ｌｙ ｆｏｒ ｓｅｖｅｒａｌ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ． Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｆａｃｔｏｒｓ
ｏｎ ｔｈｅ ＮＴＤ ａｎｄ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ ｄｅｔａｉｌ．
Ｉｔ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｉｎｄｅｘ Ｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋ
ｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏａｔｉｎｇ ｈａｖｅ ａ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ
ＮＴＤ ｏｎ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ． Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅ
ｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｉｓ ｑｕｉｔｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ． Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃａｎ ｂｅ
ｕｓｅｄ ｔｏ ｇａｉｎ ｂｅｔｔｅｒ ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ
ｏｆ ｇｒａｄｅｄ ｃｏａｔｉｎｇ． Ｗｅ ｃａｎ ｏｐｔｉｍｉｚｅ ｔｈｅ ｃｏａｔｉｎｇｓｕｂｓｔｒａｔｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｔｏ ｃｏｎｔｒｏｌ ｔｈｅ ＮＴＤ ａｎｄ ｔｈｅ ＴＳＩＦｓ ｂｙ ａｄｊｕｓｔｉｎｇ
ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ＦＧＭ ｃｏａｔｉｎｇ ａｎｄ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
犤１犦 Ｃｈｅｎ Ｊ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅｒｍａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ
ｆｏｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａ ｇｒａｄｅｄ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｃｏａｔｉｎｇｓｕｂ
ｓｔｒａｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ 犤 Ｊ 犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｒａｃｔｕｒｅ牞
２００５牞 １３３牗４牘 牶 ３０３ ３２８．

犤２犦 Ｄｅｌａｌｅ Ｆ牞 Ｅｒｄｏｇａｎ Ｆ． Ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｉｎ ａ ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅ

ｏｕｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｅｄｉｕｍ犤 Ｊ犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ
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热机荷载下含梯度涂层的弹性条中裂纹问题
苗福生１，２ 刘俊俏１，３ 李　 星４

（１宁夏大学土木与水利工程学院，银川７５００２１）
（２宁夏大学学术期刊中心，银川７５００２１）
（３运城学院应用数学系，运城０４４０００）

（４宁夏大学数学计算机学院，银川７５００２１）

摘要：研究了热机荷载作用下含功能梯度材料涂层的裂纹弹性底层条问题，提出一些新的边界条件，假设裂
纹面上的温度降低是由通过裂纹的控制热传导的因子造成，利用傅里叶积分变换，将热弹性混合边值问题
转化为一组奇异积分方程，奇异积分方程组可以利用Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近方法近似求解．给出了温度、位
移场和热应力强度因子的数值计算方法． 通过算例分析了不同几何参数下裂纹表面标准温度的分布，并讨
论了裂纹位置和热弹性非均匀参数对Ⅰ、Ⅱ型裂纹尖端标准热应力强度因子的影响． 结果表明：弹性底层厚
度不变时，梯度涂层厚度对裂纹表面的温度分布有重要的影响；梯度涂层厚度的变化对底层的裂纹有重要
的影响． 研究结果有助于对梯度涂层结构热机行为的理解．
关键词：热机载荷；奇异积分方程；功能梯度涂层；热应力强度因子
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