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ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ． Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｓｍｏｏｔｈ ｍａｎｉ
ｆｏｌｄ ＺＨ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

‖Ｉ′ε牗 ｚ牘‖→０ 牗５牘

ａｓ ε→０ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｆｏｒ ｚ∈Ｚ．
　 Ｌｅｔ ｕｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｔａｎｇｅｎｔ ｓｐａｃｅ ＴｚＺ ｏｆ Ｚ ａｔ ｚ ａｎｄ ｌｅｔ
Ｗ ＝ 牗 ＴｚＺ牘

⊥ ． Ｗｅ ｓｈａｌｌ ｌｏｏｋ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ Ｉε ｏｆ
ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｚ ＋ ｗ ｗｉｔｈ ｗ∈Ｗ． Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａ
ｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ牶

ＰＩ′ε牗 ｚ ＋ ｗ牘 ＝ ０

ｗｈｅｒｅ Ｐ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｎｔｏ Ｗ． Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｓｏｌｖｅ
ｔｈｉｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ牞 ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ γ ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ牞
ｆｏｒ ε ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈ牞

‖犤ＰＩ″ε牗 ｚ牘 犦
－ １‖Ｌ牗Ｗ牞 Ｗ牘≤γ 牗６牘

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｆｏｒ ｚ∈Ｚ．
　 Ｆｉｘ ｚ∈ Ｚ牞 ａｎｄ ｄｅｆｉｎｅ Ｂε牞 γ ＝ 狖ｗ∈ Ｗ牶 ‖ ｗ‖≤
２γ‖Ｉ′ε牗 ｚ牘‖狚． Ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ

‖Ｉ″ε牗 ｚ ＋ ｗ牘 － Ｉ″ε牗 ｚ牘‖→０ 牗７牘

ａｓ ε→０ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｆｏｒ ｚ∈Ｚ ａｎｄ ｗ∈Ｂε牞 γ ． Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｍａｐ
Ｓε 牶 Ｂε牞 γ→Ｗ牞

Ｓε牗ｗ牘 ＝ ｗ － 犤ＰＩ″ε牗 ｚ牘 犦
－ １ 牗ＰＩ′ε牗 ｚ ＋ ｗ牘 牘 牗８牘

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ 牗８牘 牞 ｔｈｅ ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｓε ｉｓ ａ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ＰＩ′ε牗 ｚ ＋ ｗ牘 ＝ ０． Ｉｔ ｉｓ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｆｏｒ
ε ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈ牞 ｔｈｅ ｍａｐ Ｓε ｍａｐｓ ｔｈｅ ｂａｌｌ Ｂε牞 γ ｉｎｔｏ ｉｔｓｅｌｆ
ａｎｄ ｉｓ ａ ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ． Ａｓ ａ ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｃｅ牞 ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ
ｕｎｉｑｕｅ ｗε牞 ｚ∈Ｂε牞 γ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ Ｓε牗ｗε牘 ＝ ｗε ． Ｍｏｒｅｏｖｅｒ牞 ｏｎｅ
ｈａｓ ｔｈａｔ

‖ｗε牞 ｚ‖≤２γ‖Ｉ′ε牗 ｚ牘‖

Ｆｉｎａｌｌｙ牞 ｏｎｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ

珓Ｉε牗 ｚ牘 ＝ Ｉε牗 ｚ ＋ ｗε牞 ｚ牘 　 　 ｚ∈Ｚ

ａｎｄ ｐｒｏｖｅｓ ｔｈａｔ ｉｆ ｚε∈Ｚ ｉｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｏｆ珓Ｉε 牞 ｔｈｅｎ ｕε ＝
ｚε ＋ ｗε牞 ｚε ｉｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｉε ．

２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ牞 ｗｅ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｙ ｖｅｒｉ
ｆｙｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａｅ 牗５牘 牞 牗６牘 ａｎｄ 牗７牘 ． Ｗｅ ｗｉｌｌ ｕｓｅ ｔｈｅ ｎｏｔａ

ｔｉｏｎ Ｅ ＝ Ｈ１ 牗 Ｒ３ 牘 牞 ｅｎｄｏｗｅｄ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｓｃａｌａｒ
ｐｒｏｄｕｃｔｓ ａｎｄ ｎｏｒｍｓ

牗 ｕ ｖ牘 ＝ ∫
Ｒ３
牗ｕ·ｖ ＋ ｕｖ牘 ｄｘ牞 ‖ｕ‖２ ＝ 牗 ｕ ｕ牘

牗 ｕ ｖ牘 ω ＝ ∫
Ｒ３
牗ｕ·ｖ ＋ ω２ｕｖ牘 ｄｘ牞 ‖ｕ‖２

ω ＝ 牗 ｕ ｕ牘 ω

　 Ｗｅ ｗｉｌｌ ｗｏｒｋ ｏｎ ｔｈｅ ｓｐａｃｅ Ｈ ＝ Ｅ × Ｅ牞 ｅｑｕｉｐｐｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｓｃａｌａｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ａｎｄ ｎｏｒｍ牶

牗ｕ ｖ牘 ＝ 牗ｕ１ ｖ１牘 ＋ 牗ｕ２ ｖ２牘 ω牞 ‖ｕ‖
２ ＝‖ｕ１‖

２ ＋‖ｕ２‖
２
ω

ｆｏｒ ｕ ＝ 牗 ｕ１ 牞 ｕ２ 牘 牞 ｖ ＝ 牗 ｖ１ 牞 ｖ２ 牘∈Ｈ． Ｆｏｒ ｕ１ 牞 ｕ２∈Ｅ牞 ｌｅｔ

Ｉ１ 牗 ｕ１ 牘 ＝
１
２ ‖ｕ１‖

２ － １２ｑ∫Ｒ３ ｕ１ ２ｑｄｘ

Ｉ２ 牗 ｕ２ 牘 ＝
１
２ ‖ｕ２‖

２
ｗ －
１
２ｑ∫Ｒ３ ｕ２ ２ｑｄｘ

Ｆｏｒ ｕ ＝ 牗 ｕ１ 牞 ｕ２ 牘∈Ｈ牞 ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｏｆ 牗２牘 牞

Ｉε牗 ｕ牘 ＝ Ｉ１ 牗 ｕ１ 牘 ＋ Ｉ２ 牗 ｕ２ 牘 －
ε
ｑ ∫Ｒ３ｂ牗 ｘ牘 ｕ１ ｑ ｕ２

ｑｄｘ

Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ 牗２牘 ａｒｅ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ Ｉε ．
　 Ｆｏｒ ａｎｙ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ ｎ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ

Ｔｈｅｏｒｅｍ １ ａｎｄ ０ ＜ δ ＜ 牗２ｑ － １牘 牗珟ω － σ牗 ｎ － １牘 牘 － ｑ牗２ｑ － １牘 牗珟ω － σ牗 ｎ － １牘 牘
牞 ｄｅ

ｆｉｎｅ

　 Ｔε {＝ ξ ＝ 牗 ξ１ 牞 ξ２ 牞爥牞 ξｎ牘∈牗Ｒ
３ 牘 ｎ 牶 ξｉ － ξｊ ＞

　 　 　 牗１ － δ牘 ｌｎ １ε
ｆｏｒ ｉ≠ }ｊ

ｗｈｅｒｅ ξｉ ＝ 牗 ξｉ１ 牞 ξｉ２ 牞 ξｉ３ 牘∈Ｒ
３ 牞 Ｚ {＝ ｚξ ＝ 牗 ｚ１ξ 牞 ｚ２ξ牘 ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｕ牗 ｘ － ξｉ牘 牞∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｖ牗 ｘ － ξｉ( )牘 牞 ξ ∈ }Ｔ ． Ｕ ａｎｄ Ｖ ａｒｅ

ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ 牗３牘 ｗｉｔｈ λ ＝ １ ａｎｄ λ２ ＝ ω２ 牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ牞
ａｎｄ

ＴｚξＺ ＝ {ｓｐａｎ Ｄｉαｚξ ＝
Ｕ牗 ｘ － ξｉ牘
ｘα

牞
Ｖ牗 ｘ － ξｉ牘
ｘ( )
α

牞

α ＝ １牞 ２牞 ３牷 ｉ ＝ １牞 ２牞爥牞 }ｎ
Ｗξ ＝ 牗 ＴｚξＺ牘

⊥ ＝ 狖ｕ∈Ｈ牶 牗 ｕ ｖ牘 ＝ ０　 ｖ∈ＴｚξＺ狚

Ｗｅ ａｌｓｏ ｄｅｎｏｔｅ Ｕ牗 ｘ － ξｉ 牘 ａｎｄ Ｖ牗 ｘ － ξｉ 牘 ｂｙ Ｕξ ｉ ａｎｄ Ｖξ ｉ 牞
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
　 Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｗｅ ｓｈａｌｌ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｂｙ ｖｅｒｉｆｙｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａｅ 牗５牘 牞 牗６牘 ａｎｄ 牗７牘 ．
　 Ｌｅｍｍａ １ 　 Ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ Ｉε ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
牗５牘 ． Ｍｏｒｅ ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ牞 ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ε１ ＞ ０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ０ ＜
ε ＜ ε１ ｗｅ ｈａｖｅ ‖Ｉ′ε牗 ｚξ牘‖≤Ｃε

牗２ｑ － １牘 ／ 牗２ｑ牘 牗１ － δ牘珟ω ｆｏｒ ａｎｙ ξ∈
Ｔε ．
　 Ｐｒｏｏｆ

Ｉ′ε牗 ｚξ牘 犤 牗１ 牞 ２ 牘 犦 ＝ Ｉ′１ 牗 ｚ１ξ牘 犤１ 犦 ＋ ε∫
Ｒ３
ｂ牗 ｘ牘 ｚｑ－１１ξ １ｚ

ｑ
２ξｄ( )ｘ ＋

７９４　 Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｍｕｌｔｉｂｕｍｐ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｏｕｐｌｅｄ Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ ｓｙｓｔｅｍｓ



　 　 　 Ｉ′２ 牗 ｚ２ξ牘 犤２ 犦 ＋ ε∫
Ｒ３
ｂ牗 ｘ牘 ｚｑ１ξｚ

ｑ－１
２ξ ２ｄ( )ｘ

Ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｗｏ ｔｅｒｍｓ牞 ｗｅ ｈａｖｅ

Ｉ′１ 牗 ｚ１ξ牘 犤１ 犦 ＋ ε∫
Ｒ３
ｂ牗 ｘ牘 ｚｑ－１１ξ １ｚ

ｑ
２ξｄｘ ≤

　 　 Ｃ ∫
Ｒ３
∑
ｉ≠ｊ
Ｕ２ｑ－１ξ ｉ Ｕξ ｊｄ( )ｘ 牗２ｑ－１牘 ／ 牗２ｑ牘

‖φ１‖ ＋ Ｃε‖φ１‖≤

　 　 Ｃε牗２ｑ－１牘 ／ 牗２ｑ牘 牗１ －δ牘‖φ１‖

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞

Ｉ′２ 牗 ｚ２ξ牘 犤２ 犦 ＋ ε∫
Ｒ３
ｂ牗 ｘ牘 ｚｑ１ξｚ

ｑ－１
２ξ ２ｄｘ ≤

Ｃε牗２ｑ－１牘 ／ 牗２ｑ牘ω牗１ －δ牘‖φ２‖

　 Ｌｅｍｍａ ２　 Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ 牗６牘 ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ １ ｈｏｌｄｓ． Ｍｏｒｅ
ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ牞 ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ０ ＜ ε２ ＜ ε１ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ０ ＜ ε ＜ ε２ 牞
ｗｅ ｈａｖｅ‖犤ＰＩ″ε牗 ｚξ牘 犦

－ １‖≤γ ｏｎ Ｗξ ｆｏｒ ａｎｙ ξ∈Ｔε ．
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｉｎｃｅ ‖ＰＩ″ε牗 ｚξ牘 － ＰＩ″０ 牗 ｚξ 牘‖≤Ｃε牞 ｉｔ ｓｕｆｆｉｃｅｓ
ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ‖犤ＰＩ″０ 牗 ｚξ牘 犦

－ １‖≤γ． Ｌｅｔ

ｚｉ ＝ ｚξ ｉ －∑
３

α ＝ １
∑
ｊ≠ｉ
牗 ｚξ ｉ Ｄ

ｊ
αｚξ牘‖Ｄ

ｊ
αｚξ‖

－２Ｄｊαｚξ

ｔｈｅｎ ｚｉ∈ 牗 ＴｚξＺ牘
⊥ ． Ｄｅｎｏｔｉｎｇ Ｖ１ ＝ ｓｐａｎ狖ｚｉ 牗 ｘ牘 ｉ ＝ １牞 ２牞

爥牞 ｎ狚牞 ｗｅ ｈａｖｅ Ｗξ ＝ Ｖ１Ｖ２ ａｎｄ Ｖ２ ＝ Ｖ
⊥
１ ∩Ｗξ ． Ｏｎｅ

ｃａｎ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ① Ｉ″０ 牗 ｚξ 牘 Ｖ１
ｉｓ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ牷

② Ｉ″０ 牗 ｚξ牘 Ｖ２
ｉｓ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｅ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ＰＩ″０ 牗 ｚξ 牘 Ｗξ

ｉｓ ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．
　 Ｌｅｍｍａ ３　 Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ 牗７牘 ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ １ ｈｏｌｄｓ．
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｄｉｒｅｃｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｙｉｅｌｄｓ

　 牗 Ｉ″ε牗 ｚξ ＋ ｗ牘 － Ｉ″ε牗 ｚξ牘 牘 犤 牗１ 牞 ２ 牘 犦 犤 牗ψ１ 牞 ψ２ 牘 犦 ≤

　 　 　 (Ｃ ∫
Ｒ３
ｗ１

２ｑ ＋ ｗ１ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｕξ( )

ｉ

２ｑ－１ ＋

　 　 　 ｗ１
２ｑ－１∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｕξ ｉｄ )ｘ 牗２ｑ－２牘 ／ 牗２ｑ牘

‖φ１‖‖ψ１‖ ＋

　 　 　 (Ｃ ∫
Ｒ３
ｗ２

２ｑ ＋ ｗ２ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖξ( )

ｉ

２ｑ－１ ＋

　 　 　 ｗ２
２ｑ－１∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｖξ ｉｄ )ｘ 牗２ｑ－２牘 ／ 牗２ｑ牘

‖φ２‖‖ψ２‖ ＋

　 　 　 Ｃε‖φ‖‖ψ‖

　 Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｓｏｂｏｌｅｖ ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ牞 ｆｏｒ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ
ｓｍａｌｌ ε牞 ｗｅ ｈａｖｅ

牗 Ｉ″ε牗 ｚξ ＋ ｗ牘 － Ｉ″ε牗 ｚξ牘 牘 犤 牗１ 牞 ２ 牘 犦 犤 牗ψ１ 牞 ψ２ 牘 犦≤
Ｃ ｗ ２ｑ －２

Ｌ２ｑ ＋ ｗ
牗２ｑ －２牘 ／ 牗２ｑ牘
Ｌ２ｑ ＋ ｗ 牗２ｑ －１牘牗２ｑ －２牘 ／ 牗２ｑ牘

Ｌ２( )ｑ ‖‖‖ψ‖＋
Ｃε‖‖‖ψ‖≤Ｃ ‖ｗ‖牗２ｑ － ２牘 ／ 牗２ｑ牘 ＋( )ε ‖‖‖ψ‖

　 Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ １ ａｎｄ ‖ｗ‖≤２γ‖Ｉ′ε 牗 ｚ牘‖牞 ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ 牗７牘 ．
　 Ｌｅｍｍａ ４　 Ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ０ ＜ ε３ ＜ ε２ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ０ ＜ ε
＜ ε３ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ ＰＩ′ε 牗 ｚξ ＋ ｗ牘 ＝ ０ ｈａｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ
ｗε牞 ξ∈Ｗξ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ‖ｗε牞 ξ‖→０ ａｓ ε→０ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｆｏｒ ξ
∈Ｔε ．
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ２牞 ｔｈｅ ｍａｐ Ｓε ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ

牗８牘 ｍａｋｅｓ ｓｅｎｓｅ． Ｏｎｅ ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ Ｓε ｉｓ ａ ｃｏｎ
ｔｒａｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｍａｐｓ Ｂε牞 γ ｉｎｔｏ ｉｔｓｅｌｆ． Ｈｅｎｃｅ ｔｈｅ ａｕｘｉｌｉａｒｙ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｈａｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗε牞 ξ≤２γ‖Ｉ′ε 牗 ｚξ 牘‖ ｆｏｒ ε
ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｓｍａｌｌ．

３　 Ｔｈｅ Ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｗε牞 ξ ａｎｄ Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ Ｉｔｓ
Ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｗｅ ｗｉｌｌ ｓｔｕｄｙ ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｗε牞 ξ ａｎｄ
ｅｓｔｉｍａｔｅ ｉｔｓ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ牞 ａｎｄ ｔｈｅｎ ｗｅ ｗｉｌｌ ｕｓｅ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ
ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
牗２牘 ．
　 Ｌｅｍｍａ ５　 Ｆｏｒ ０ ＜ ε ＜ ε３ 牞 ｗε牞 ξ ｉｓ Ｃ

１ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ξ
∈Ｔε ．
　 Ｗｅ ｏｍｉｔ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ．
　 Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｗｅ ｅｓｔｉｍａｔｅ ξｗε牞 ξ ．
　 Ｌｅｍｍａ ６　 Ｔｈｅｒｅ ｈｏｌｄｓ ξｗε牞 ξ→０ ａｓ ε→０ ｆｏｒ ξ∈Ｔε ．
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｉｎｃｅ

０ ＝
Ｈ牗 ξ牞 ｗε牞 ξ 牞 ａ牞 ε牘

ξ
＋
Ｈ牗 ξ牞 ｗε牞 ξ 牞 ａ牞 ε牘
牗ｗε牗 ξ牘 牞 α牘

牗ｗε牞 ξ 牞 ａ牘
ξ

　 ｗｅ ｈａｖｅ

ｗε牞 ξ
ξ

≤Ｃ Ｉ′ε牗 ｚξ ＋ ｗε牞 ξ牘
ｚξ
[ ]ξ ＋ ａ ＋‖ｗε牞 ξ( )‖

牗９牘

　 Ｗｅ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｅａｃｈ ｔｅｒｍ ｉｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ 牗 ９ 牘 ．
Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ ４牞 ｗｅ ｈａｖｅ

‖ｗε牞 ξ‖≤Ｃ‖Ｉ′ε牗 ξ牘‖ 牗１０牘

　 Ｓｅｃｏｎｄｌｙ牞

ａαｉ ≤Ｃ牗‖ｗε牞 ξ‖ ＋‖Ｉ′ε牗 ξ牘‖牘≤Ｃ‖Ｉ′ε牗 ξ牘‖
牗１１牘

　 Ｆｉｎａｌｌｙ牞 ｗｅ ｃａｎ ｄｅｄｕｃｅ

Ｉ″ε牗 ｚξ ＋ ｗε牞 ξ牘
ｚξ
[ ]ξ ≤Ｃ Ｏε牗１牘 ＋‖ｗε牗 ξ牘‖

牗２ｑ － ２牘 ／ 牗２ｑ牘 ＋( )ε

牗１２牘

　 Ｕｓｉｎｇ Ｌｅｍｍａ １ ａｎｄ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ 牗９牘 ｔｏ 牗１２牘 牞 ｗｅ ｏｂｔａｉｎ
ｗε牗 ξ牘
ξ →０ ａｓ ε→０ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｆｏｒ ξ∈Ｔε ．

　 Ｄｅｆｉｎｉｎｇ 珓Ｉε牗 ξ牘 ＝ Ｉε 牗 ｚξ ＋ ｗε 牗 ξ牘 牘 牞 ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇ ｌｅｍｍａ．
　 Ｌｅｍｍａ ７　 Ｉｆ ξ∈Ｔε ｉｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｏｆ 珓Ｉε 牞 ｔｈｅｎ ｚξ ＋
ｗε牗 ξ牘 ｉｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｉε ．
　 Ｐｒｏｏｆ 　 Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｍａｎｉｆｏｌｄ Ｚε ＝ 狖ｚξ ＋ ｗε 牗 ξ牘 牶 ξ∈
Ｔε狚． Ｓｉｎｃｅ ξ∈Ｔε ｉｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｏｆ 珓Ｉε 牞 ｔｈｅｎ ｏｎｅ ｈａｓ
ｔｈａｔ 牗 Ｉε牗 ｚξ ＋ ｗε牗 ξ牘 牘 Ｚε

牘 ′ ＝ ０牞 ｎａｍｅｌｙ牞

Ｉ′ε牗 ｚξ ＋ ｗε牗 ξ牘 牘 犤Ｄ
ｉ
αｚξ ＋ Ｄ

ｉ
αｗε牗 ξ牘 犦 ＝ ０ 牗１３牘

　 Ｓｉｎｃｅ Ｉ′ε牗 ｚξ ＋ ｗε牗 ξ牘 牘∈ＴｚξＺ牞 ｏｎｅ ｈａｓ ｔｈａｔ

８９４ Ｌｉ Ｙｕｘｉａｎｇ ａｎｄ Ｗｅｎ Ｘｕｅｆｅｉ　



‖Ｉ′ε牗 ｚξ ＋ ｗε牗 ξ牘 牘‖ ＝ ｓｕｐｖ∈Ｔｚ ξＺ
Ｉ′ε牗 ｚξ ＋ ｗε牗 ξ牘 牘 犤 ｖ犦

牗１４牘

　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ｕｓｉｎｇ Ｌｅｍｍａ ６ ａｎｄ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ 牗 １３ 牘 ａｎｄ
牗１４牘 牞 ｏｎｅ ｈａｓ ｔｈａｔ ‖Ｉ′ε牗 ｚξ ＋ ｗε 牗 ξ牘 牘‖≤Ｏε 牗１牘‖Ｉ′ε 牗 ｚξ
＋ ｗε牗 ξ牘 牘‖ ｆｏｒ ε ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈ牞 ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ Ｉ′ε 牗 ｚξ ＋
ｗε牗 ξ牘 牘 ＝ ０．

４　 Ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ １

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ牞 ｗｅ ｗｉｌｌ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ａｌ ｈａｓ ａ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐｏｉｎｔ ｉｎ Ｔε ｆｏｒ ε ｓｍａｌｌ ｅｎｏｕｇｈ ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ
ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｍ １．
　 Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ

珓Ｉε牗 ξ牘 ＝ Ｉε牗 ｚξ ＋ ｗε牞 ξ牘 ＝ Ｉε牗 ｚξ牘 ＋ 　
Ｉ′ε牗 ｚξ牘 犤ｗε 牞 ξ犦 ＋ Ｏ牗‖ｗε牞 ξ‖

２ 牘

Ｆｒｏｍ Ｌｅｍｍａ １ ａｎｄ Ｌｅｍｍａ ４ ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

珓Ｉε牗 ξ牘 ＝ Ｉ１ 牗 ｚ１ξ牘 ＋ Ｉ２ 牗 ｚ２ξ牘 ＋
ε
ｑ ∫Ｒ３ｚｑ１ξｚｑ２ξｄｘ ＋

Ｏ ε２ ∫
Ｒ３
ｂ牗ｘ牘ｚｑ１ξｚ

ｑ
２ξｄ( )ｘ 牗２ｑ－２牘 ／( )ｑ ＋ Ｏ ∑

ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｕ２ｑ－１ξｉ Ｕξｊｄ( )ｘ 牗２ｑ－１牘 ／ ｑ

＋

Ｏ ∑
ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｖ２ｑ－１ξ ｉ Ｖξ ｊｄ( )ｘ 牗２ｑ－１牘 ／ ｑ

ｗｈｅｒｅ

Ｉ１ 牗 ｚ１ξ牘 ＝
１
２ 牗 ｚ１ξ ｚ１ξ牘 －

１
２ｑ∫Ｒ３ 牗 ｚ１ξ牘 ２ｑｄｘ ＝

　 ｎｃ０ ＋
ｎ
２ｑ‖Ｕ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ －

１
２ｑ‖ｚ１ξ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ＋∑

ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｕ２ｑ－１ξ ｉ Ｕξ ｊｄｘ

ｗｉｔｈ ｃ０ ＝ Ｉ１ 牗Ｕ牘 ａｎｄ

Ｉ２ 牗 ｚ２ξ牘 ＝ ｎ珓ｃ０ ＋
ｎ
２ｑ‖Ｖ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ －

１
２ｑ‖ｚ２ξ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

∑
ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｖ２ｑ－１ξ ｉ Ｖξ ｊｄｘ

ｗｉｔｈ 珓ｃ０ ＝ Ｉ２ 牗Ｖ牘 ．
　 Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ牞 ｗｅ ａｒｇｕｅ ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ｉｎ
Ｒｅｆｓ．犤 １９ 犦 ａｎｄ 犤 ２０ 犦 ． Ｗｅ ｄｅｆｉｎｅ Ｍε ＝ ｓｕｐ狖珓Ｉε 牗 ξ牘 牶 ξ∈
Ｔε狚． Ｏｎｅ ｃａｎ ｄｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｅｍｍａ．
　 Ｌｅｍｍａ ８　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｎ≥２． Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ０ ＜ ε４
＜ ε３ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ０ ＜ ε ＜ ε４ 牞 Ｍε ＞ {ｓｕｐ 珓Ｉε 牗 ξ牘 牶 ξ∈Ｔε

ａｎｄ ξｉ － ξｊ ∈ 牗１ － δ牘 ｌｎ １ε
牞 牗１ － δ牘 ｌｎ １ε[ ]＋ １ ｆｏｒ

ｓｏｍｅ ｉ≠ }ｊ ．
　 Ｆｏｒ ａｎｙ ０ ＜ ε ＜ ε４ 牞 ｌｅｔ ξ

ｋ 牗 ε牘 ＝ 牗 ξｋ１ 牗 ε牘 牞 ξ
ｋ
２ 牗 ε牘 牞 爥牞

ξｋｎ牗 ε牘 牘∈Ｔε ｂｅ ａ ｍａｘｉｍｉｚｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｏｆ 珓Ｉε ｆｏｒ ｋ ＝ １牞 ２牞
爥． Ｔｈｅｎ Ｌｅｍｍａ ８ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｉｎｆ

ｋ
ｍｉｎ
ｉ≠ｊ

ξｋｉ 牗 ε 牘 －

ξｋｊ 牗 ε牘 (≥ 牗 １ － δ牘 ｌｎ １ε )＋ １ ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ｐａｓｓｉｎｇ ｔｏ

ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｃｅ ｉｆ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ牞 ｗｅ ｍａｙ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｅｉｔｈｅｒ ｌｉｍ
ｋ→∞

ξｋｉ 牗 ε牘 ＝ ξ
０
ｉ 牗 ε 牘 ∈ Ｒ

３ ｗｉｔｈ ξ０ｉ 牗 ε 牘 － ξ
０
ｊ 牗 ε 牘 ≥

牗１ － δ牘 ｌｎ １ε( )＋ １ ｆｏｒ ｉ≠ｊ ｏｒ ｌｉｍ
ｋ→∞

ξｋｉ 牗 ε牘 ＝ ∞ ． Ｄｅｆｉｎｅ

π牗 ε牘 ＝ 狖１≤ｉ≤ｎ牶 ξｋｉ 牗 ε牘 →∞ ａｓ ｋ→∞ 狚 ｆｏｒ ０ ＜ ε ＜
ε４ ．
　 Ｌｅｍｍａ ９ 　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ ｎ≥２． Ｔｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ０ ＜
ε牗 ｎ牘 ＜ ε４ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｆｏｒ ０ ＜ ε ＜ ε牗 ｎ牘 π牗 ε牘 ＝．
　 Ｐｒｏｏｆ 　 Ｗｅ ａｒｇｕｅ ｂｙ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ
π牗 ε牘≠ ａｌｏｎｇ ａ ｓｅｑｕｅｎｃｅ εｍ→０． Ｓｉｎｃｅ π 牗 εｍ 牘 
π牗 εｍ ＋ １ 牘 牞 ｗｅ ｍａｙ ａｓｓｕｍｅ ｔｈａｔ π牗 εｍ牘 ＝ 狖１牞 ２牞爥牞 ｊｎ狚 ｆｏｒ
ａｌｌ ｍ∈Ｎ ａｎｄ ｆｏｒ １≤ｊｎ≤ｎ． Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｗｏ ｃａｓｅｓ牶 １牘 ｊｎ
＜ ｎ牷 ２ 牘 ｊｎ ＝ ｎ． Ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｔａｔｉｏｎｓ牞 ｗｅ ｓｈａｌｌ
ｄｅｎｏｔｅ ε ＝ εｍ ａｎｄ ξ

ｋ
ｉ ＝ ξ

ｋ
ｉ 牗 εｍ牘 ．

　 １牘 ｊｎ ＜ ｎ
　 Ｄｅｎｏｔｉｎｇ

ξｋ ＝ 牗 ξ
ｋ
ｊｎ ＋ １ 牞 ξ

ｋ
ｊｎ ＋ ２ 牞爥牞 ξ

ｋ
ｎ牘

ξｋ→ξ
０
 ＝ 牗 ξ

０
ｊｎ ＋ １ 牞 ξ

０
ｊｎ ＋ ２ 牞爥牞 ξ

０
ｎ牘

ｗｅ ｈａｖｅ

珓Ｉε牗 ξ
ｋ
 牘 ＝ 牗 ｎ － ｊｎ牘 ｃ０ －

１
２ｑ‖ｚ１ξ

ｋ

‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

ｎ － ｊｎ
２ｑ ‖Ｕ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

　 ∑
ｊｎ＋１≤ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｕ２ｑ－１ξｋｉ Ｕξｋｊｄｘ ＋ 牗 ｎ － ｊｎ牘珓ｃ０ －

１
２ｑ‖ｚ２牞 ξ

ｋ

‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

　
ｎ － ｊｎ
２ｑ ‖Ｖ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ＋ ∑

ｊｎ＋１≤ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｖ２ｑ－１ξｋｉ Ｖξｋｊｄｘ ＋

　 ε
ｑ ∫Ｒ３ｂ牗 ｘ牘 ｚｑ１ξｋｚｑ２ξｋｄｘ ＋ Ｏ牗 ε牗２ｑ－１牘 ／ ｑ

珟ω牗１ －δ牘 牘

Ｈｅｎｃｅ

珓Ｉε牗 ξ
ｋ牘 － 珓Ｉε牗 ξ

ｋ
 牘 ＝ ｊｎｃ０ －

１
２ｑ‖ｚ１ξ

ｋ‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

１
２ｑ‖ｚ１ξ

ｋ

‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

　
ｊｎ
２ｑ‖Ｕ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ＋ ｊｎ珓ｃ０ －

１
２ｑ‖ｚ２ξ

ｋ‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

１
２ｑ‖ｚ２ξ

ｋ

‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

　
ｊｎ
２ｑ‖Ｖ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ＋∑

ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｕ２ｑ－１ξｋｉ Ｕξｋｊｄｘ － ∑

ｊｎ＋１≤ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｕ２ｑ－１ξｋｉ Ｕξｋｊｄｘ ＋

　 ∑
ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｖ２ｑ－１ξｋｉ Ｖξｋｊｄｘ － ∑

ｊｎ＋１≤ｉ ＜ ｊ
∫
Ｒ３
Ｖ２ｑ－１ξｋｉ Ｖξｋｊｄｘ ＋

　 ε
ｑ ∫Ｒ３ｂ牗 ｘ牘 牗 ｚｑ１ξｋ ｚｑ２ξｋ － ｚｑ１ξｋｚｑ２ξｋ牘 ｄｘ ＋ Ｏ牗 ε牗２ｑ－１牘 ／ ｑ

珟ω牗１ －δ牘 牘 牗１５牘

Ｗｅ ｈａｖｅ

　 － １２ｑ‖ｚ１ξ
ｋ‖２ｑ

Ｌ２ｑ ＋
１
２ｑ‖ｚ１ξ

ｋ

‖２ｑ
Ｌ２ｑ ＋

ｊｎ
２ｑ‖Ｕ‖

２ｑ
Ｌ２ｑ ≤

　 　 　 　 － ２ｑ － １ｑ ∑
ｊｎ

ｉ ＝ １
∑
ｎ

ｊ ＝ ｉ＋１
∫
Ｒ３
Ｕ２ｑ－１ξｋｉ Ｕξｋｊｄｘ 牗１６牘

　 － １２ｑ‖ｚ２ξ
ｋ‖２ｑ

Ｌ２ｑ ＋
１
２ｑ‖ｚ２ξ

ｋ

‖２ｑ
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薛定谔方程组多峰解的存在性
李玉祥　 　 温学飞

（东南大学数学系，南京２１１１８９）

摘要：Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程－ Δｕ ＋ λ２ｕ ＝ ｕ ２ｑ － ２ｕ有唯一的正径向对称解Ｕλ，当ｒ→∞时Ｕλ指数衰减到零．因
此可以预料薛定谔方程组－ Δｕ１ ＋ ｕ１ ＝ ｕ１

２ｑ － ２ｕ１ － εｂ（ｘ） ｕ２ ｑ ｕ１
ｑ － ２ｕ１，－ Δｕ２ ＋ ｕ２ ＝ ｕ２

２ｑ － ２ｕ２ － εｂ
（ｘ） ｕ１ ｑ ｕ２

ｑ － ２ｕ２存在在某些点附近形同Ｕλ的多峰解．对于ｕ ＝（ｕ１，ｕ２）∈Ｈ１（Ｒ３）× Ｈ１（Ｒ３）定义非线
性泛函Ｉε（ｕ）＝ Ｉ１（ｕ１）＋ Ｉ２（ｕ２）－ εｑ ∫Ｒ３ｂ（ｘ） ｕ１ ｑ ｕ２

ｑｄｘ，其中Ｉ１（ｕ１）＝ １２ ‖ｕ１‖
２ － １２ｑ∫Ｒ３ ｕ１ ２ｑｄｘ，

Ｉ２（ｕ２）＝ １２ ‖ｕ２‖
２
ω －
１
２ｑ∫Ｒ３ ｕ２ ２ｑｄｘ ．证明了此泛函的临界点就是薛定谔方程组的解．设Ｚ为非扰动问题

的解流形，ＴｚＺ为此流形的切空间．寻求Ｉε的形如ｚ ＋ ｗ的临界点，其中ｗ∈（ＴｚＺ）⊥ ．应用Ｉε的性质，证明了
Ｉε存在近似于∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｕ（ｘ － ξｉ），∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｖ（ｘ － ξｉ( )）的多峰解．

关键词：耦合薛定谔方程组；多峰解；变分约化方法
中图分类号：Ｏ１７５． ２５
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