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Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ牶 ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｆ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ ａｌｇｅｂｒａｓ牷 Ｗｉｔｔ ｔｙｐｅ
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Ｌ牞 １ 牘 ａｎｄ 牗Ｒ２ 牞 Ｌ牞 ２ 牘 牞 ｓｕｃｈ ｔｈａｔ １ 牗ｍ牞 ｎ牘 ＝ ２ 牗ｍ牞 ｎ牘 ＝
ｎ． Ｗｅ ｃａｎ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ａ ｎｅｗ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅ 牗Ｒ′牞 Ｌ牞 ′牘 ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ牶

犤 牗ｍ牞 ｎ牘 牞 牗ｍ′牞 ｎ′牘 犦 ′ ＝ 犤 牗ｍ牞 ｎ牘 牞 牗ｍ′牞 ｎ′牘 犦 １ ＋
　 　 犤 牗ｍ牞 ｎ牘 牞 牗ｍ′牞 ｎ′牘 犦 ２ － 牗０牞 犤 ｎ牞 ｎ犦 牘

Ｌ × Ｒ→Ｒ牞 ｘ牗ｍ牞 ｎ牘 ＝ ｘ牗ｍ牞 ｎ牘 ＋ ｘ牗ｍ牞 ｎ牘 － 牗 牗 ｖｘ牘ｍ牞 犤 ｘ牞 ｎ犦 牘
′牶 Ｒ→ Ｌ牞 牗ｍ牞 ｎ牘 ｜→ ｎ

ｗｈｅｒｅ Ｒ ＝ Ｒ′ ｉｓ ａ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐａｃｅ． Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ａｄｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷Ｍ牘 ｂｙ

犤 牗Ｒ１ 牞 Ｌ牞 １ 牘 犦 ＋ 犤 牗Ｒ２ 牞 Ｌ牞 ２ 牘 犦 ＝ 犤 牗Ｒ′牞 Ｌ牞 ′牘 犦

　 Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｉｓ ｗｅｌｌｄｅ
ｆｉｎｅｄ．
　 Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞 ｆｏｒ ａｎｙ ａ∈ｋ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｌａｓｓ 犤 牗 Ｒ牞
Ｌ牞 牘 犦 牞 ｏｎｅ ｃａｎ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｃａｌａｒ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａ



ｔｉｏｎ ｉｎ Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷Ｍ牘 ｂｙ

ａ犤 牗Ｒ牞 Ｌ牞 牘 犦 ＝ 犤 牗Ｒａ 牞 Ｌ牞 ａ牘 犦

ｗｈｅｒｅ Ｒａ ＝ Ｒ ｉｓ ａ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐａｃｅ牞 ａｎｄ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ

犤 牗ｍ牞 ｎ牘 牞 牗ｍ′牞 ｎ′牘 犦 ａ ＝ ａ犤 牗ｍ牞 ｎ牘 牞 牗ｍ′牞 ｎ′牘 犦 －
　 　 牗 ａ － １牘 牗０牞 犤 ｎ牞 ｎ′犦 牘

Ｌ × Ｒａ→Ｒａ 牞 ｘａ牗ｍ牞 ｎ牘 ＝ ａｘ牗ｍ牞 ｎ牘 － 牗 ａ － １牘 牗 牗 ｖｘ牘ｍ牞 犤 ｘ牞 ｎ犦 牘
ａ 牶 Ｒａ→Ｌ牞 牗ｍ牞 ｎ牘 ｜→ｎ

　 Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １　 Ｌｅｔ ν牶 Ｌ→Ｐ ｂｅ ａ ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ ｈｏｍｏｍｏｒ
ｐｈｉｓｍ ｏｆ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ Ｍ ａ Ｐｍｏｄｕｌｅ． Ｔｈｅｎ
Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷 Ｍ牘 ｉｓ ａ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐａｃｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ａｂｏｖｅ．
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ ａ ＝ ０ ｉｎ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｃａｌａｒ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎ． Ｏｎｅ ｃａｎ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｃｈｅｃｋ ｔｈａｔ 犤 牗Ｒ０ 牞 Ｌ牞 ０ 牘 犦 ｉｓ ｔｈｅ ｚｅ
ｒｏ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷Ｍ牘 ａｎｄ ｔｈｕｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷Ｍ牘 ｉｓ
ｎｏｔ ａｎ ｅｍｐｔｙ ｓｅｔ． Ｆｏｒ ａｎｙ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｌａｓｓ 犤 牗Ｒ牞 Ｌ牞 牘 犦 ｉｎ
Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷Ｍ牘 牞 犤 牗Ｒ － １ 牞 Ｌ牞  － １ 牘 犦 ｉｓ ｔｈｅ ｎｅｇａｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ
犤 牗Ｒ牞 Ｌ牞 牘 犦 ． Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｒｕｌｅｓ ｏｆ ｖｅｃｔｏｒ
ｓｐａｃｅｓ．
　 Ｔｈｅｏｒｅｍ １ 　 Ｌｅｔ ν牶 Ｌ→Ｐ ｂｅ ａ ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ ｈｏｍｏｍｏｒ
ｐｈｉｓｍ ｏｆ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ ａｌｇｅｂｒａｓ ａｎｄ Ｍ ａ Ｐｍｏｄｕｌｅ． Ｔｈｅｎ
ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｎ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｂｅｔｗｅｅｎ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐａｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｄｅｇｒｅｅ ｚｅｒｏ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｃｏ
ｈｏｍｏｌｏｇｙ Ｈ３ 牗 Ｐ牞 Ｌ牷 Ｍ 牘 ａｎｄ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ
ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ Ｓ牗Ｐ牞 Ｌ牷Ｍ牘 ．
　 Ｐｒｏｏｆ 　 Ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ｆｒｏｍ Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ １ ａｎｄ Ｔｈｅｏ
ｒｅｍ １ 犤５犦 ．

２　 Ｔｈｅ Ｃｒｏｓｓｅｄ Ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｆ Ｗｉｔｔ Ｔｙｐｅ Ｌｉｅ Ｃｏｌｏｒ
Ａｌｇｅｂｒａｓ

　 Ｌｅｔ ｆ牶 Γ→ｋ ｂｅ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ牞 Ｓ牗 ｆ牘 ＝ 狖α∈Γ ｆ牗 α牘≠０狚
ｂｅ ｔｈｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｏｆ ｆ ａｎｄ Ｌ ＝ 

α∈Γ
ｋｅα ｂｅ ａ Γｇｒａｄｅｄ ｖｅｃｔｏｒ

ｓｐａｃｅ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｗｉｔｈ ａ ｂａｓｉｓ 狖ｅα α∈Γ狚 ａｎｄ ａ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎ 犤 ｅα 牞 ｅβ犦 ＝ 牗 ｆ牗 β牘 － ε牗 α牞 β牘 ｆ牗 α牘 牘 ｅα ＋ β ． Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ε
ｉｓ ｎｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ａｎｄ Γ ｉｓ ２ｔｏｒｓｉｏｎ ｆｒｅｅ． Ｌ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ
Ｗｉｔｔ ｔｙｐｅ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ ａｌｇｅｂｒａ ｉｆ

ｆ牗 α牘 ＝ ０ ｏｒ ｆ牗０牘
牗 ｆ牗 β牘 － ε牗 α牞 β牘 ｆ牗 α牘 牘 牗 ｆ牗 α ＋ β牘 － ｆ牗 α牘 － ｆ牗 β牘 ＋ ｆ牗０牘 牘 ＝ ０

　 Ｎｏｗ ｗｅ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｆ Ｗｉｔｔ ｔｙｐｅ Ｌｉｅ
ｃｏｌｏｒ ａｌｇｅｂｒａｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ Ｓ 牗 ｆ牘 ＝ Γ． Ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｏｓｓ ｏｆ
ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ牞 ｌｅｔ ｆ牗０牘 ＝ １． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ Ｌ ｂｅ

ｃｏｍｅｓ 犤 ｅα 牞 ｅβ犦 ＝ 牗１ － ε牗 α牞 β牘 牘 ｅα ＋ β ． Ｌｅｔ Ｐ ＝
Ｌ
ｋｅ０
牞 Ｍ ｂｅ ａ

ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｐｍｏｄｕｌｅ牞 ａｎｄ ｔｈｅｎ ｗｅ ｗｉｌｌ ｓｔｕｄｙ Ｓ牗 Ｐ牞
Ｌ牷Ｍ牘 ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐａｒｔ． Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ 牗 Ｒ牞 Ｌ牞 牘 ｉｓ
ｓｕｃｈ ａ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅ牞 ａｎｄ ｔｈｅｎ ｄｉｍ Ｒ ＝ ２ ｂｙ ｔｈｅ ｆｏｕｒ
ｔｅｒｍ ｅｘａｃｔ ｓｅｑｕｅｎｃｅ． Ｌｅｔ Ｍ ＝ 狖ｒ狚牞 Ｒ ＝ 狖ｒ牞 ｒ′狚牞 ａｎｄ ｔｈｅｎ
犤 ｒ牞 ｒ′犦 ＝ ０牞 ≠０ ｂｙ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ．
Ｓｉｎｃｅ Ｉｍ  ＝ ｋｅｒ ν ｉｓ ａ ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｉｄｅａｌ ｏｆ Ｌ牞 ｌｅｔ
Ｉｍ  ＝ ｋｅα ｆｏｒ ｓｏｍｅ α∈Γ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ｆｏｒ ａｌｌ β∈Γ牞 犤 ｅα 牞

ｅβ犦 ＝ 牗１ － ε牗α牞 β牘 牘·ｅα ＋ β∈ｋｅα，ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ε（α，β）
＝ １ ｆｏｒ ａｌｌ β∈Γ． Ｔｈｕｓ α ＝ ０ ａｎｄ Ｉｍ  ＝ ｋｅ０ ｓｉｎｃｅ ε ｉｓ
ｎｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ． Ｓｏ ｗｅ ｃａｎ ｔａｋｅ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ ｏｆ Ｌ
ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ｅα·ｒ ＝ ｋαｒ ＋ ｌαｒ′，ｅα·ｒ′ ＝ ｋ′α ｒ ＋ ｌ′α ｒ′
（ｒ）＝ ０，（ｒ′）＝ ａｅ０ 　 　 ａ≠０

ｗｈｅｒｅ ｋα，ｌα，ｋ′α，ｌ′α，ａ∈ｋ ｆｏｒ ａｌｌ α∈Γ． Ｓｉｎｃｅ（Ｒ，Ｌ，）ｉｓ
ａ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅ，ｔｈｅｎ

ｌαａｅ０ ＝ （ｅα·ｒ）＝［ｅα，（ｒ）］＝ ０
ｌ′α ａｅ０ ＝ （ｅα·ｒ′）＝［ｅα，（ｒ）］＝ ０

　 Ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ ｌα ＝ ｌ′α ＝ ０． Ｈｅｎｃｅ

ｅα·ｒ ＝ ｋαｒ，ｅα·ｒ′ ＝ ｋ′α ｒ　 　 α∈Γ （１）
　 Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　 Ｌｅｔ Ｌ ＝ 

α∈Γ
ｋｅα ｂｅ ａ Ｗｉｔｔ ｔｙｐｅ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ

ａｌｇｅｂｒａ，Ｐ ＝ Ｌｋｅ０ ａｎｄ Ｍ ｂｅ ａ ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｐｍｏｄｕｌｅ．
Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ Γ ＋ ＝ ｛α∈Γ ε（α，α）＝ １｝＝ Γ． Ｔｈｅｎ
Ｓ（Ｐ，Ｌ；Ｍ）ｉｓ ｔｒｉｖｉａｌ．
　 Ｐｒｏｏｆ　 Ｂｙ Ｅｑ．（１），ｗｅ ｈａｖｅ ａｋ０ｒ ＝ ａｅ０·ｒ ＝ （ｒ′）·
ｒ ＝［ｒ′，ｒ］＝ ０． Ｔｈｕｓ ｋ０ ＝ ０ ｓｉｎｃｅ ａ≠０． Ａｌｓｏ ｗｅ ｈａｖｅ
［ｅα，ｅβ］·ｒ ＝（１ － ε（α，β））ｅα ＋ β·ｒ ＝（１ － ε（α，β））ｋα ＋ βｒ
［ｅα，ｅβ］·ｒ ＝ ｅαｅβｒ － ε（α，β）ｅβｅα·ｒ ＝（１ － ε（α，β））ｋαｋβ }ｒ

（２）
　 Ｔｈｕｓ （１ － ε（α，β））ｋα ＋ β ＝（１ － ε（α，β））ｋαｋβ ． Ｂｙ ｔｈｅ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ Γ ＋ ＝ Γ，ｗｅ ｈａｖｅ ε（α，－ α）＝ － １ ｆｏｒ
ａｌｌ α∈Γ．
　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ β ＝ － α ｉｎ Ｅｑ． （２），ｗｅ ｃａｎ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈａｔ
２ｋαｋ － α ＝ ０． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｋα ＝ ０ ｏｒ ｋ － α ＝ ０． Ｂｙ ｔａｋｉｎｇ ｋα
＝ ０ ａｎｄ β ＝ － ２α，ｗｅ ｈａｖｅ ３（ｋ － α － ｋαｋ － ２α）＝ ３ｋ － α ＝ ０，
ｔｈｕｓ ｋ － α ＝ ０． Ｓｉｎｃｅ α ｉｓ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｉｎ Γ，ｋα ＝ ０
ｆｏｒ ａｌｌ α∈Γ． Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅ ｃａｎ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｋ′α ＝ ０ ｆｏｒ ａｌｌ
α∈Γ． Ｓｏ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｌ ｏｎ Ｒ ｉｓ ｔｒｉｖｉａｌ．
　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｗｏ ｓｕｃｈ ｃｒｏｓｓｅｄ ｍｏｄｕｌｅｓ（Ｒ，Ｌ，
）ａｎｄ （Ｒ′，Ｌ，′），ｗｈｅｒｅ

Ｒ ＝｛ｒ，ｒ′ ［ｒ，ｒ′］＝ ０；Ｌ·Ｒ ＝ ０；（ｒ）＝
　 　 ０，（ｒ′）＝ ａｅ０（ａ≠０）｝
Ｒ′ ＝｛ｒ，ｒ″ ［ｒ，ｒ″］＝ ０；Ｌ·Ｒ′ ＝ ０；（ｒ）＝
　 　 ０，（ｒ″）＝ ａ′ｅ０（ａ′≠０）｝

　 Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ ｔｈａｔ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｂｙ ｆ：Ｒ→Ｒ′，ｒ
｜→ｒ，ｒ′ ｜→ ａａ′ ｒ″，ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｎ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｏｆ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ ａｌ
ｇｅｂｒａｓ． Ｔｈｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ．
　 Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ １　 Ｌｅｔ Ｌ ＝ 

α∈Γ
ｋｅα ｂｅ ａ Ｗｉｔｔ ｔｙｐｅ Ｌｉｅ ｃｏｌｏｒ

ａｌｇｅｂｒａ，Ｐ ＝ Ｌｋｅ０，ａｎｄ Ｍ ｂｅ ａ ｏｎｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｐｍｏｄｕｌｅ．
Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈａｔ Γ ＋ ＝｛α∈Γ ε（α，α）＝ １｝＝ Γ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｄｅｇｒｅｅ ｚｅｒｏ ｏｆ Ｈ３（Ｐ，Ｌ；Ｍ）
ｉｓ ｚｅｒｏ．
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李着色代数的交叉模
王圣祥１，２ 周建华１

（１东南大学数学系，南京２１１１８９）
（２滁州学院数学科学学院，滁州２３９０００）

摘要：研究了李着色代数的交叉模等价类集合中的线性运算．证明了交叉模的等价类集合是一个线性空间，
而且它与李着色代数的三阶上同调的零次齐次部分空间同构．作为这个理论的一个应用，刻画了Ｗｉｔｔ型李
着色代数的交叉模，当交换群Γ等于Γ ＋时，证明了Ｗｉｔｔ型李着色代数的交叉模等价类只有一个．最后，根
据三阶上同调与交叉模之间的同构关系，对Ｗｉｔｔ型李着色代数的交叉模进行了分类．
关键词：李着色代数的交叉模；Ｗｉｔｔ型李着色代数；三阶上同调；同构
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