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ｉｊ＝－ｊｉ＝ｋ，ｊｋ＝－ｋｊ＝ｉ，ｋｉ＝－ｉｋ＝ｊ （６）



　Ｔｈｅｃｏｎｊｕｇａｔｅａｎｄｍｏｄｕｌｕｓｏｆａｑｕａｔｅｒｎｉｏｎａｒｅ，ｒｅ
ｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｄｅｆｉｎｅｄａｓ

ｑ ＝Ｒ（ｑ）－Ｉ（ｑ）ｉ－Ｊ（ｑ）ｊ－Ｋ（ｑ）ｋ （７）

ｑ＝ Ｒ２（ｑ）＋Ｉ２（ｑ）＋Ｊ２（ｑ）＋Ｋ２（ｑ槡 ） （８）

　Ｗｅａｌｓｏｄｅｆｉｎｅ

Ａ＝［ａ１，…，ａｍ］ （９）

ｘ＝［ｘ１，…，ｘｍ］
Ｔ＝Ｒ（ｘ）＋Ｉ（ｘ）ｉ＋Ｊ（ｘ）ｊ＋Ｋ（ｘ）ｋ

（１０）

ｙ＝［ｙ１，…，ｙｎ］
Ｔ＝Ｒ（ｙ）＋Ｉ（ｙ）ｉ＋Ｊ（ｙ）ｊ＋Ｋ（ｙ）ｋ

（１１）

　ＴｈｅＬｐｎｏｒｍｏｆａｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｖｅｃｔｏｒｘｉｓｇｉｖｅｎｂｙ

ｘｐ ＝ ∑
ｍ

ｒ＝１
ｘｒ( )ｐ １／ｐ　　ｐ＝１，２ （１２）

２　Ｍｅｔｈｏｄ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎＳＯＣＰ
ｆｏｒＬ１ｎｏｒｍｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓｄｅａｌｉｎｇｗｉｔｈｑｕａｔｅｒｎｉ
ｏｎｓｉｇｎａｌｓ．

２．１　Ｎｏｉｓｅｌｅｓｓｃａｓｅ

　Ｔｈｅｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓｈｏｗｎｉｎ（２）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｔｏｉｔｓｅｐｉｇｒａｐｈｆｏｒｍ：

ｍｉｎｔ∈Ｒ＋　　ｓ．ｔ．ｙ＝Ａｘ， ｘ１≤ｔ （１３）

　Ｂｙｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇａｕｘｉｌｉａｒｙｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒ∈Ｒ
＋，ｗｈｅｒｅｒ＝

１，２，…，ｍａｎｄＲ＋ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄ，
ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｘ１≤ｔｃａｎｂｅｄｅｃｏｍｐｏｓｅｄｉｎｔｏａ
ｓｅｔｏｆｍｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

［Ｒ（ｘｒ），Ｉ（ｘｒ），Ｊ（ｘｒ），Ｋ（ｘｒ）］
Ｔ
２≤ｔｒ　　ｒ＝１，２，…，ｍ

（１４）

ａｎｄ（１３）ｂｅｃｏｍｅｓ

ｍｉｎ
ｔ
１Ｔｔ∈Ｒ

ｓ．ｔ．ｙ＝Ａｘ
［Ｒ（ｘｒ），Ｉ（ｘｒ），Ｊ（ｘｒ），Ｋ（ｘｒ）］

Ｔ
２≤ｔｒ　　ｒ＝１，２，…，ｍ

（１５）

　Ａｆｔｅｒｓｏｍｅｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎ，（１５）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｍｉｎ^
ｘ
ｃ^Ｔｘ^∈Ｒ

ｓ．ｔ．ｙ^＝Ａ^^ｘ
［Ｒ（ｘｒ），Ｉ（ｘｒ），Ｊ（ｘｒ），Ｋ（ｘｒ）］

Ｔ
２≤ｔｒ　　ｒ＝１，２，…，ｍ

（１６）

ｗｈｅｒｅ

ｘ^＝［ｔ１，Ｒ（ｘ１），Ｉ（ｘ１），Ｊ（ｘ１），Ｋ（ｘ１），…，
ｔｍ，Ｒ（ｘｍ），Ｉ（ｘｍ），Ｊ（ｘｍ），Ｋ（ｘｍ）］

Ｔ∈Ｒ５ｍ

（１７）

ｃ^＝［１，０，０，０，０，…，１，０，０，０，０］Ｔ∈Ｒ５ｍ （１８）

ｙ^＝［Ｒ（ｙ），Ｉ（ｙ），Ｊ（ｙ），Ｋ（ｙ）］Ｔ∈Ｒ４ｎ （１９）

Ａ^＝

０ ０ ０ ０
Ｒ（ａ１）

Ｔ Ｉ（ａ１）
Ｔ Ｊ（ａ１）

Ｔ Ｋ（ａ１）
Ｔ

－Ｉ（ａ１）
Ｔ Ｒ（ａ１）

Ｔ Ｋ（ａ１）
Ｔ －Ｊ（ａ１）

Ｔ

－Ｊ（ａ１）
Ｔ －Ｋ（ａ１）

Ｔ Ｒ（ａ１）
Ｔ Ｉ（ａ１）

Ｔ

－Ｋ（ａ１）
Ｔ Ｊ（ａ１）

Ｔ －Ｉ（ａ１）
Ｔ Ｒ（ａ１）

Ｔ

   

０ ０ ０ ０
Ｒ（ａｍ）

Ｔ Ｉ（ａｍ）
Ｔ Ｊ（ａｍ）

Ｔ Ｋ（ａｍ）
Ｔ

－Ｉ（ａｍ）
Ｔ Ｒ（ａｍ）

Ｔ Ｋ（ａｍ）
Ｔ －Ｊ（ａｍ）

Ｔ

－Ｊ（ａｍ）
Ｔ －Ｋ（ａｍ）

Ｔ Ｒ（ａｍ）
Ｔ Ｉ（ａｍ）

Ｔ

－Ｋ（ａｍ）
Ｔ Ｊ（ａｍ）

Ｔ －Ｉ（ａｍ）
Ｔ Ｒ（ａｍ）

































Ｔ

Ｔ

∈Ｒ４ｎ×５ｍ

（２０）

２．２　Ｎｏｉｓｅｃａｓｅ

　Ｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｃａｓｅ，ｔｈｅｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ
ｓｈｏｗｎｉｎ（３）ｃａｎｂｅｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄａｓ

ｍｉｎ^
ｘ
ｃ^Ｔｘ^∈Ｒ

ｓ．ｔ． Ａ^^ｘ－^ｙ２≤ε
［Ｒ（ｘｒ），Ｉ（ｘｒ），Ｊ（ｘｒ），Ｋ（ｘｒ）］

Ｔ
２≤ｔｒ　　ｒ＝１，２，…，ｍ

（２１）

　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｏｆ（２１）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｘ^ＴＡ^ＴＡ^^ｘ－２^ｘＴＡ^Ｔｙ^＋^ｙＴｙ^≤ε２ （２２）

ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ

ｚ２≤２ｚ０ｚ１ （２３）

ｗｈｅｒｅ

ｚ＝Ａ^^ｘ，　ｚ０＝１，　ｚ１＝
ε２

２＋ｘ^
ＴＡ^Ｔｙ^－^ｙ

Ｔｙ^
２ （２４）

　Ｈｅｒｅ（ｚ，ｚ０，ｚ１）ｂｅｌｏｎｇｓｔｏａｒｏｔａｔｅｄｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ
ｃｏｎｅ．Ｔａｋｉｎｇｔｈｅｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐａｍｏｎｇｘ^，ｚ，ｚ０ａｎｄ
ｚ１ｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎａｌｉｎｅａｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ：

珟Ａ珘ｘ＝珘ｂ

ｗｈｅｒｅ

珘ｂ＝ ０，１，^ｙ
Ｔｙ^－ε２[ ]２ ∈Ｒ４ｎ＋２

珘ｘ＝［^ｘ，ｚ，ｚ０，ｚ１］∈Ｒ
４ｎ＋５ｍ＋２

珟Ａ＝
ｙ^ＴＡ^
０
＾







Ａ

－１






     －１
Ｎｅｇａｔｉｖｅｉｄｅｎｔｉｔｙｍａｔｒｉｘ

∈Ｒ（４ｎ＋２）×（４ｎ＋５ｍ＋２）

Ａｎｄｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｃａｎｂｅｔｕｒｎｅｄｉｎｔｏａｓｅｃｏｎｄｏｒ
ｄｅｒｃｏｎｅｐｒｏｂｌｅｍａｓ

４３ ＺｈａｎｇＸｕ牞ＷｕＪｉａｓｏｎｇ牞ＹａｎｇＧｕａｎｙｕ牞ＬｏｔｆｉＳｅｎａｈｄｊｉ牞ａｎｄＳｈｕＨｕａｚｈｏｎｇ　



ｍｉｎ
珘ｘ
珓ｃＴ珘ｘ∈Ｒ

ｓ．ｔ．珘ｂ＝珟Ａ珘ｘ
Ｒ（ｘｒ），Ｉ（ｘｒ），Ｊ（ｘｒ），Ｋ（ｘｒ[ ]）Ｔ

２≤ｔｒ　　ｒ＝１，２，…，ｍ
ｚ２≤２ｚ０ｚ１

珓ｃ＝［^ｃ，０］∈Ｒ４ｎ＋５ｍ＋２ （２５）
珘ｘ＝［^ｘ，ｚ，ｚ０，ｚ１］∈Ｒ

４ｎ＋５ｍ＋２

　（１６）ａｎｄ（２５）ａｒｅｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｆｏｒｍｓｏｆｔｈｅＳＯＣＰ
ｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｂｙｕｓｉｎｇｓｅｖｅｒａｌｍａｔｕｒｅｔｏｏｌ
ｂｏｘｅｓ，ｓｕｃｈａｓＳｅＤｕＭｉ［１５］．Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅｒｅｃｏｖｅｒｅｄｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｓｉｇｎａｌｘｒｆｒｏｍｘ^ｏｒ珘ｘ．

３　ＮｕｍｅｒｉｃａｌＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

　Ｉｎａｎｏｉｓｅｌｅｓｓｓｃｅｎａｒｉｏ，ｊｕｓｔａｓｉｎＲｅｆ．［１］，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｔｈａｔｉｎｄｉｃａｔｅｅｍｐｉｒｉｃａｌｂｏｕｎｄｓｏｎ
ｓｐａｒｓｉｔｙｓ（ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｓｕｐｐｏｒｔｏｆｔｈｅｉｎｐｕｔｓｉｇｎａｌ）ｒｅｌａ
ｔｉｖｅｔｏｎ（ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ）ｆｏｒｐｅｒｆｅｃｔｌｙｒｅ
ｃｏｖｅｒｉｎｇａｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｓｉｇｎａｌｘ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｃａｎｂｅｓｅｅｎａｓ
ａｓｅｔｏｆｐｒａｃｔｉｃａｌｇｕｉｄｅｌｉｎｅｓｆｏｒｓｉｔｕａｔｉｏｎｓｉｎｗｈｉｃｈｏｎｅｅｘ
ｐｅｃｔｓｐｅｒｆｅｃｔｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒｏｍｒａｎｄｏｍＧａｕｓｓｉａｎｑｕａｔｅｒｎｉｏｎ
ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｕｓｉｎｇＳＯＣＰ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓａｒｅ
ｃａｒｒｉｅｄｏｕｔａｓｆｏｌｌｏｗｓ：
　１）Ａｎｎｂｙｍ（ｍ＝５１２ｉｓｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆｉｎｐｕｔｓｉｇｎａｌ，ｎ
ｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ）ｒａｎｄｏｍＧａｕｓｓｉａｎｍｅａｓ
ｕｒｅｍｅｎｔｍａｔｒｉｘＡ∈Ｑｎ×ｍ（ｎ≤ｍ）ｉｓｐｒｏｄｕｃｅｄｗｉｔｈｒａｎ
ｄｏｍｅｎｔｒｉｅｓｓａｍｐｌｅｄｆｒｏｍａｎｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｎｄｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ（ｉ．ｉ．ｄ．）Ｇａｕｓｓｉａｎｐｒｏｃｅｓｓｗｉｔｈａｚｅｒｏｍｅａｎ
ａｎｄａｖａｒｉａｎｃｅｅｑｕａｌｉｎｇ１（ｉｎｑｕａｔｅｒｎｉｏｎＬ２ｎｏｒｍｓｅｎｓｅ）．
　２）Ｓｐａｒｓｅｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｉｎｐｕｔｓｉｇｎａｌｘ∈Ｑｍ×１ｉｓｐｒｏｄｕｃｅｄ
ｂｙｓｅｌｅｃｔｉｎｇａｓｕｐｐｏｒｔｓｅｔＴｏｆｓｉｚｅ Ｔ ＝ｓ（ｓｐａｒｓｉｔｙ）
ｕｎｉｆｏｒｍｌｙａｔｒａｎｄｏｍａｎｄｓａｍｐｌｉｎｇａｖｅｃｔｏｒｘｏｎＴｗｉｔｈ
ｉ．ｉ．ｄ．Ｇａｕｓｓｉａｎｅｎｔｒｉｅｓ．
　３）Ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｙ∈Ｑｎ×１ｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ
ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇＡｗｉｔｈｉｎｐｕｔｘ．
　４）Ｔｈｅｖｅｃｔｏｒｓ^ｘ，ｃ^，ｙ^ａｎｄｍａｔｒｉｘＡ^ａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｓ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｄｉｎ（１７）ｔｏ（２０）．
　５）ＳｅＤｕＭｉｔｏｏｌｂｏｘ［１５］ｉｓｃａｌｌｅｄｔｏｓｏｌｖｅＳＯＣＰｐｒｏｂｌｅｍ
（１６）ａｎｄｔｈｅｅｒｒｏｒｉｓｃｏｍｐｕｔｅｄ，ｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅＬ２ｎｏｒｍｏｆ
ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｒｅｃｏｖｅｒｅｄｓｉｇｎａｌｘｒａｎｄｔｈｅｉｎ
ｐｕｔｓｉｇｎａｌｘ，ｉ．ｅ．， ｘｒ－ｘ２．
　Ｗｅｐｅｒｆｏｒｍｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ１００ｔｉｍｅｓｆｏｒｅａｃｈｐａｉｒｏｆｓ
ａｎｄｎ，ｔｈｅｎｗｅｓａｖｅｔｈｅｓｅｅｒｒｏｒｓａｎｄｃｏｕｎｔｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｐｅｒｆｅｃｔｒｅｃｏｖｅｒｅｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．Ｔｈｅｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｐｅｒｆｅｃｔ
ｒｅｃｏｖｅｒｙｉｓｃｈｏｓｅｎａｓ ｘｒ－ｘ２≤１０

－８．
　Ｆｉｇ．１ｓｈｏｗｓｔｈｅｒｅｃｏｖｅｒｙｓｕｃｃｅｓｓｒａｔｅｏｆ５１２ｌｅｎｇｔｈ
ｓｉｇｎａｌｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｎｕｍｂｅｒｓａｎｄｓｐａｒｓｉｔｙ
ｌｅｖｅｌｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｉｍａｇｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｉｎｄｉｃａｔｅｓａｓｕｃ
ｃｅｓｓｒａｔｉｏｗｉｔｈｓｐａｒｓｉｔｙｌｅｖｅｌｓａｎｄｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｎｕｍｂｅｒ
ｎ．Ｆｉｇ．２ｄｅｐｉｃｔｓｉｔｓｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｔｆｉｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓ
ｏｆｎ．Ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｆｒｏｍｔｈｉｓｆｉｇｕｒｅｔｈａｔｆｏｒｎ≥３２，ｔｈｅ
ｒｅｃｏｖｅｒｙｒａｔｅｉｓａｂｏｕｔ８０％ ｗｈｅｎｓ≤ｎ／５ａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙ
１００％ ｗｈｅｎｓ≤ｎ／８．Ｔｈｅｓｅｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｖｅｒｙｓｉｍｉｌａｒｔｏ
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基于 Ｌ１范数正则化的四元数信号重建
张　旭１　伍家松１，３　杨冠羽１，３　ＬｏｔｆｉＳｅｎａｈｄｊｉ２，３　舒华忠１，３

（１东南大学影像科学与技术实验室，南京 ２１００９６）
（２ＬＴＳＩ，ＩＮＳＥＲＭＵ１０９９，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔéｄｅＲｅｎｎｅｓ１，Ｒｅｎｎｅｓ３５０００，Ｆｒａｎｃｅ）

（３中法生物医学信息研究中心，南京 ２１００９６）

摘要：提出了一种通过求解Ｌ１范数最小化问题来重建四元数信号的算法，并且同时考虑了有噪声和没有噪
声２种应用场景．该算法首先将四元数域的Ｌ１范数最小化问题转化为实数域的二次锥规划问题，然后通过
工具包如ＳｅＤｕＭｉ来解决这个二次锥规划问题．为了验证所提出算法的正确性和有效性，进行了相关的数值
试验．试验结果表明：在没有噪声的情况下，在某些实际可接受的条件下原始信号的精确重建是可以实现
的；在有噪声的情况下，所提出的算法对于测量中的加性噪声具有鲁棒性．该算法可以被应用于四元数域基
于压缩感知理论的信号重建中．
关键词：四元数；信号重建；压缩感知
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