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Ｋｉ∈Ｌ（Ｈ，Ｕ）．
　ＣｈｏｏｓｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｍｕｌｔｉｐｌｅＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｎ
ｄｉｄａｔｅ

Ｖ（ｘ，ｔ）＝Ｖσ（ｔ）（ｘ，ｔ）＝〈Ｐσ（ｔ）ｘ（ｔ），ｘ（ｔ）〉 （９）

ｆｏｒ（８）ｉｎｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅＤ（Ａｉ）（ｉ＝１，
２，…，ｍ），ｗｈｅｒｅｏｐｅｒａｔｏｒｓＰｉ：Ｄ（Ａｉ）→ＨａｎｄＰｉ＞０ｓａｔ
ｉｓｆｙ

γｐｉ〈ｘ，ｘ〉≤〈Ｐｉｘ，ｘ〉≤γＰｉ〈ｘ，ｘ〉，ｘ∈Ｄ（Ａｉ） （１０）

ｆｏｒｓｏｍｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓγｐｉ，γＰｉ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｆｏｒａｇｉｖｅｎｃｏｎｓｔａｎｔβ＞０，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ
Ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ１ｈｏｌｄｓ，ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｓＸｉ＞０
ａｎｄＹｉｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＬＯＩｓ

ＡｉＸｉ＋ＸｉＡ

ｉ ＋ＢｉＹｉ＋Ｙ


ｉＢ


ｉ ＋βＸｉ≤０　　ｉ∈Θ

（１１）

ｈｏｌｄｉｎｔｈｅＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅＤ（Ａｉ）ｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆ（２），
ｗｈｅｒｅＸｉ＝Ｐ

－１
ｉ （Ｘｉ：Ｄ（Ａｉ）→Ｈ），Ｙｉ＝ＫｉＰ

－１
ｉ （Ｙｉ∈

Ｌ（Ｈ））．Ｔｈｅｎｔｈｅｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｇｉｖｅｎｂｙ（７）ｗｉｔｈＫｉ＝
ＹｉＰｉｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙｓｔａｂｉｌｉｚｅｓｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓ（４）ａｎｄ（５）ｆｏｒ
ａｒｂｉｔｒａｒｙｓｗｉｔｃｈｉｎｇｓｉｇｎａｌσ（ｔ）ｕｎｄｅｒｔｈｅｄｗｅｌｌｔｉｍｅ，ｓａｔ

ｉｓｆｙｉｎｇτｄ＞τ

ｄ ＝
ｌｎμ
β
ｗｈｅｒｅμ＝ｍａｘ

ｉ∈Θ

γＰｉ
γｐ{ }

ｉ

．

　Ｐｒｏｏｆ　Ｓｙｓｔｅｍｓ（４）ａｎｄ（５）ｗｉｔｈｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎ
ｔｒｏｌ（７）ｒｅｓｕｌｔｓｉｎｓｙｓｔｅｍ（８）．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎ
１ｈｏｌｄｓ，ｆｒｏｍＣｏｒｏｌｌａｒｙ５２４ｏｆＡｈｍｅｄ［２２］，ｉｔｃａｎｂｅ
ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｓｙｓｔｅｍｓ（５）ａｎｄ（８）ｈａｖｅａｕｎｉｑｕｅｃｌａｓｓｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｅｖｅｒｙｘ０∈Ｈ，ｉ．ｅ．，ｓｙｓｔｅｍｓ（５）ａｎｄ（８）
ｔｕｒｎｔｏｂｅｗｅｌｌｐｏｓｅｄｏｎｔｉｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ［ｔ０，∞）ｂｅｃａｕｓｅ
ｔｈｅｓｔａｔｅｄｏｅｓｎｏｔｊｕｍｐａｔｔｈｅｓｗｉｔｃｈｉｎｇｉｎｓｔａｎｔｓ．
　ＣｈｏｏｓｉｎｇｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｅＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｎｄｉｄａｔｅｆｏｒ
ｓｙｓｔｅｍ（８）ａｓｔｈｅｆｏｒｍｏｆ（９），ｗｈｅｒｅＶｉ＝Ｃ（Ｈ×［ｔ０，
＋∞），Ｒ＋），ａｎｄｏｐｅｒａｔｏｒｓＰｉｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ（１０）ａｎｄｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ

Ωｉ＝ＰｉＡｉ＋ＰｉＢｉＫｉ＋Ａ

ｉＰｉ＋Ｋ


ｉＢ


ｉＰｉ＋βＰｉ≤０　　ｉ∈Θ

（１２）

　Ｆｏｒｔ∈［ｔｋ－１，ｔｋ），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ

〈Ｐσ（ｔｋ－１）ｘ（ｔ），ｘ（ｔ）〉＝Ｖ（ｔ）≤γｐσ（ｔｋ－１）‖ｘ（ｔｋ－１）‖
２

　Ｂｙｕｓｉｎｇ（１０），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

‖ｘ（ｔ）‖２≤
γＰσ（ｔｋ－１）
γｐσ（ｔｋ－１）
‖ｘｔｋ－１‖

２≤μ‖ｘ（ｔｋ－１）‖
２　　ｔ∈［ｔｋ－１，ｔｋ）

　Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈａｔ

‖ｘ（ｔ）‖２≤μ‖ｘ（ｔｋ－１）‖
２≤

　　μｅ－β（ｔ－ｔｋ－１）‖ｘ（ｔｋ－１）‖
２≤

　　μ２ｅ－β（ｔ－ｔｋ－１）ｅ－β（ｔｋ－１－ｔｋ－２）‖ｘ（ｔｋ－２）‖
２≤

　　μ２ｅ－β（ｔ－ｔｋ－２）‖ｘ（ｔｋ－１）‖
２≤

　　
　　μｋｅ－β（ｔ－ｔ０）‖ｘ（ｔ０）‖

２

ｆｏｒａｌｌｔ≥ｔ０ａｎｄｃｏｎｓｔａｎｔμ≥１．Ｎｏｔｉｃｉｎｇｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔ
（ｋ－１）τｄ≤ｔ－ｔ０，ｔｈｅｎ

‖ｘ（ｔ）‖２≤μｅ－β（ｔ－ｔ０）ｅ（ｋ－１）ｌｎμ‖ｘ（ｔ０）‖
２≤

　　μｅ－（β－ｌｎμ／τｄ）（ｔ－ｔ０）‖ｘ（ｔ０）‖
２

（１３）

　Ｌｅｔλ＝β－ｌｎμτｄ
＞０，ｗｈｅｒｅτｄ＞

ｌｎμ
β
＝τｄ．

　Ｗｅｎｏｗｄｅｒｉｖｅｔｈａｔ‖ｘ（ｔ）‖≤槡μｅ
－λ／２（ｔ－ｔ０）‖ｘ（ｔ０）‖．

ＴｈｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｏｖｅｒａｌｌＤＰＳＳ（８）ｉｓｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｌｙ
ｓｔａｂｌｅｆｏｒａｒｂｉｔｒａｒｙｓｗｉｔｃｈｉｎｇｓｉｇｎａｌｗｉｔｈｔｈｅｄｗｅｌｌｔｉｍｅτｄ
＞τｄ ＝ｌｎμ／β．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．
　Ｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（１２）ｆｏｒ（Ｐｉ，Ｋｉ）ｉｓｎｏｔＬＯＩｓ．Ｈｅｒｅ，
ｉｎａｓｉｍｉｌａｒｍａｎｎｅｒａｓｔｈａｔｉｎｔｈｅＯＤＥｃａｓｅ，ｗｅｕｓｅｔｈｅ
ｏｐｅｒａｔｏｒｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．ＬｅｔＬＯＩｓ（１２）ｂｅｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍｅｄｉｎｔｏＬＯＩｓ（１１）．Ｉｔｉｓｅａｓｉｌｙｓｈｏｗｎｂｙｌｅｆｔａｎｄ
ｒｉｇｈｔｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇＰ－１ｉ ａｎｄ（Ｐ

－１
ｉ ）

；ｍｏｒｅｏｖｅｒ，（Ｐ－１ｉ ）


＝Ｐ－１ｉ ，ｗｈｅｒｅＸｉ＝Ｐ
－１
ｉ （Ｘｉ：Ｄ（Ａｉ）→Ｈ），Ｙｉ＝ＫｉＰ

－１
ｉ （Ｙｉ

∈Ｌ（Ｈ））．
　Ｒｅｍａｒｋ１　ＦｒｏｍｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１，ｗｅｆｉｎｄ

ｔｈａｔλ２＝
β
２－
ｌｎμ
２τｄ
；ｔｈｕｓλ２≤

β
２．Ｔｈｉｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｔｈａｔ

ｔｈｅｄｅｃａｙｒａｔｅｏｆｔｈｅｏｖｅｒａｌｌＤＰＳＳ（８）ｉｓｓｍａｌｌｅｒｔｈａｎ
ｔｈａｔｏｆｉｔｓｓｕｂｓｙｓｔｅｍｓ．Ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｗｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓｎｏ
ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ，ｗｅｈａｖｅτｄ→∞，ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｔｈｅｄｅｃａｙｒａｔｅ
λｉｓｅｑｕａｌｔｏβ，ｗｈｉｃｈｉｓｊｕｓｔｔｈｅｄｅｃａｙｒａｔｅｏｆｔｈｅｓｕｂｓｙｓ
ｔｅｍｓ．

３　ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＴｗｏＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｗｉｔｃｈｅｄＨｅａｔ
ＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍｓ

　Ｆｏｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｗｉｔｃｈｅｄｈｅａｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ
ｓｙｓｔｅｍ：

ｙｔ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｄσ（ｔ）
２ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Ｂσ（ｔ）ｕ（ｔ）

（ｘ，ｙ，ｔ）∈［０，槡２］×［０，槡２］×［ｔ０，＋∞） （１４）

　Ｌｅｔｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂｅ

ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０　　（ｘ，ｙ，ｔ）∈Ω×［ｔ０，＋∞）（１５）

　Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｓ

ｙ（ｘ，ｙ，ｔ０）＝ｙ０ （１６）

　Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈａｔｔｈｅｓｔａｔｉｃｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｉｓ

ｕ（ｔ）＝Ｋσ（ｔ）ｙ（ｔ） （１７）

　Ｅｎｓｕｒｅｔｈｅｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ
ＤＰＳＳｔｏｂｅ

ｙｔ（ｘ，ｙ，ｔ）＝Ｄσ（ｔ）
２ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＋Ｂσ（ｔ）Ｋσ（ｔ）ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）

（ｘ，ｙ，ｔ）∈［０，槡２］×［０，槡２］×［ｔｋ－１，ｔｋ）
ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０　　（ｘ，ｙ，ｔ）∈Ω×［ｔ０，＋∞）
ｙ（ｘ，ｙ，ｔ０）＝ｙ

}
０

（１８）

ｗｈｅｒｅｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）∈Ｒ
ｎｉｓａｎｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｔａｔｅ

１９３　Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｉｔｃｈｅｄｓｙｓｔｅｍｓｕｎｄｅｒｄｗｅｌｌｔｉｍｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ



ｖｅｃｔｏｒ（ｔｈｅｓｔａｔｅｖｅｃｔｏｒｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ）．ｕ＝（ｕ１，
ｕ２，…，ｕｌ）∈Ｒ

ｌｉｓａｎｌｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｎｔｒｏｌｖｅｃｔｏｒ．Ω＝
［０，槡２］×［０，槡２］Ｒ

２ｉｓａｂｏｕｎｄｅｄｄｏｍａｉｎｗｉｔｈｓｍｏｏｔｈ
ｂｏｕｎｄａｒｙΩａｎｄｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｖｅｃｔｏｒ（ｘ，ｙ）∈Ω．ｔ∈［ｔ０，
∞）ｉｓｔｈｅｔｉｍｅ，ｋ∈Ｎ．ＥａｃｈＤｉ＝ｄｉａｇ（ｄｉ１，ｄｉ２，…，ｄｉｎ）
ｉｓａｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｘ．Ｂｉ，Ｋｉ（ｉ∈θ）ａｒｅａｐｐｒｏｐｒｉ
ａｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｎｓｔａｎｔｍａｔｒｉｃｅｓ．θ＝｛１，２｝，２ｄｅｎｏｔｅｓ

ｔｈｅＬａｐｌａｃｅｏｐｅｒａｔｏｒ；ｉ．ｅ．，２＝
２

ｘ２
＋

２

ｙ２
ａｎｄ ｄｅｎｏｔｅ

ｔｈｅｇｒａｄｉｅｎｔ；ｉ．ｅ．，＝ 
ｘ
，

( )ｙ．

　ＦｏｒａｐｒｅｃｉｓｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌａｓｓｏｆｔｈｅＰＤＥ
ｓｙｓｔｅｍｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｔｈｅｓｙｓｔｅｍ
ｏｆＥｑ．（１４）ａｓａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｉｎｔｈｅＨｉｌ
ｂｅｒｔｓｐａｃｅＨ＝Ｌ２（Ω，Ｒ

ｎ））ｗｉｔｈＨｂｅｉｎｇｔｈｅｓｐａｃｅｏｆｓｕｆ
ｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍｏｏｔｈｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｖｅｃｔｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎｓｄｅｆｉｎｅｄ
ｏｎΩｔｈａｔｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（１６）．
　ＤｅｆｉｎｅｔｈｅｓｔａｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎｘｏｎＨａｓ

ｘ（ｔ）＝ｙ（·，·，ｔ）　　ｔ≥ｔ０ （１９）

ｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒｓＡ１＝Ｄ１
２＝Ｄ１


ｘ２
＋Ｄ１


ｙ２
，Ａ２＝Ｄ２

２

＝Ｄ２

ｘ２
＋Ｄ２


ｙ２
；ｔｈｅｎＥｑ．（１４）ｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎｉｎｔｈｅ

ｆｏｒｍｏｆＥｑ．（４）ａｎｄｔｈｅｆｉｒｓｔｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ（１８）ｃａｎｂｅｒｅ
ｗｒｉｔｔｅｎａｓＥｑ．（８），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｗｈｅｒｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒＡｉ
ｈａｓｔｈｅｄｅｎｓｅｄｏｍａｉｎ

Ｄ（Ａｉ）＝｛ｙ∈Ｈ
２（Ω，Ｒｎ）∩Ｈ１０（Ω，Ｒ

ｎ）：ｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＝
０，（ｘ，ｙ）∈Ω｝ （２０）

　ＩｔｉｓｅａｓｉｌｙｋｎｏｗｎｔｈａｔｏｐｅｒａｔｏｒｓＡ１ａｎｄＡ２ｇｅｎｅｒａｔｅａｎ
ａｌｙｔｉｃａｌｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓＴ１（ｔ）ａｎｄＴ２（ｔ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａｎｄ
ｓｙｓｔｅｍ（１８）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅｃｌａｓｓｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ［２］．
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２

０
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（２１）

ｗｉｔｈｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｃｅｓＰｉ．
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２

０
∫槡
２

０
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ＴＰｉＤｉ
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ｆｏｒｘ∈Ｄ（Ａｉ）．
　ＢｅｃａｕｓｅＰｉ，Ｄｉａｒｅｃｏｎｓｔａｎｔｄｉａｇｏｎａｌｍａｔｒｉｃｅｓ，ｔｈｅｎ
ＰｉＤｉ＝ＤｉＰｉ．
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ｈａｖｅ

〈（Ａｉ Ｐｉ＋ＰｉＡｉ）ｘ，ｘ〉≤２λｍａｘ（ＰｉＤｉ）∫槡
２

０
∫槡
２

０
２ｙＴＩｙｄｘｄｙ≤
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∫槡
２

０
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

ｙ







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２
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ｄ ＝
ｌｎμ
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ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｒｅｓｕｌｔｓ．
　Ｅｘａｍｐｌｅ１　ＵｔｉｌｉｚｅＴｈｅｏｒｅｍ２ｆｏｒｔｈｅｓｗｉｔｃｈｅｄｈｅａｔ
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Ｄ１＝
１ ０[ ]０ ２，Ｄ２＝

２ ０[ ]０ ３

２９３ ＢａｏＬｅｐｉｎｇ牞ＦｅｉＳｈｕｍｉｎ牞ａｎｄＺｈａｉＪｕｎｙｏｎｇ　



Ｂ１＝
０１ ０２[ ]０１ ０ ，Ｂ２＝

０１ －０１[ ]０３ ０２
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Ｋ１＝
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　Ｔｈｅｎτｄ ＝
ｌｎμ
２β
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ｔｈｅｄｗｅｌｌｔｉｍｅτｄ＝１８＞τ

ｄ．Ｔｈｕｓｔｈｅｓｔａｔｅｄｅｃａｙｆｏｒ
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１ ０ ０
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２ ０ ０
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０ ０ １

Ｂ１＝
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基于驻留时间受限的分布参数切换系统的指数稳定性分析

鲍乐平　 费树岷　 翟军勇

（东南大学复杂工程系统测量与控制教育部重点试验室，南京 ２１００９６）
（东南大学自动化学院，南京 ２１００９６）

摘要：将有限维切换系统指数可稳性结果推广至无穷维Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的分布参数切换系统．以半群理论为
基础，通过利用多Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数方法，推导了指数可镇定的充分条件．这些条件以线性算子不等式的形式
给出，其决定变量是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的算子；同时系统的可稳性依赖于驻留时间受限的切换规则．在应用到带
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件的二维热传导切换系统时，这些线性算子不等式被转化成标准的线性矩阵不等式．最后，
通过２个例子说明给出结果的有效性．
关键词：分布参数切换系统；指数镇定；多李雅普若夫函数；线性算子不等式；驻留时间
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