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τ牗１牘＜τ牗２牘＜爥 ｔｏｂｅｔｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｔｉｍｅｗｈｅｎｔｈｅ
ａｇｅｎｔｓｔｏｕｃｈｔｈｅｗａｌｌ．Ｅａｃｈａｇｅｎｔｈａｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｙ
ｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ牶

ｐｉ牗ｔ牘＝ｖｉ牗ｔ牘
ｖｉ牗ｔ牘＝ｕｉ牗ｔ牘－２Δｉ牗ｔ牘〈ｖｉ（ｔ－），ｎ〉 }ｎ （１）

ｗｈｅｒｅｉ∈Ｖａｎｄｐｉ＝［ｐ
ｘ
ｉ，ｐ

ｙ
ｉ］
Ｔ，ｖｉ＝［ｖ

ｘ
ｉ，ｖ

ｙ
ｉ］
Ｔ，ｕｉ＝［ｕ

ｘ
ｉ，

ｕｙｉ］
Ｔ∈Ｒ２ａｒｅｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎ，ｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙ，ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌ



ｉｎｐｕｔ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；ｎｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｕｎｉｔｎｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｏｆ
ｔｈｅｒｅｇｕｌａｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｓｉｄｅ；ｖｉ（ｔ－）＝ｌｉｍｓ→ｔ－ｖｉ（ｓ）ａｎｄ

ｖｉ（ｔ＋）＝ｌｉｍｓ→ｔ＋ｖｉ（ｓ）ａｒｅｔｈｅｌｅｆｔａｎｄｔｈｅｒｉｇｈｔｌｉｍｉｔｓｏｆ
ｖｉ（ｓ）ａｔｓ＝ｔ；〈ｖｉ（ｔ－），ｎ〉ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ；
ｔｈｅΔｉ（ｔ）ｍａｔｒｉｘｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

Δｉ（ｔ）＝
∑
∞

ｋ＝１
δ（ｔ－τ（ｋ）） ０

０ ∑
∞

ｋ＝１
δ（ｔ－τ（ｋ









））

ｗｈｅｒｅδｉｓｔｈｅＤｉｒａｃｆｕｎｃｔｉｏｎ．
　Ｗｈｅｎｔ＝τ（ｋ），

ｖｉ（ｔ＋）＝ｖｉ（ｔ－）＋∫
ｔ＋

ｔ－
ｕｉ（ｓ）ｄｓ－２∫

ｔ＋

ｔ－
Δｉ（ｓ）ｄｓ〈ｖｉ（ｔ－），ｎ〉ｎ＝

ｖｉ（ｔ－）－２〈ｖｉ（ｔ－），ｎ〉ｎ＝
ｖｉ（ｔ－）－２ｎｎ

Ｔｖｉ（ｔ－）＝
（Ｉ－２ｎｎＴ）ｖｉ（ｔ－）

　Ｉｔｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｗｈｅｎｔ＝τ（ｋ），ｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｃｏｌｌｉｓｉｏｎｏｃ
ｃｕｒｓｆｏｒｔｈｅａｇｅｎｔ．ｖｉ（ｔ－）ａｎｄｖｉ（ｔ＋）ａｒｅｔｈｅｉｎｃｉｄｅｎｔ
ａｎｄｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎｖｅｌｏｃｉｔｙ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｗｈｅｎｔ≠τ（ｋ），

ｖｉ（ｔ＋）＝ｖｉ（ｔ－）＋∫
ｔ＋

ｔ－
ｕｉ（ｓ）ｄｓ＝ｖｉ（ｔ－），ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓ

ｔｈａｔｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｆｔｈｅａｇｅｎｔｄｏｅｓｎｏｔｔｏｕｃｈ
ｔｈｅｗａｌｌ．
　Ｌｅｔｗｂｅｔｈｅｕｎｉｔｎｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒｗｈｉｃｈｉｓｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ
ｔｏｎ．Ｗｅｕｓｅｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎｓｕｃｈｔｈａｔ（ｎ，ｗ）ｆｏｒｍｓａ
ｒｉｇｈｔｈａｎｄｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｆｒａｍｅｗｉｔｈｎ×ｗｐｏｉｎｔｉｎｇｔｏｔｈｅ
ｒｅａｄｅｒ．θｉｓｔｈｅａｎｇｌｅｂｅｔｗｅｅｎｖｅｃｔｏｒｎａｎｄｖｅｃｔｏｒｘ，
ｗｈｉｃｈｉｓｐｏｓｉｔｉｖｅｉｆｎ×ｘｐｏｉｎｔｓｔｏｔｈｅｒｅａｄｅｒ，ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
ｎｅｇａｔｉｖｅ．ｖｉ（ｔ－）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙｂｅｆｏｒｅｔｈｅａｇｅｎｔｉ
ｔｏｕｃｈｅｓｔｈｅｗａｌｌ，ａｎｄｖｉ（ｔ＋）ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｖｅｌｏｃｉｔｙａｆｔｅｒ
ｔｈｅｃｏｌｌｉｓｉｏｎ．ＤｅｆｉｎｉｎｇｓｙｍｂｏｌｉｃｖａｒｉａｂｌｅＬｉ（ｔ），ｉｔｉｓ１
ｂｅｆｏｒｅｔｈｅｃｏｌｌｉｓｉｏｎａｎｄ－１ａｆｔｅｒｉｔ．
　Ｄｅｆｉｎｅｔｈｅｍｉｒｒｏｒｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙｍａｔｒｉｘａｓ

ｋｉ（ｔ）＝
－ｂｓｉｎθ＋ａＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ ａｓｉｎθ＋ｂＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ－ａＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ ａｃｏｓθ－ｂＬｉ（ｔ）ｓｉｎ[ ]θ

ｗｈｅｒｅｎ＝［ａ，ｂ］Ｔ，ｗ＝［－ｂ，ａ］Ｔ，ａｎｄｔｈｅｙｍｅｅｔａ２＋
ｂ２＝１；ｋｉ（０）＝Ｉ

２×２，Ｋｉ（ｔ）＝ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））ｋｉ（τ（２））
… ｋｉ（τ（ｋ）），ｗｈｅｒｅｋｉ（τ（１）），ｋｉ（τ（２）），…，
ｋｉ（τ（ｋ））ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｖａｌｕｅａｆｔｅｒｔｈｅａｇｅｎｔｔｏｕｃｈｅｓｔｈｅ
ｗａｌｌ，ｔｈａｔｉｓｔｏｓａｙ，Ｌｉ（ｔ）＝－１．
　Ｄｅｆｉｎｅｍｉｒｒｏｒｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙ珓ｖｉ（ｔ）＝Ｋｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ）．Ａｓｔ＝
τ（ｋ），ｏｎｅｈａｓ

珓ｖｉ（ｔ＋）＝Ｋｉ（ｔ＋）ｖｉ（ｔ＋）＝
ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））…ｋｉ（τ（ｋ－１））·
－ｂｓｉｎθ－ａｃｏｓθ ａｓｉｎθ－ｂｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ＋ａｓｉｎθ ａｃｏｓθ＋ｂｓｉｎ[ ]θ·
（Ｉ－２ｎｎＴ）ｖｉ（ｔ－）＝
ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））…ｋｉ（τ（ｋ－１））·

－ｂｓｉｎθ＋ａｃｏｓθ ａｓｉｎθ＋ｂｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ－ａｓｉｎθ ａｃｏｓθ－ｂｓｉｎ[ ]θｖｉ（ｔ－）＝
Ｋｉ（ｔ－）ｖｉ（ｔ－）＝珓ｖｉ（ｔ－）

　Ｉｔｍｅａｎｓｔｈａｔａｔｔｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｔｉｍｅｔ＝τ（ｋ），ｔｈｅ
ｒｅａｌａｇｅｎｔｖｅｌｏｃｉｔｙｖｉ（ｔ）ｉｓｎｏｔｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅ
ｍｉｒｒｏｒｅｄｖｅｌｏｃｉｔｙ珓ｖｉ（ｔ）ｉｓａｌｗａｙｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ．

２　ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ

　Ｎｅｘｔ，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｏｕｒｃｏｎｔｒｏｌｌａｗａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

ｕｉ（ｔ）＝－Ｋ
－１
ｉ（ｔ）∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（Ｋｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ）－Ｋｊ（ｔ）ｖｊ（ｔ））

（２）

　Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｃｏｎｓｉｄｅｒａｓｙｓｔｅｍｉｎｃｌｕｄｉｎｇｎａｇｅｎｔｓ，
ｅａｃｈｗｉｔｈｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ（１）ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｔｏ
ｃｏｌ（２）．ＩｆｔｈｅｇｒａｐｈＧｉｓｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｃｏｎｎｅｃｔｅｄ，ｔｈｅｖｅ
ｌｏｃｉｔｉｅｓｏｆａｌｌｔｈｅａｇｅｎｔｓａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｃｏｎｖｅｒｇｅｔｏｔｈｅ
ｓａｍｅｖａｌｕｅｓ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｄｅｆｉｎｅｔｈｅｍｉｒｒｏｒｅｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ珘ｕｉ（ｔ）
＝Ｋｉ（ｔ）ｕｉ（ｔ），ａｎｄｔｈｅｍｉｒｒｏｒｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙｈａｖｅ

ｂｅｅｎｄｅｆｉｎｅｄａｓｂｅｆｏｒｅ．珘ｐｉ（ｔ）＝ｐｉ（０）＋∫
ｔ

０
珓ｖｉ（ｓ）ｄｓ，ａｎｄ

珓ｖｉ（ｔ）＝Ｋｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ）．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，珘ｐ
·

ｉ（ｔ）＝珓ｖｉ（ｔ）．
　ＢｅｃａｕｓｅｏｆＬｉ（ｔ）＝－２Ｌｉ（ｔ）δ，ｗｈｅｎｔ＝τ（ｋ），ｔａｋｉｎｇ
ｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆ珓ｖｉ（ｔ）＝Ｋｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ），ｏｎｅｈａｓ

珓ｖ·ｉ（ｔ）＝ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））…ｋｉ（τ（ｋ－１））·

　
－ｂｓｉｎθ＋ａＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ ａｓｉｎθ＋ｂＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ－ａＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ ａｃｏｓθ－ｂＬｉ（ｔ）ｓｉｎ[ ]θｖｉ（ｔ{ ）＋

　
ａＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ ｂＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ
－ａＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ －ｂＬｉ（ｔ）ｓｉｎ[ ]θｖｉ（ｔ＋ }） ＝

　ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））…ｋｉ（τ（ｋ－１））·

　
－ｂｓｉｎθ＋ａＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ ａｓｉｎθ＋ｂＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ－ａＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ ａｃｏｓθ－ｂＬｉ（ｔ）ｓｉｎ[ ]θｕｉ（ｔ{ ）－

　２δＬｉ（ｔ）ｖｉ（ｔ－）·

　
ａｃｏｓθ（ａ２＋ｂ２－１） ｂｃｏｓθ（ａ２＋ｂ２－１）
－ａｓｉｎθ（ａ２＋ｂ２－１） －ｂｓｉｎθ（ａ２＋ｂ２－１[ ] }） （３）

　Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇａ２＋ｂ２＝１ｉｎｔｏＥｑ．（３）ｙｉｅｌｄｓ

珓ｖ·ｉ（ｔ）＝ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））…ｋｉ（τ（ｋ－１））·

　
－ｂｓｉｎθ＋ａＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ ａｓｉｎθ＋ｂＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ－ａＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ ａｃｏｓθ－ｂＬｉ（ｔ）ｓｉｎ[ ]θｕｉ（ｔ）＝

　Ｋｉ（ｔ）ｕｉ（ｔ）

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，

珘ｐ·ｉ（ｔ）＝珓ｖｉ（ｔ）

珓ｖ·ｉ（ｔ）＝珘ｕｉ（ｔ}）
　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔｏｆｋｉ（ｔ），ｏｎｅｈａｓ

ｋｉ（ｔ） ＝
－ｂｓｉｎθ＋ａＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ ａｓｉｎθ＋ｂＬｉ（ｔ）ｃｏｓθ
－ｂｃｏｓθ－ａＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ ａｃｏｓθ－ｂＬｉ（ｔ）ｓｉｎθ

＝

５７　Ｃｏｎｓｅｎｓｕｓｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｍｕｌｔｉａｇｅｎｔｓｉｎａｎｏｎｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｂｏｕｎｄｅｄｓｐａｃｅ牶ａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ



Ｌｉ（ｔ）（ａ
２＋ｂ２）＝Ｌｉ（ｔ）≠０

　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｋｉ（ｔ） ｉｓｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ，ａｎｄＫｉ（ｔ）＝
ｋｉ（０）ｋｉ（τ（１））ｋｉ（τ（２））…．Ｈｅｎｃｅ，Ｋｉ（ｔ）ｉｓａｌｓｏｒｅ
ｖｅｒｓｉｂｌｅ．
　Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ珘ｕｉ（ｔ）＝Ｋｉ（ｔ）ｕｉ（ｔ），ｔｈｅｍｉｒｒｏｒｅｄａｃｃｅｌ

ｅｒａｔｉｏｎｉｓ珘ｕｉ（ｔ）＝－∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（珓ｖｉ（ｔ）－珓ｖｊ（ｔ））．

　ＷｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔａＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎｃａｎｄｉｄａｔｅ：Ｈ（ｔ）＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１
珓ｖＴｉ（ｔ）珓ｖｉ（ｔ）．ＴａｋｉｎｇｔｈｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆＨ（ｔ）ｇｉｖｅｓ

Ｈ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
珓ｖＴｉ（ｔ）珘ｕｉ（ｔ）＝

－∑
ｎ

ｉ＝１
珓ｖＴｉ（ｔ）∑

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（珓ｖｉ（ｔ）－珓ｖｊ（ｔ））＝

－１２∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（珓ｖｉ（ｔ）－珓ｖｊ（ｔ））

Ｔ（珓ｖｉ（ｔ）－珓ｖｊ（ｔ））≤０

　 Ｄｅｆｉｎｉｎｇ ｔｈｅａｖｅｒａｇｅｍｉｒｒｏｒｅｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ 珋ｖ（ｔ） ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
珓ｖｉ（ｔ），ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

　　ｄ珋ｖ（ｔ）ｄｔ ＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
珘ｕｉ（ｔ）＝

－１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（珓ｖｉ（ｔ）－珓ｖｊ（ｔ））＝０

Ｉｔｍｅａｎｓｔｈａｔ珋ｖ（ｔ）ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ．
　Ｗｈｅｎｔｈｅｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｇｒａｐｈｉｓｃｏｎｎｅｃｔｅｄ，ｂｙＬａＳａｌｌｅｓ
ｉｎｖａｒｉａｎｃｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅ，ｗｅｈａｖｅｌｉｍ

ｔ→∞
（珓ｖｉ（ｔ）－珓ｖｊ（ｔ））

Ｔ（珓ｖｉ（ｔ）
－珓ｖｊ（ｔ））＝０，ａｎｄｗｈｅｎｔ→∞，珓ｖｉ（ｔ）→珓ｖｊ（ｔ）．

３　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎＲｅｓｕｌｔｓ

　Ｗｅｖｅｒｉｆｙｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｈｒｏｕｇｈｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｉｎａｒｅｇｕｌａｒｔｒｉａｎｇｌｅ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｃｈｏｏｓｅ
ｎ＝１０，ａｎｄｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｅａｃｈａｇｅｎｔ
ａｒｅｃｈｏｓｅｎｒａｎｄｏｍｌｙ．Ｆｏｒｔｈｅｒｅｇｕｌａｒｔｒｉａｎｇｌｅ，ｔｈｅｓｉｄｅ
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多智能体在非矩形有界空间中的一致性控制算法和实验

朱德政　 田玉平

（东南大学自动化学院，南京 ２１００９６）

摘要：针对多智能体在非矩形有界空间的运动，提出了二阶动态系统的速度一致性算法．传统的有界空间一
致性算法只适合矩形有界空间，对于非矩形有界空间不再适用．为了将已有的一致性算法扩展到非矩形空
间，引入镜像速度矩阵的概念，它不仅可将不连续的实际速度转化成连续的镜像速度，而且可将有界空间扩

展成无限大虚拟空间．运用此算法，发现多智能体在虚拟空间中镜像速度渐近一致．由于每个镜像速度对应
唯一的实际空间速度，多智能体实际速度也达到渐近一致．最后，通过理论证明和数值仿真验证了算法的可
行性，并且成功地将算法运用到一组实际多机器人系统上．
关键词：多智能体系统；一致性；非矩形有界空间；镜像速度
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