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ｌｅｎｔｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍ牶

ｕｔ＝ｖｘ
ｖｔ＝ｘ牗ｕ－ｕｘｘ－ｆ牗ｕ }牘牘 牗４牘



ｗｉｔｈｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｆｕｎｃｔｉｏｎ

Ｈ牗ｗ牘＝∫
２π

０

ｕ２

２＋
ｖ２

２＋
ｕ２ｘ
２＋ｇ牗ｕ牘ｄｘ

ｗｈｅｒｅｇ牗ｕ牘＝－∫
ｕ

０
ｆ牗ｓ牘ｄｓ．Ｌｅｔ

Ｊ＝
０ ｘ
ｘ[ ]０

ｂｅｔｈｅｗｅａｋｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｐｅｒａｔｏｒｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅＬ２ｉｎ
ｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｎｔｈｅｓｐａｃｅＬ２牗犤０牞２π犦牘×Ｌ２牗犤０牞２π犦牘ｉｎ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｅｎｓｅ牶

牗Ｊｗ牞ｚ牘＝－∫
２π

０
〈ｗ，Ｊｚ〉ｄｘ＝－∫

２π

０
（ｖ（ｘ）φ′（ｘ）＋

ｕ（ｘ）ψ′（ｘ））ｄｘ

ｗｈｅｒｅｗ（ｘ）＝（ｕ（ｘ），ｖ（ｘ））∈Ｌ２（［０，２π］）×Ｌ２（［０，
２π］），ｚ（ｘ）＝（φ（ｘ），ψ（ｘ））∈Ｃ∞０（０，２π）×Ｃ

∞
０（０，

２π）．
　Ｅｑ．（４）ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｄｗ
ｄｔ＝ＪｗＨ （５）

ｗｈｅｒｅｗＨｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｗｅａｋｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆＨｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔ
ｔｏｔｈｅＬ２ｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔ．
　ＮｏｔｅｔｈａｔＪｉｓａｎａｎｔｉｓｅｌｆａｄｊｏｉｎｔｏｐｅｒａｔｏｒｉｎＰ
Ｌ２（［０，２π］）×Ｌ２（［０，２π］）．Ｅｑ．（５）ｉｓａＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ
ｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎＨａｎｄｔｈｅｐｈａｓｅｓｐａｃｅＰ．
ＴｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇＰｏｉｓｓｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

｛Ｆ，Ｇ｝＝∫
２π

０
ＦＴＪＧｄｘ＝∫

２π

０

Ｆ
ｕｘ

Ｇ
ｖ
＋Ｆ
ｖｘ

Ｇ
( )ｕｄｘ

ｗｈｅｒｅＦ（ｗ），Ｇ（ｗ）∈Ｃ∞（Ｐ）．Ｎｏｔｅｔｈａｔｘｉｓｓｔｉｌｌｕｎ
ｄｅｒｓｔｏｏｄｔｏｂｅａｗｅａｋｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｐｅｒａｔｏｒ．
　ＮｏｗｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｌｉｎｅａｒｐａｒｔｏｆＥｑ．（５）ａｎｄｄｅｆｉｎｅ
ａｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｂｙＬ：ｗ∈Ｄ＝Ｈ３×Ｈ１∩Ｐ→Ｌ２×Ｌ２，Ｌ：
ｗ＝（ｕ，ｖ）｜→Ｌｗ＝（ｖｘ，ｕｘ－ｕｘｘｘ）．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ
ｕｎｄｅｒｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（３），Ｌｈａｓｅｉｇｅｎ
ｖａｌｕｅｓμｊａｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｊ，ψｊ，ｊ∈
Ｚ，ｗｈｅｒｅμ０＝０，０＝（０，１），ψ０＝（１，０）ａｎｄｆｏｒｊ≥１，

μ±ｊ＝ｉ ｊ４＋ｊ槡
２，±ｊ＝

αｊｓｉｎｊｘ
±ｉβｊｃｏｓ[ ]ｊｘ

ψ±ｊ＝
αｊｃｏｓｊｘ
ｉβｊｓｉｎ[ ]ｊｘ

ｗｉｔｈｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

αｊ＝
１
π
１
ｊ２槡 ＋２

，βｊ＝
１
π
ｊ２＋１
ｊ２槡 ＋２

Ｐ０＝｛（ｃ１，ｃ２） ｃ１，ｃ２∈Ｃ｝ｄｅｎｏｔｅｓｎｕｌｌｓｐａｃｅｏｆｔｈｅｏｐ
ｅｒａｔｏｒＬ．ＬｅｔΣ＝Ｐ／Ｐ０ｂｅｔｈｅｑｕｏｔｉｅｎｔｓｐａｃｅｏｆＰｏｖｅｒ
Ｐ０．ＴｈｅｎｔｈｅＰｏｉｓｓｏｎｐｒｏｄｕｃｔｉｓｎｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｏｎΣａｎｄ

Ｌｈａｓｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓμ±ｊｗｉｔｈｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ±ｊ，ψ±ｊｏｎΣ，
ｊ≥１．
　ＳｉｎｃｅΣ＝ｓｐａｎ｛±ｊ，ψ±ｊ｝ｊ≥１，ｆｏｒｗ∈Σ，ｗｅｈａｖｅｗ＝

∑
ｊ≠０
（ｒｊｑｊｊ＋ｒｊｐｊψｊ），ｗｈｅｒｅｒｊ＝ｒ－ｊｉｓｔｈｅｗｅｉｇｈｔｔｏｂｅ

ｄｅｃｉｄｅｄｌａｔｅｒ．Ｌｅｔｑ＝｛ｑｊ｝，ｐ＝｛ｐｊ｝ｊ≠０．Ｔｈｅｎ（ｑ，ｐ）
ａｒｅｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｗｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｂａｓｅｓ｛±ｊ，
ψ±ｊ｝ｊ≥１．
　Ｌｅｔａ＞０，ｓ＞０ａｎｄｑ＝（ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ，…）．Ｄｅｆｉｎｅ

ｑ ２
ａ，ｓ＝∑

∞

ｊ＝１
ｑｊ

２ｊ２ｓｅ２ｊａ．Ｔｈｅｎｌａ，ｓ＝｛ｑ ｑ ａ，ｓ＜

∞｝ｉｓａＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅ．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｑ＝（…，ｑ－ｎ，…ｑ－１，
ｑ１，…，ｑｎ，…）＝｛ｑｊ｝ｊ≠０ａｎｄｑ± ＝（ｑ±１，…，ｑ±ｎ，…）．
Ｄｅｆｉｎｅ ｑ ２

ａ，ｓ＝ ｑ＋
２
ａ，ｓ＋ ｑ－

２
ａ，ｓ．Ｌｅｔｌ

ａ，ｓ
珘ｂ ＝｛ｑ＝

｛ｑｊ｝ｊ≠０ ｑ ａ，ｓ＜∞｝，ｔｈｅｎｉｔｉｓａｌｓｏａＨｉｌｂｅｒｔｓｐａｃｅ．
　Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅｏｆｎｏｔａｔｉｏｎ，ｌｅｔｑ－ｊ＝珔ｑｊ，ｐ－ｊ＝珔ｐｊ，ｊ≥
１．Ｗｅｅｎｄｏｗ ｌａ，ｓ珘ｂ ×ｌａ，ｓ珘ｂ ｗｉｔｈｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅω
＝ｉ∑

ｊ≥１
（ｄ珔ｑｊ∧ｄｑｊ＋ｄ珔ｐｊ∧ｄｐｊ）．Ｉｆ珔ｑｊ，珔ｐｊａｒｅｔｈｅｃｏｎｊｕ

ｇａｔｅｏｆｑｊ，ｐｊ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｔｈｅｎｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎＨ（ｗ）
ｉｓａｒｅａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ．
　ＴｏｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍ（５）ｉｎｔｈｅｃｏｏｒｄｉ
ｎａｔｅｓｑ，珔ｑ，ｐ，珔ｐ，ｗｅｆｉｒｓｔｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅＰｏｉｓｓｏｎｂｒａｃｋｅｔ．
ＴｏｍａｋｅｔｈｅＰｏｉｓｓｏｎｂｒａｃｋｅｔｉｎａｓｔａｎｄａｒｄｆｏｒｍ，ｒｊ＝ｒ－ｊ

ｉｓｓｅｔｔｏｂｅ ｊ
２παｊβ槡 ｊ

，ｊ≥１，ｔｈｅｎ

｛Ｆ，Ｇ｝＝ｉ∑
ｊ≥

(
１

Ｆ
ｑ－ｊ

Ｇ
ｑｊ
－Ｆ
ｑｊ
Ｇ
ｑ－ｊ
＋Ｆ
ｐ－ｊ

Ｇ
ｐｊ
－Ｆ
ｐｊ
Ｇ
ｐ－ )

ｊ

　Ｏｎｅｈａｓｔｈｅｓｔａｎｄａｒｄｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｉ∑
ｊ≥１
（ｄｑ－ｊ∧

ｄｑｊ＋ｄｐ－ｊ∧ｄｐｊ）．Ｉｎｔｈｅｓｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ，ｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ
Ｅｑ．（５）ｉｓｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｑｊ＝－ｉ
Ｈ
ｑ－ｊ
，ｑ－ｊ＝ｉ

Ｈ
ｑｊ
，ｐｊ＝－ｉ

Ｈ
ｐ－ｊ
，ｐ－ｊ＝ｉ

Ｈ
ｐｊ

ｊ≥１ （６）

ｗｉｔｈｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎ

Ｈ＝Λ＋Ｇ＝∑
ｊ≥１
μｊ（ｑｊｑ－ｊ＋ｐｊｐ－ｊ）＋∫

２π

０
ｇ（ｕ）ｄｘ

（７）

ｗｈｅｒｅμｊ＝ｊ １＋ｊ槡
２．

　Ｌｅｍｍａ１　Ｌｅｔａ，ｓ＞０．Ｉｆｔ∈Ｉ→（ｑ（ｔ），ｐ（ｔ））∈ｌａ，ｓ珘ｂ
×ｌａ，ｓ珘ｂ ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（６），ｔｈｅｎ

ｕ（ｔ，ｘ）＝∑
ｊ≥１
（γｊ（ｑｊ（ｔ）＋ｑ－ｊ（ｔ））ｓｉｎｊｘ＋γｊ（ｐｊ（ｔ）＋

ｐ－ｊ（ｔ））ｃｏｓｊｘ）

ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（２），ｗｈｅｒｅγｊ＝
１
２槡π

４
ｊ２

１＋ｊ槡 ２．

　Ｉｎｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｑ，珔ｑ，ｐ，珔ｐ，ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｔｅｒｍＧ＝

－１４∫
２π

０
ｕ４（ｘ）ｄｘｂｅｃｏｍｅｓＧ＝Ｇ４０＋Ｇ２２＋Ｇ０４，ｗｈｅｒｅ

８５１ ＳｈｉＹａｎｌｉｎｇａｎｄＬｕＸｕｅｚｈｕ　



Ｇ４０＝－１４∑ｉ，ｊ，ｋ，ｌ≥１Ｇ
４０
ｉｊｋｌ（ｑｉ＋ｑ－ｉ）（ｑｊ＋ｑ－ｊ）（ｑｋ＋ｑ－ｋ）（ｑｌ＋ｑ－ｌ）

Ｇ２２＝－１４∑ｉ，ｊ，ｋ，ｌ≥１Ｇ
２２
ｉｊｋｌ（ｑｉ＋ｑ－ｉ）（ｑｊ＋ｑ－ｊ）（ｐｋ＋ｐ－ｋ）（ｐｌ＋ｐ－ｌ）

Ｇ０４＝－１４∑ｉ，ｊ，ｋ，ｌ≥１Ｇ
０４
ｉｊｋｌ（ｐｉ＋ｐ－ｉ）（ｐｊ＋ｐ－ｊ）（ｐｋ＋ｐ－ｋ）（ｐｌ＋ｐ－ｌ）

ｗｈｅｒｅ

Ｇ４０ｉｊｋｌ＝γｉγｊγｋγｌ∫
２π

０
ｓｉｎｉｘｓｉｎｊｘｓｉｎｋｘｓｉｎｌｘｄｘ （８）

Ｇ２２ｉｊｋｌ＝γｉγｊγｋγｌ∫
２π

０
ｃｏｓｉｘｃｏｓｊｘｓｉｎｋｘｓｉｎｌｘｄｘ （９）

Ｇ０４ｉｊｋｌ＝γｉγｊγｋγｌ∫
２π

０
ｃｏｓｉｘｃｏｓｊｘｃｏｓｋｘｃｏｓｌｘｄｘ （１０）

　Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｔｈｅｍｏｄｅｐａｉｒ（ｑｊ，ｑ－ｊ），（ｐｊ，ｐ－ｊ）
ｓｈａｒｅｔｈｅｓａｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ，ｗｈｉｃｈｂｒｉｎｇｓｍｕｃｈｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ
ｆｏｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＫＡＭｔｈｅｏｒｙ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅｐｒｅｖｉ
ｏｕｓｍｅｔｈｏｄｉｓｉｎｖａｌｉｄｆｏｒｏｕｒｐｒｏｂｌｅｍ，ｗｅａｒｅｉｎｔｅｒｅｓｔｅｄ
ｉｎｓｐｅｃｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．Ｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｕｎｄｅｒｓｏｍｅｐａｒｉｔｙ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ，ｗｅｆｉｎｄ

Ｅ＝｛（ｑｊ，ｑ－ｊ，ｐｊ，ｐ－ｊ）：ｐｊ＝ｐ－ｊ＝０，ｊ＝１，２，…｝

Ｆ＝｛（ｑｊ，ｑ－ｊ，ｐｊ，ｐ－ｊ）：ｑｊ＝ｑ－ｊ＝０，ｊ＝１，２，…｝

ａｒｅｉｎｖａｒｉａｎｔｓｕｂｓｐａｃｅｓｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｏｎＥ
ｏｒＦ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓｒｅｄｕｃｅｄｔｏａＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ
ｏｕｔｍｕｌｔｉｐｌｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ．
　ＤｅｎｏｔｅＥ＝ｓｐａｎ｛±ｊ｝ｊ≥１ａｎｄＦ＝ｓｐａｎ｛ψ±ｊ｝ｊ≥１，ｔｈｅｎ
ｗｅｈａｖｅΣ＝ＥＦ．
　Ｌｅｍｍａ２　ＴｈｅｓｐａｃｅｓＥａｎｄＦａｒｅｉｎｖａｒｉａｎｔｕｎｄｅｒｔｈｅ
ｆｌｏｗｏｆｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓｙｓｔｅｍ（５）．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔｚ（ｔ）＝∑

ｊ≠０
ｒｊｑｊ（ｔ）ｊ（ｘ）＋ｒｊｐｊ（ｔ）ψｊ（ｘ）

ｂｅａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（５）ｗｉｔｈｚ（０）∈Ｅ，ｔｈｅｎｐ±ｊ（０）
＝０，ｊ＝１，２，…．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔｆｏｒａｌｌｔ
≥０，ｚ（ｔ）∈Ｅ．Ｉｔｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆａｃｔ：
　Ｉｆ（ｑ（ｔ），ｐ（ｔ））ｉｓｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ（６）ｗｉｔｈｐ（０）＝０，
ｗｈｅｒｅｑ＝（ｑｊ）ｊ≠０，ｐ＝（ｐｊ）ｊ≠０，ｔｈｅｎｐ（ｔ）＝０．Ｏｂｖｉｏｕｓ
ｌｙ，ｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｐａｒｅａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

ｐｊ＝－ｉμｊｐｊ＋∑
ｉ，ｋ，ｌ
Ｇ２２ｋ，ｌ，ｉ，ｊｑｋｑｌｐｉ＋∑

ｉ，ｋ，ｌ
Ｇ０４ｉ，ｊ，ｋ，ｌｐｉｐｋｐｌ

ｐ－ｊ＝ｉμｊｐ－ｊ＋∑
ｉ，ｋ，ｌ
Ｇ２２ｋ，ｌ，ｉ，－ｊｑｋｑｌｐｉ＋∑

ｉ，ｋ，ｌ
Ｇ０４ｉ，－ｊ，ｋ，ｌｐｉｐｋｐｌ

ｗｈｅｒｅｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｄｅｆｉｎｅｄｉｎＥｑｓ．（８）ａｎｄ（９）．
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广义 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的 ＫＡＭ环面
石艳玲１，２　 陆雪竹１

（１东南大学数学系，南京 ２１１１８９）
（２盐城工学院基础部，盐城 ２２４００３）

摘要：考虑周期边界下具有非线性项ｆ（ｕ）＝ｕ３的一维广义 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程 ｕｔｔ－ｕｘｘ＋（ｆ（ｕ）＋ｕｘｘ）ｘｘ＝０．首
先，将上述方程转化为一个哈密顿系统，并将该系统在线性算子的特征基上展开得到坐标形式下的哈密顿

系统．鉴于切频与法频之间复杂的共振关系，考虑一类具有特殊结构的拟周期解．其次，验证了哈密顿向量
场的正则性，并对四次项进行规范化，从规范形中可以得到无穷维 ＫＡＭ定理所要求的非退化和非共振条
件．利用一个ＫＡＭ定理证明与方程等价的无穷维哈密顿系统存在许多有限维不变环面，故原方程有许多小
振幅的拟周期解．
关键词：广义Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程；拟周期解；哈密顿系统；不变环面
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