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ｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｂｌｅｍ ａｓａｎｅｗｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ犤９犦ｐｒｏｂ
ｌｅｍ牞ａｎｄｓｏｌｖｅｉｔｂｙｔｈｅｂｌｏｃｋｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｄｅｓｃｅｎｔ牗ＢＣＤ牘
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄｔｈｅｉｎｔｅｒｉｏｒｐｏｉｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｉｔｉｓｗｅｌｌ
ｋｎｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｐｈａｓｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｈａｓｂｅｅｎｕｔｉｌｉｚｅｄｉｎ
ｍａｎｙａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｓｕｃｈａｓｉｍａｇｅｒｅｔｒｉｅｖａｌ犤１０犦ａｎｄｏｂｊｅｃｔ
ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ犤１１犦．Ｈｅｎｃｅ牞ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｅｘｐｅｃｔｔｏｒｅｃｏｖｅｒｔｈｅ
ｓｉｇｎａｌｂｙｕｓｉｎｇａｓｍａｌｌａｍｏｕｎｔｏｆｐｈａｓｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｒａｔｈ
ｅｒｔｈａｎｔｈｅｍａｇｎｉｔｕｄｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ．

１　ＰｈａｓｅＯｎｌｙＳｉｇｎａｌＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

　Ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｓｆｏｒｍｕｌａｔｅｄａｓ

ｆｉｎｄ ｘ
ｓｕｃｈｔｈａｔ ｅｊ∠Ａｘ＝ｕ

牗１牘

ｗｈｅｒｅｘ∈ＣｐｉｓｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌａｎｄＣｐｉｓａｐｄｉｍｅｎ
ｓｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅ牷ｕ∈ＣｎｉｓｔｈｅＦｏｕｒｉｅｒｐｈａｓｅ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ牷 ｕｉ ＝１ｆｏｒｉ＝１牞２牞爥牞ｎａｎｄｎｉｓｔｈｅｓｉｚｅ



ｏｆｕ牷Ａ∈Ｃｎ×ｐｉｓｔｈｅＦｏｕｒｉｅｒｍａｔｒｉｘａｎｄｎ×ｐｉｓｔｈｅｓｉｚｅ
ｏｆＡ牷∠ＡｘｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｐｈａｓｅａｎｇｌｅｏｆＡｘ．Ｏｕｒｏｂｊｅｃｔｉｖｅ
ｉｓｔｏｒｅｃｏｖｅｒｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｉｇｎａｌｗｉｔｈａｎａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｎｕｍ
ｂｅｒｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｓｎ．
　Ｗｅｓｏｌｖｅ牗１牘ｂｙｓｅｐａｒａｔｉｎｇｔｈｅｍａｇｎｉｔｕｄｅａｎｄｐｈａｓｅ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ．ＬｅｔｔｉｎｇＡｘ＝ｄｉａｇ牗ｕ牘ｂ牞ｗｈｅｒｅｂ∈Ｒｎｄｅｎｏｔｅｓ
ｔｈｅｍａｇｎｉｔｕｄｅｖｅｃｔｏｒ牞ａｎｄＲｎｉｓａｎｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｅａｌ
ｖｅｃｔｏｒｓｐａｃｅ．Ｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｐｒｏｂｌｅｍ牗１牘ｃａｎｔｈｕｓｂｅｗｒｉｔ
ｔｅｎａｓ

ｍｉｎ
ｘ∈Ｃｐ牞ｂ∈Ｒｎ

Ａｘ－ｄｉａｇ牗ｕ牘ｂ ２
２ 牗２牘

　Ｔｈｅｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｏｆｆｏｒｍｕｌａ牗２牘ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔ
ｔｏｘｉｓａｓｔａｎｄａｒｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄ
ｂｙｓｅｔｔｉｎｇｘ＝Ａｄｉａｇ牗ｕ牘ｂ牞ｗｈｅｒｅ牗·）ｉｓｔｈｅｐｓｅｕｄｏｉｎ
ｖｅｒｓｅｏｐｅｒａｔｏｒ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｏｒｍｕｌａ（２）ｃａｎｂｅｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍｅｄｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙｔｏ

ｍｉｎ
ｂ∈Ｒｎ

ＡＡｄｉａｇ（ｕ）ｂ－ｄｉａｇ（ｕ）ｂ ２
２ （３）

　Ｔｈｅａｂｏｖｅｆｏｒｍｕｌａｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ＡＡｄｉａｇ（ｕ）ｂ－ｄｉａｇ（ｕ）ｂ
２

２
＝ｂＴｄｉａｇ（ｕＨ）珦Ｍｄｉａｇ（ｕ）ｂ

ｗｈｅｒｅ珦Ｍ＝（ＡＡ－Ｉ）Ｈ（ＡＡ－Ｉ）＝Ｉ－ＡＡ．ＬｅｔＭ ｂｅ
ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｓｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅｍａｔｒｉｘｇｉｖｅｎｂｙＭ＝ｄｉａｇ（ｕＨ）·
（Ｉ－ＡＡ）ｄｉａｇ（ｕ）．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｆｏｒｍｕｌａ（３）ｂｅｃｏｍｅｓ

ｍｉｎｂＴＭｂ　ｓ．ｔ．　ｂ∈Ｒｎ （４）

　Ｎｅｘｔ，ｗｅｄｅｎｏｔｅＢ＝ｂｂＴ∈Ｓ＋ｎ，ｗｈｅｒｅＳ
＋
ｎ ｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅ

ｓｅｔｏｆｐｏｓｉｔｉｖｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍａｔｒｉｃｅｓ，ａｎｄｔｈｅｎｐｒｏｂｌｅｍ（４）
ｉｓ

ｍｉｎＴｒ（ＢＭ）
ｓ．ｔ．　Ｂ≥０，Ｂ∈Ｓ＋ｎ，ｒａｎｋ（Ｂ）＝１ （５）

　Ａｆｔｅｒｄｒｏｐｐｉｎｇｔｈｅｎｏｎｃｏｎｖｅｘｒａｎｋｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ，ｗｅｏｂ
ｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｖｅｘｒｅｌａｘａｔｉｏｎ：

ｍｉｎＴｒ（ＢＭ）　ｓ．ｔ．　Ｂ≥０ （６）

　Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ
（６），ｗｅｕｓｅｔｈｅＢＣＤ ［１２］ｔｏｍａｋｅｆｏｒｍｕｌａ（６）ｍｏｒｅ
ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｌｙｓｏｌｖｅｄ．ＴｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄＭａｇｎｉｔｕｄｅＣｕｔｍｅｔｈｏｄ
ｉｓａｐｐｌｉｅｄａｓｔｈｅｂａｒｒｉｅｒｖｅｒｓｉｏｎｏｆＭａｘＣｕｔ［１３］ｔｏｒｅｌａｘ
ｍａｔｒｉｘＢ，ｓｏｆｏｒｍｕｌａ（６）ｂｅｃｏｍｅｓ

ｍｉｎＴｒ（ＢＭ）－μｌｏｇｄｅｔ（Ｂ）　μ＞０ （７）

　 ＳｅｔＢ ＝
Ｐ ｙ
ｙＴ ｂ[ ]２ ，ｗｈｅｒｅｙ＝

ｂ１ｂｎ


ｂｎ－１ｂ







ｎ
；Ｐ ＝

ｂ２１ … ｂ１ｂｎ－１
  

ｂｎ－１ｂ１ … ｂ２ｎ







－１

；ｂ２ ＝ｂ２ｎ．ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＲｅｆ．

［１４］，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ

Ｐ ｙ
ｙＴ ｂ[ ]２ Ｉ －Ｐ－１ｙ

０[ ]Ｉ
＝
Ｐ ０
ｙＴ ｂ２－ｙＴＰ－１[ ]ｙ

　Ｓｏ，ｗｅｏｂｔａｉｎｄｅｔ（Ｂ）＝ｄｅｔ（Ｐ）ｄｅｔ（ｂ２－ｙＴＰ－１ｙ）．

ＳｉｎｃｅｂｏｔｈＭａｎｄＢｂｅｌｏｎｇｔｏＨｎ，ｗｈｅｒｅＨｎｉｓｔｈｅＨｅｒ
ｍｉｔｉａｎｍａｔｒｉｃｅｓｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｎ，ｗｅｃａｎｆｏｒｍｕｌａｔｅｔｈｅ
ｃｏｍｐｌｅｘｐｒｏｇｒａｍｉｎＨｎａｓｔｈｅｒｅａｌｐｒｏｇｒａｍｓ

［１２］，ａｎｄｏｂ
ｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ：

Ｔｒ（Γ（Ｂ）Γ（Ｍ））＝２Ｔｒ（ＢＭ） （８）

ｗｈｅｒｅΓ（·）＝
Ｒｅ（·） －Ｉｍ（·）
Ｉｍ（·） Ｒｅ[ ]（·）

．ＡｐｐｌｙｉｎｇΓ（·）

ｔｏＥｑ．（８），ｗｅｈａｖｅ

Ｔｒ（Γ（Ｂ）Γ（Ｍ））＝Ｔｒ（２（ＢＲｅ（Ｍ））） （９）

Ｈｅｎｃｅ，Ｅｑ．（７）ｂｅｃｏｍｅｓ

ｍｉｎＴｒ（ＢＲｅ（Ｍ））－μｌｏｇ｛ｄｅｔ（Ｐ）ｄｅｔ（ｂ２－ｙＴＰ－１ｙ）｝
（１０）

　ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅＢＣＤａｎｄｓｅｔｔｉｎｇＲｅ（Ｍ）＝Ｒ，ｆｏｒｍｕｌａ
（１０）ｃａｎｂｅｒｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

ｍｉｎ
ｙｊｉ∈Ｒ

ｎ－１
ＲＴｊｊｙｊｉ＋Ｒｉｉｂ

２
ｉ－μｌｏｇ（ｂ

２
ｉ－ｙ

Ｔ
ｊｉＰ

－１
ｊｊｙｊｉ） （１１）

ｗｈｅｒｅｊ∈｛１，…，ｉ－１，ｉ＋１，…，ｎ｝，ｉ＝｛１，…，ｎ｝．Ｌｅｔ
ｔｉｎｇｙｊｉ＝ｙ′ｊｉｂｉ，ｗｅｃａｎｅｘｐｒｅｓｓｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｎ
（１１）ａｓ

Ｆ（ｙ′ｊｉ，ｂｉ）＝Ｒ
Ｔ
ｊｉｙ′ｊｉｂｉ＋Ｒｉｉｂ

２
ｉ－μｌｏｇ（１－ｙ′

Ｔ
ｊｊＰ

－１
ｊｊｙ′ｊｉ）－μｌｏｇｂ

２
ｉ

（１２）

　ＩｎｏｒｄｅｒｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｖａｌｕｅｏｆＥｑ．（１２），ｗｅ
ｎｅｅｄｔｏｆｉｎｄａｓｅｔｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｙ′ｊｉ，ｂｉ）．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，
ｗｅｕｓｅａｌｏｇｂａｒｒｉｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ［９］ｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｃｏｎｖｅｘｏｐｔｉ
ｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ．Ｆｏｒｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｗｅｓｅｔｙ′＝ｙ′ｊｉ，Ｑ＝Ｒｊｉ
ａｎｄＰ＝Ｐｊｊ，ａｎｄｔｈｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｅ（１２）ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｙ′
ａｎｄｂｎ．

　　
Ｆ（ｙ′，ｂｉ）
ｙ′

＝Ｑｂｉ＋
２μＰ－１ｙ′

（１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′）
＝Ｉ（ｙ′） （１３）

　　　
Ｆ（ｙ′，ｂｉ）
ｂｉ

＝ＱＴｙ′＋２Ｒｉｉｂｉ－
２μ
ｂｉ
＝Ｊ（ｂｉ） （１４）

　Ｎｅｘｔ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒＴａｙｌｅｒｓｅｒｉｅｓｅｘｐａｎｓｉｏｎ
ｔｏｅｘｐｒｅｓｓＥｑ．（１３）ａｎｄＥｑ．（１４），

Ｉ（ｙ′＋Δｙ′）＝Ｉ（ｙ′）＋ ２μ（Ｐ－１）Ｔ

（１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′）Δｙ′
＋

４μＰ－１ｙ′（Ｐ－１ｙ′）Ｔ

（１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′）２Δｙ′
（１５）

Ｊ（ｂｉ＋Δｂｉ）＝Ｊ（ｂｉ）＋２ＲｉｉΔｂｉ＋
２μ
ｂ２ｉ
Δｂｉ （１６）

　Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｆｉｎｅ

　Ｇ＝－μｌｏｇ（１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′）ｇｙ′＝
ｄＧ
ｄｙ′＝

２μＰ－１ｙ′
１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′

　　Ｈｙ′＝
ｄ２Ｇ
ｄｙ′２
＝２μ（Ｐ

－１）Ｔ

１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′
＋４μＰ

－１ｙ′（Ｐ－１ｙ′）Ｔ

（１－ｙ′ＴＰ－１ｙ′）２
（１７）

Ｋ＝Ｒｎｎｂ
２
ｎ－μｌｏｇ（ｂ

２
ｎ），ｋｂｎ＝２Ｒｎｎｂｎ－

２μ
ｂｎ
，Ｌｂｎ＝２Ｒｎｎ＋

２μ
ｂ２ｎ
（１８）

　Ｈｅｎｃｅ，Ｅｑ．（１５）ａｎｄＥｑ．（１６）ａｒｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄａｓ
　Ｑｂｉ＋ｇｙ′＋Ｈｙ′Δｙ′＝０，Ｑ

Ｔｙ′＋ｋｂｉ＋ＬｂｉΔｂｉ＝０ （１９）

５７４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ



　ＳｏｌｖｉｎｇＥｑ．（１９），ｗｅｈａｖｅ

Δｙ′＝－（Ｈｙ′）
－１（Ｑｂｉ＋ｇｙ′），Δｂｉ＝

－（ＱＴｙ′＋ｋｂｉ）
Ｌｂｉ

（２０）

　ＢｙｕｐｄａｔｉｎｇＥｑ．（２０），ｗｅｏｂｔａｉｎａｂｅｔｔｅｒｓｏｌｕｔｉｏｎＢａｓ
ｙ′ｊｉ＝ｙ′ｊｉ＋ｓΔｙ′ｊｉ，ｂｉ＝ｂｉ＋ｓΔｂｉ （２１）

ｗｈｅｒｅｓｉｓｔｈｅｓｔｅｐｓｉｚｅ．ＩｆｔｈｅｒａｎｋｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎＢｉｓ
ｏｎｅ，ｔｈｅｒｅｌａｘａｔｉｏｎｉｓｔｉｇｈｔａｎｄｔｈｅｖｅｃｔｏｒｂｓａｔｉｓｆｙｉｎｇＢ
＝ｂｂＴｉｓｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（４）．Ｗｈｅｎｔｈｅｒａｎｋ
ｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎＢｉｓｌａｒｇｅｒｔｈａｎｏｎｅ，ａｌｅａｄｉｎｇｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒ
ｂｏｆＢｉｓｕｓｅｄａｓａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅ
ｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｉｇｎａｌｂｙｘ^＝Ａｄｉａｇ（ｕ）ｂ．
　Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｓｕｍｍａｒｉｚｅｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄＭａｇｎｉ
ｔｕｄｅＣｕｔｍｅｔｈｏｄ．Ａｆｔｅｒｗｅｏｂｔａｉｎｘ^ｂｙＥｑｓ．（１７）ｔｏ（２１），
ｗｅｓｅｔＸ０＝Ａ^ｘ∈Ｆ，ｗｈｅｒｅｓｅｔＦｓａｔｉｓｆｉｅｓＥｑ．（１），ａｓｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎｍｅｔｈｏｄ［１５］
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