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ｐｒｏｄｕｃｔｗｉｔｈｔｒｉｖｉａｌａｃｔｉｏｎａｎｄａｃａｔｅｇｏｒｙｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ
ｗｈｉｃｈｉｓａｌｓｏａｌｅｆｔＡｍｏｄｕｌｅ，ｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅｍａｐ．
　Ｐｒｏｏｆ　 Ｄｅｆｉｎｅφ：Ａ＃σＨ→ Ａτ［Ｈ］ｂｙ ｙｆｘ＃ｈ→

∑ｙ
ｆｘｕｘ（ｈ１）ｈ２．Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｏｎｆｉｒｍｔｈａｔφｉｓａｌｅｆｔ

ＡｍｏｄｕｌｅａｎｄａｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅｍａｐ．Ｔｈｅｎｄｅｆｉｎｅψ：
Ａτ［Ｈ］→Ａ＃σＨｂｙｙｆｘｈ→∑ｙ

ｆｘｕ
－１
ｘ （ｈ１）＃ｈ２．

　Ｉｔｉｓｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄｔｏｃｏｎｆｉｒｍｔｈａｔφａｎｄａｒｅｉｎｖｅｒ
ｓｅｓ．Ｗｅｓｈｏｗｔｈａｔφｉｓａｎａｌｇｅｂｒａｍａｐ．Ｆｏｒａｎｙｚｆｙ，ｙｇｘ
ｉｎＡ，ａｎｄｈ，ｋ∈Ｈ，

φ［（ｚｆｙ＃ｈ）（ｙｇｘ＃ｋ）］＝ [φ ∑ｚ
ｆｙ（ｈ１·ｙｇｘ）σｘ（ｈ２，ｋ１）＃ｈ３ｋ]２ ＝

　∑ｚ
ｆｙ（ｈ１·ｙｇｘ）σｘ（ｈ２，ｋ１）ｕｘ（ｈ３ｋ２）ｈ４ｋ３＝

　∑ｚ
ｆｙｕｙ（ｈ１）ｙｇｘｕ

－１
ｘ （ｈ２）σｘ（ｈ３，ｋ１）ｕｘ（ｈ４ｋ２）ｈ５ｋ３＝

　∑ｚ
ｆｙｕｙ（ｈ１）ｙｇｘｕｘ（ｋ１）τｘ（ｈ２，ｋ２）ｈ３ｋ３＝

[　 ∑ｚ
ｆｙｕｙ（ｈ１）ｈ ] [２ ∑ｙ

ｇｘｕｘ（ｋ１）ｋ]２ ＝

　φ（ｚｆｙ＃ｈ）φ（ｙｇｘ＃ｋ）

　ＳｉｎｃｅＡτ［Ｈ］Ａ＃σＨａｓｃａｔｅｇｏｒｉｅｓ，ｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎ
Ａτ［Ｈ］ｉｓａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅａｎｄτｉｓａｃｏｃｙｃｌｅ．
　Ｎｏｗｗｅｇｉｖｅｓｏｍｅｎｅｃｅｓｓａｒｙａｎｄｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｆｏｒｔｈｅｔｗｏｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔｓｔｏｂｅｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ１　ＬｅｔＡｂｅａｋｌｉｎｅａｒｃａｔｅｇｏｒｙａｎｄＨｂｅａ
Ｈｏｐｆａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｔｗｏｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔａｃｔｉｏｎｓｈｙｆｘ｜→
ｈ·ｙｆｘａｎｄｈｙｆｘ｜→ｈｙｆｘｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｗｏｃｏｃｙｃｌｅｓ
σ，σ′：ＨＨ→Ａ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ａｓｓｕｍｅｔｈａｔ

φ：Ａ＃σＨ→Ａ＃′σ′Ｈ

ｉｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆｌｉｎｅａｒｃａｔｅｇｏｒｙ，ｗｈｉｃｈｉｓａｌｓｏａｌｅｆｔ
ＡｍｏｄｕｌｅａｎｄａｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄｕｌｅｍａｐ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａ
ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｏｆｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｍａｐｓｕ＝｛ｕｘ｝ｘ∈Ａ０∈Ｈｏｍ（Ｈ，Ａ）
ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒａｎｙｙｆｘ∈ｙＡｘ，ｈ，ｋ∈Ｈ，
　１）φ（ｙｆｘ＃ｈ）＝∑ｙ

ｆｘｕｘ（ｈ１）＃′ｈ２；

　２）ｈｙｆｘ ＝∑ｕ－１ｙ（ｈ１）（ｈ２·ｙｆｘ）ｕｘ（ｈ３）；
　３）σ′ｘ（ｈ，ｋ）＝∑ｕ－１ｘ（ｈ１）［ｈ２·ｕ－１ｘ（ｋ１）］σｘ（ｈ３，ｋ２）ｕｘ（ｈ４ｋ３）．
　Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙｇｉｖｅｎａｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｏｆｍａｐｓｕ＝｛ｕｘ｝ｘ∈Ａ０∈
Ｈｏｍ（Ｈ，Ａ）ｓｕｃｈｔｈａｔ２）ａｎｄ３）ｈｏｌｄ，ｔｈｅｎｔｈｅｍａｐφ
ｉｎ１）ｉｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｄｅｆｉｎｅｕｘ∈Ｈｏｍ（Ｈ，ｘＡｘ）ｂｙｕｘ（ｈ）＝（ｉｄ
ε）φ（１ｘｈ）ｆｏｒａｎｙｈ∈Ｈ．Ｔｈｅｎ

（ｉｄε）φ（ｙｆｘ＃ｈ）＝（ｉｄ）｛（ｙｆｘ１）［φ（１ｘ＃ｈ）］｝＝

ｙｆｘｕｘ（ｈ）

ａｓφｉｓａｌｅｆｔＡｍｏｄｕｌｅｍａｐ．ＳｉｎｃｅφｉｓａｒｉｇｈｔＨｃｏｍｏｄ
ｕｌｅｍａｐ，ｗｅｈａｖｅ

（ｉｄΔ）φ＝（φｉｄ）（ｉｄΔ）

　Ａｐｐｌｙｉｄεｉｄｔｏｂｏｔｈｓｉｄｅｓｏｆｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｌｅｆｔ
ｓｉｄｅｂｅｃｏｍｅｓφ，ａｎｄｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｂｅｃｏｍｅｓ［（ｉｄε）
φｉｄ］（ｉｄΔ），ｗｈｉｃｈｅｖａｌｕａｔｅｄａｔｙｆｘ＃ｈｉｓ

∑（ｉｄε）φ（ｙｆｘ＃ｈ１）ｈ２ ＝∑ｙ
ｆｘｕｘ（ｈ１）ｈ２

Ｔｈｉｓｐｒｏｖｅｓ１）．
　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｉｆφ－１：Ａ＃′σＨ→Ａ＃σ′Ｈｉｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ
ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｔｈｅｓａｍｅｈｙｐｏｔｈｅｓｅｓｏｆφ，ｗｅｍａｙｓｅｔｖｘ（ｈ）＝
（ｉｄε）φ－１（１ｘｈ）ａｎｄｃｏｎｃｌｕｄｅａｓａｂｏｖｅｔｈａｔφ

－１（ｙｆｘ
＃′ｈ）＝∑ｙ

ｆｘｖｘ（ｈ１）＃ｈ２．Ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔｖ＝ｕ
－１．

１ｘ＃ｈ＝φ
－１φ（１ｘ＃ｈ）＝φ

－ [１ ∑ｕｘ（ｈ１）＃′ｈ ]２ ＝

∑ｕｘ（ｈ１）ｖ（ｈ２）＃ｈ３
　Ａｐｐｌｙｉｎｇｉｄεｔｏｂｏｔｈｓｉｄｅｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎ∑ｕｘ（ｈ１）ｖｘ（ｈ２）
＝ε（ｈ）１ｘ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙｗｅｏｂｔａｉｎ∑ｖｘ（ｈ１）ｕｘ（ｈ２）＝ε（ｈ）１ｘ，
ａｎｄｔｈｕｓｖ＝ｕ－１．
　Ｎｏｗｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎφ－１［（ｚｇｙ＃′ｈ）（ｙｆｘ＃′ｋ）］＝φ

－１·

（ｚｇｙ＃′ｈ）φ
－１（ｙｆｘ＃′ｋ）ｂｅｃｏｍｅｓ

　∑ｚ
ｇｙ（ｈ１ｙｆｘ）σ′ｘ（ｈ２，ｋ１）ｖｘ（ｈ３ｋ２）＃ｈ４ｋ３ ＝

　 　∑ｚ
ｇｙｖｙ［（ｈ１）（ｈ２·ｙｆｘｖｘ（ｋ１）］σｘ（ｈ３，ｋ２）＃ｈ４ｋ３

Ｓｅｔｘ＝ｙ＝ｚａｎｄｆ＝ｇ＝１ｘ，ａｎｄａｐｐｌｙｉｄεｔｏｂｏｔｈ
ｓｉｄｅｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

∑σ′ｘ（ｈ１，ｋ１）ｖｘ（ｈ２ｋ２）＝∑ｖｘ｛（ｈ１）［ｈ２·ｖｘ（ｋ１）］｝σｘ（ｈ３，ｋ２）
　Ｔｈｉｓｐｒｏｖｅｓ３）ａｆｔｅｒｉｎｖｅｒｔｉｎｇｖｘ（ｈｋ）ａｎｄｕｓｉｎｇｖ
＝ｕ－１．
　Ａｇａｉｎｕｓｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｙ＝ｚ，ｇ＝１ｚａｎｄｋ
＝１，ａｎｄａｐｐｌｙｉｎｇｉｄεｔｏｂｏｔｈｓｉｄｅｓ，ｗｅｈａｖｅ

∑（ｈ１ｙｆｘ）ｖｘ（ｈ２）＝∑ｖｙ（ｈ１）（ｈ２·ｙｆｘ）
Ｉｎｖｅｒｔｉｎｇｖ，ｗｅｏｂｔａｉｎ２）．
　ＴｈｅｃｏｎｖｅｒｓｅｆｏｌｌｏｗｓａｓｉｎｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１．

３　ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭａｓｃｈｋｅＴｈｅｏｒｅｍ

　ＲｅｃａｌｌｆｒｏｍＲｅｆ．［５］ｔｈａｔｆｏｒａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔｃａｔｅｇｏ
ｒｙＡ＃σＨ，ｔｈｅｆａｍｉｌｙｏｆｍａｐｓγｘ：Ｈ→ｘＡｘ＃σｘＨｇｉｖｅｎｂｙ
ｈ｜→１ｘ＃ｈｉｓｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｉｎＨｏｍ（Ｈ，ｘＡｘ＃σｘＨ）．Ｔｈｅｎｂｙｔｈｅ
ｅｑｕａｔｉｏｎ

（１ｙ＃ｈ）（ｙｆｘ＃１）＝∑（ｈ１·ｆ）＃ｈ２
ｄｅｎｏｔｉｎｇｆ＝ｆ＃１，ｗｅｈａｖｅ

ｈ·ｆ＝∑γｙ（ｈ１）ｆγ－１ｘ（ｈ２） （４）

ｆｏｒａｎｙｈ∈Ｈａｎｄｆ∈ｙＡｘ．

９５２　ＥｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｏｆｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔｏｆｌｉｎｅａｒｃａｔｅｇｏｒｉｅｓａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＭａｓｃｈｋｅｔｈｅｏｒｅｍ



　ＲｅｃａｌｌＲｅｆ．［８］，ｌｅｔＡｂｅａｋｌｉｎｅａｒｃａｔｅｇｏｒｙ．Ａｌｅｆｔ
ｍｏｄｕｌｅｏｖｅｒＡｉｓａｆａｍｉｌｙｏｆｌｉｎｅａｒｓｐａｃｅｓＭ＝｛ｘＭ｝ｘ∈Ａ０
ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍａｐｓ·：ｙＡｘｘＭ→ｙＭｓａｔｉｓ
ｆｙｉｎｇ

ｚｆｙ·（ｙｇｘ·ｍ）＝ｆｇ·ｍ　　１ｘ·ｍ＝ｍ

ＡｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆｔｈｅｌｅｆｔＡｍｏｄｕｌｅｉｓａｆａｍｉｌｙｏｆｌｉｎｅａｒ
ｍａｐｓｕ＝｛ｘｕ：ｘＭ→ｘＮ｝ｘ∈Ａ０ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

ｙｕ（ｆ·ｍ）＝ｆ·ｘｕ（ｍ）

ｆｏｒａｎｙｆ∈ｙＡｘａｎｄｍ∈ｘＭ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２　ＬｅｔＡ＃σＨｂｅａｃｒｏｓｓｅｄｐｒｏｄｕｃｔｃａｔｅｇｏ
ｒｙｆｏｒａｆｉｎｉｔｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ，ｓｅｍｉｓｉｍｐｌｅＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａＨ．
ＩｆＶ∈Ａ＃σＨＭａｎｄＷＶｉｓａｓｕｂｍｏｄｕｌｅｓｕｃｈｔｈａｔＷｈａｓａ
ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｉｎＡＭ，ｔｈｅｎＷｈａｓａｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｉｎＡ＃σＨＭ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔπ：Ｖ→ＷｂｅａｎＡｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｗｉｔｈπｘ：ｘＶ

→ｘＷ．Ｃｈｏｏｓｅｔ∈∫
ｒ

Ｈ
ｗｉｔｈε（ｔ）＝１．Ｄｅｆｉｎｅ珟π：Ｖ→Ｗｂｙ

珟πｘ（ｖ）＝∑γ－１ｘ（ｔ１）πｘ［γｘ（ｔ２）·ｖ］
ｆｏｒａｎｙｘ∈Ａ０ａｎｄｖ∈ｘＶ．
　Ｆｉｒｓｔ，ｆｏｒａｎｙｆ∈ｙＡｘａｎｄｖ∈ｘＶ

πｙ（ｆ·ｖ）＝∑γ－１ｙ（ｔ１）πｙ［γｙ（ｔ２）·（ｆ·ｖ）］＝
∑γ－１ｙ（ｔ１）πｙ［（ｔ２·ｆ）γｘ（ｔ３）·ｖ］＝
∑γ－１ｙ（ｔ１）（ｔ２·ｆ）πｘ［γｘ（ｔ３）·ｖ］＝
∑ｆγ－１ｙ（ｔ１）πｘ［γｘ（ｔ２）·ｖ］＝ｆ珟π（ｖ）

ｗｈｅｒｅｔｈｅｓｅｃｏｎｄｉｄｅｎｔｉｔｙｕｓｅｓＥｑ．（４），ａｎｄｔｈｅｔｈｉｒｄ
ｉｄｅｎｔｉｔｙｉｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙπｂｅｉｎｇＡｌｉｎｅａｒ．
　Ｔｏｓｈｏｗｔｈａｔ珟πｉｓａｌｓｏａｎＨｍａｐ，ｆｉｒｓｔｗｅｈａｖｅ

ｈΔ（ｔ）＝∑ｈ１Δ［ｔε（ｈ２）］＝∑ｈ１ｔ１ｈ２ｔ２ｈ３
Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｈ∈Ｈａｎｄｖ∈ｘＶ．

珟π［γｘ（ｈ）·ｖ］＝∑γ－１ｘ（ｔ１）πｘ［γｘ（ｔ２）γｘ（ｈ）·ｖ］＝

∑γ－１ｘ（ｔ１）πｘ［σｘ（ｔ２，ｈ１）γｘ（ｔ３ｈ２）·ｖ］＝
∑γ－１ｘ（ｔ１）σｘ（ｔ２，ｈ１）πｘ［γｘ（ｔ３ｈ２）·ｖ］＝
∑γｘ（ｈ１）γ－１ｘ（ｔ１ｈ２）πｘ［γｘ（ｔ２ｈ３）·ｖ］＝
∑γｘ（ｈ）γ－１ｘ（ｔ１）πｘ［γｘ（ｔ２）·ｖ］＝
γｘ（ｈ）珟πｘ（ｖ）

Ｔｈｕｓ珟πｉｓａｌｅｆｔＡ＃σＨｍａｐ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｉｆＷ∈ｘＷ，ｔｈｅｎｉｔｉｓ
ｅａｓｙｔｏｃｏｎｆｉｒｍｔｈａｔ珟π（ｗ）＝ｗ．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［１］ＣｏｈｅｎＭ，ＭｏｎｔｇｏｍｅｒｙＳ．Ｇｒｏｕｐｇｒａｄｅｄｒｉｎｇｓ，ｓｍａｓｈ

ｐｒｏｄｕｃｔｓ，ａｎｄｇｒｏｕｐａｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆＡｍｅｒｉ
ｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９８７，２８２（１）：２３７ ２５８．
ＤＯＩ：１０．２３０７／２０００３７１．

［２］ＭａｒｃｅｌｏＭＳＡ，ＢａｔｉｓｔａＥ．Ｅｎｖｅｌｏｐｉｎｇａｃｔｉｏｎｓｆｏｒｐａｒｔｉａｌ
Ｈｏｐｆａｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＡｌｇｅｂｒａ，２０１０，３８
（８）：２８７２ ２９０２．ＤＯＩ：１０．１０８０／００９２７８７０９０３０９５５８２．
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线性范畴交叉积等价及广义 Ｍａｓｃｈｋｅ定理
鹿道伟　　王栓宏

（东南大学数学系，南京２１１１８９）

摘要：给出了 Ｈｏｐｆ代数与线性范畴２个不同交叉积之间等价的充要条件，并推广了 Ｍａｓｃｈｋｅ定理．基于经
典Ｈｏｐｆ代数的方法，首先设Ａ为ｋ线性范畴且Ｈ为Ｈｏｐｆ代数，则２个交叉积 Ａ＃σＨ与 Ａ＃′σ′Ｈ在某些条件
下是同构的．其次设Ａ＃σＨ为有限维半单Ｈｏｐｆ代数Ｈ的交叉积范畴．若Ｖ为左Ａ＃σＨ模且ＷＶ为Ｖ的子
模，Ｗ作为左Ａ模在Ｖ中有补，则Ｗ作为左Ａ＃σＨ模在Ｖ中有补．
关键词：线性范畴；内作用；交叉积；广义Ｍａｓｃｈｋｅ定理
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