
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牗ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ牘　Ｖｏｌ．３３牞Ｎｏ．３牞ｐｐ．３８２ ３８６ Ｓｅｐｔ．２０１７　ＩＳＳＮ１００３—７９８５

ＳｏｍｅａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ
ｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ

ＧｕｏＬｉ１牞２　 ＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ１　 ＺｏｕＨｏｎｇｌｉｎ１

牗１ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ牞ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牞Ｎａｎｊｉｎｇ２１１１８９牞Ｃｈｉｎａ牘
牗２ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ牞ＢｅｉｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牞Ｊｉｌｉｎ１３２０１３牞Ｃｈｉｎａ牘

Ａｂｓｔｒａｃｔ牶Ｌｅｔａ牞ｂｂｅｔｗｏｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ
ｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ．Ａｎｅｘｐｌｉｃｉｔｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｆｏｒｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅｓｕｍａ＋ｂｉｎｔｅｒｍｓｏｆａ牞ｂ牞
ａｄ牞ｂｄｉｓｇｉｖｅｎ．ＴｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｆｏｒｔｈｅｓｕｍｏｆ
ｔｗｏｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｉｓｓｔｕｄｉｅｄｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍｏｆｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ．Ｉｔｉｓｆｉｒｓｔｐｒｏｖｅｄｔｈａｔａ＋ｂ∈Ａｑｎｉｌｕｎｄｅｒ
ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｔｈａｔａ牞ｂ∈Ａｑｎｉｌ牞ａｂａ＝０ａｎｄａｂ２＝０ａｎｄｔｈｅｎｔｈｅ
ｅｘｐｌｉｃｉｔｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅ
ｓｕｍａ＋ｂｕｎｄｅｒｓｏｍｅｎｅｗｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｇｉｖｅｎ．Ａｌｓｏ牞ｓｏｍｅ
ｋｎｏｗｎｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｅｘｔｅｎｄｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ牶ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ牷Ｂａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ牷
ｎｉｌｐｏｔｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔ牷ｑｕａｓｉｎｉｌｐｏｔｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔ
ＤＯＩ牶１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００３－７９８５．２０１７．０３．０２０

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ２０１６１２１６．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ牶ＧｕｏＬｉ牗１９８０—牘牞ｆｅｍａｌｅ牞ｄｏｃｔｏｒ牞ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ牞
ｇｕｏｍｉｎｇｌｉ９５＠１６３．ｃｏｍ．
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｉｔｅｍｓ牶ＴｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ
牗Ｎｏ．１１３７１０８９牞１１３７１１６５牘牞ｔｈｅＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＪｉｌｉｎ
Ｐｒｏｖｉｎｃｅ牗Ｎｏ．２０１６０１０１２６４ＪＣ牘牞ｔｈｅＳｐｅｃｉａｌｉｚｅｄＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｆｏｒｔｈｅ
ＤｏｃｔｏｒａｌＰｒｏｇｒａｍｏｆＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎ牗Ｎｏ．２０１２００９２１１００２０牘牞ｔｈｅＮａｔ
ｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ牗Ｎｏ．ＢＫ２０１４１３２７牘牞ｔｈｅ
ＦｕｎｄａｍｅｎｔａｌＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅＣｅｎｔｒａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ牞ｔｈｅＦｏｕｎｄａ
ｔｉｏｎｏｆＧｒａｄｕａｔｅＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＰｒｏｇｒａｍｏｆＪｉａｎｇｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ牗Ｎｏ．ＫＹＺＺ１５
００４９牘．
Ｃｉｔａｔｉｏｎ牶ＧｕｏＬｉ牞ＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ牞ＺｏｕＨｏｎｇｌｉｎ．Ｓｏｍｅａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓ
ｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ犤Ｊ犦．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＳｏｕｔｈｅａｓｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ牗ＥｎｇｌｉｓｈＥｄｉｔｉｏｎ牘牞２０１７牞３３牗３牘牶３８２ ３８６．ＤＯＩ牶
１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００３－７９８５．２０１７．０３．０２０．

Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｉｓｐａｐｅｒ牞ＡｄｅｎｏｔｅｓａｕｎｉｔａｌＢａｎａｃｈａｌ
ｇｅｂｒａｗｉｔｈ１．Ｆｏｒａ∈Ａ牞ｗｅｕｓｅσ牗ａ牘ｔｏｄｅｎｏｔｅｔｈｅ

ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆａ．Ａｎｅｌｅｍｅｎｔａ∈Ａｉｓｃａｌｌｅｄｑｕａｓｉｎｉｌｐｏｔｅｎｔ
ｉｆｔｈｅｓｐｅｃｔｒｕｍσ牗ａ牘＝狖０狚．ＬｅｔＡ－１牞ＡｎｉｌａｎｄＡｑｎｉｌｄｅｎｏｔｅ
ｔｈｅｓｅｔｓｏｆａｌｌｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ牞ｎｉｌｐｏｔｅｎｔａｎｄｑｕａｓｉｎｉｌｐｏｔｅｎｔｅｌｅ
ｍｅｎｔｓｉｎＡ牞ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．ＴｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ犤１犦ｏｆａｎｅｌｅ
ｍｅｎｔａ∈Ａｉｓｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｘ∈Ａ牞ｗｈｉｃｈｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇｔｈｒｅｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ牶

ａｘ＝ｘａ牞ｘａｘ＝ｘ牞ａ－ａ２ｘ∈Ａｎｉｌ

　ＴｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆａ∈ＡｉｓｄｅｎｏｔｅｄｂｙａＤｉｆｉｔｅｘｉｓｔｓ
ａｎｄｉｔｉｓｕｎｉｑｕｅ．ＴｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎ
ｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＫｏｌｉｈａ犤２犦．
Ａｎｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔｐ∈Ａｉｓａｓｐｅｃｔｒａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｏｆａ
∈Ａｉｆａｐ＝ｐａ∈Ａｑｎｉｌａｎｄａ＋ｐ∈Ａ－１．Ｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｐ
ａｂｏｖｅｉｓｕｎｉｑｕｅｉｆｉｔｅｘｉｓｔｓａｎｄｉｔｉｓｄｅｎｏｔｅｄａｓａπ．Ｉｆａπ

ｅｘｉｓｔｓ牞ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆａｎｅｌｅｍｅｎｔａ∈Ａ

ｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓａｄ＝牗ａ＋ａπ牘－１牗１－ａπ牘＝牗１－ａπ牘牗ａ＋
ａπ牘－１．ＬｅｔＡｄｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎ
ｖｅｒｓｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎＡ．Ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔａπ＝１－ａａｄ．Ｆｒｏｍ
ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ牞ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆａ∈Ａｉｓ
ａｌｓｏｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄａｓｔｈｅｕｎｉｑｕｅｅｌｅｍｅｎｔｘ∈Ａｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ

ａｘ＝ｘａ牞ｘａｘ＝ｘ牞ａ－ａ２ｘ∈Ａｑｎｉｌ

　ＴｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｓｆｉｒｓｔｓｔｕｄｉｅｄｂｙＤｒａｚｉｎ犤１犦ｉｎａｓｓｏ
ｃｉａｔｉｖｅｒｉｎｇｓａｎｄｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ．ＴｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎ
ｖｅｒｓｅｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｆｏｒｒｉｎｇｓｂｙＨａｒｔｗｉｇ犤３犦ａｎｄｆｏｒＢａ
ｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｓｂｙＫｏｌｉｈａ犤２犦．ＴｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅａｎｄｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｓａｎｄｔｈｅｉｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓａｒｅｖｅｒｙ
ｉｍｐｏｒｔａｎｔｉｎｖａｒｉｏｕｓａｐｐｌｉｅｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｆｉｅｌｄｓｓｕｃｈａｓ
ｓｉｎｇｕｌａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ牞ｓｉｎｇｕｌａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａ
ｔｉｏｎｓ牞Ｍａｒｋｏｖｃｈａｉｎｓ牞ｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｓｏｏｎ犤４６犦．
　Ｉｎ１９５８牞Ｄｒａｚｉｎ犤１犦ｆｉｒｓｔｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒ
ｔｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅｓｕｍｏｆｔｗｏＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｅｌ
ｅｍｅｎｔｓｉｎａｒｉｎｇａｎｄｐｒｏｖｅｄｔｈａｔ牗ａ＋ｂ牘Ｄ＝ａＤ＋ｂＤｕｎｄｅｒ
ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｂ＝ｂａ＝０．Ｌａｔｅｒ牞Ｋｏｌｉｈａ犤２犦ｇａｖｅｔｈｅｒｅｐｒｅ
ｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆ牗ａ＋ｂ牘ｄｕｎｄｅｒｔｈｅｓａｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎａＢａ
ｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ．Ｉｎ２００１牞Ｈａｒｔｗｉｇｅｔａｌ．犤７犦ｇａｖｅｔｈｅｆｏｒｍｕｌａ
牗Ｐ＋Ｑ牘Ｄ ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎＰＱ＝０．ＣｖｅｔｋｏｖｉＩｌｉｅｔ
ａｌ．犤８犦ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＲｅｆ．犤７犦ｔｏｂｏｕｎｄｅｄｌｉｎｅａｒ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓｉｎａｎａｒｂｉｔｒａｒｙｃｏｍｐｌｅｘＢａｎａｃｈｓｐａｃｅ．Ｉｎ２００４牞
ＧｏｎｚｌｅｚａｎｄＫｏｌｉｈａ犤９犦ｇａｖｅｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｆｏｒ牗ａ＋ｂ牘ｄｕｎ
ｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｂπ＝ａ牞ａπｂ＝ｂａｎｄｂπａｂａπ＝０ｗｈｉｃｈ
ａｒｅｗｅａｋｅｒｔｈａｎａｂ＝０ｉｎＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｓ．Ｉｎ２０１０牞
ＤｅｎｇａｎｄＷｅｉ犤１０犦ｄｅｒｉｖｅｄａｒｅｓｕｌｔｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎＰＱ
＝ＱＰ牞ｗｈｅｒｅＰ牞Ｑａｒｅｂｏｕｎｄｅｄｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒｓ．Ｉｎ
２０１１牞ＣｖｅｔｋｏｖｉＩｌｉｅｔａｌ．犤１１犦ｅｘｔｅｎｄｅｄｔｈｅｒｅｓｕｌｔｏｆＲｅｆ．
犤１０犦ｔｏＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｓ．Ｌｉｕｅｔａｌ．犤１２犦ｄｅｄｕｃｅｄｔｈｅｅｘ
ｐｌｉｃｉｔｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｆｏｒ牗ａ＋ｂ牘Ｄｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａ２ｂ＝
ａｂａａｎｄｂ２ａ＝ｂａｂ牞ｗｈｅｒｅａａｎｄｂａｒｅｃｏｍｐｌｅｘｍａｔｒｉｃｅｓ．
Ｒｅｃｅｎｔｌｙ牞Ｚｏｕｅｔａｌ．犤１３犦ｓｔｕｄｉｅｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ
ｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ．
ＭｏｒｅｒｅｓｕｌｔｓｏｎｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｃａｎｂｅ
ｆｏｕｎｄｉｎＲｅｆｓ．犤１４ １５犦．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ牞ｗｅｆｉｒｓｔｐｒｏｖｅ
ｔｈａｔａ＋ｂ∈Ａｑｎｉｌｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｔｈａｔａ牞ｂ∈Ａｑｎｉｌ牞ａｂａ
＝０ａｎｄａｂ２＝０．Ｔｈｅｎ牞ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｏｍｅｎｅｗｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓａｎｄｇｉｖｅｔｈｅｅｘｐｌｉｃｉｔｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
Ｄｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅｓｕｍａ＋ｂ牞ｗｈｅｒｅａ牞ｂａｒｅｇｅｎｅｒａｌ
ｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｓｉｎＡ．Ａｓｃｏｒｏｌｌａｒｉｅｓ牞ｍａｎｙｒｅｓｕｌｔｓ
ｉｎＲｅｆｓ．犤７ ９牞１４犦ａｒｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ．
　ＬｅｔＰ＝牗ｐ１牞ｐ２牞爥牞ｐｎ牘ｂｅａｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍｏｆｉｄｅｍｐｏ



ｔｅｎｔｓｉｎＡｉｆｐｉｐｊ＝δｉ牞ｊｐｉｆｏｒｉ牞ｊ＝１牞２牞爥牞ｎａｎｄ∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１．

ＧｉｖｅｎａｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍＰｏｆｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｉｎＡ牞ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒ
ｔｈｅｓｅｔＭｎ牗Ａ牞Ｐ牘Ｍｎ牗Ａ牘ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌｍａｔｒｉｃｅｓＭ＝
犤ａｉｊ犦

ｎ
ｉ牞ｊ＝１ｗｉｔｈｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎＡｓｕｃｈｔｈａｔａｉｊ∈ｐｉＡｐｊｆｏｒａｌｌｉ牞

ｊ∈狖１牞２牞爥牞ｎ狚．ＦｏｌｌｏｗｉｎｇＲｅｆ．犤９犦牞ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔ
Ｍｎ牗Ａ牞Ｐ牘ｉｓａｕｎｉｔａｌＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｕｎｉｔ．Ａｌｓｏ牞ｉｔｉｓ
ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔ牶Ａ→Ｍｎ牗Ａ牞Ｐ牘ｇｉｖｅｎｂｙ

牗ｘ牘＝

ｐ１ｘｐ１ ｐ１ｘｐ２ 爥 ｐ１ｘｐｎ
ｐ２ｘｐ１ ｐ２ｘｐ２ 爥 ｐ２ｘｐｎ
  

ｐｎｘｐ１ ｐｎｘｐ２ 爥 ｐｎｘｐ











ｎ

ｉｓａｎｉｓｏｍｅｔｒｉｃＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．
　Ｉｆａ∈ＡｉｓａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ牞ｌｅｔｐ＝ａａｄ

ａｎｄｔｈｅｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍｉｓＰ＝牗ｐ牞１－ｐ牘．Ｔｈｅｎ牞ｗｅｈａｖｅ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｍａｔｒｉｘｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ牶

ａ＝
ａ１１ ０
０ ａ[ ]

２２
牞ａｄ＝

ａ－１１１ ０[ ]０ ０
牞ａπ＝ ０ ０[ ]０ １

ｗｈｅｒｅａ１１∈牗ｐＡｐ牘
－１ａｎｄａ２２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－ｐ牘牘

ｑｎｉｌ．

１　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｙ

　Ｌｅｍｍａ１犤９犦　Ｌｅｔｐ２＝ｐ牞ｘ牞ｙ∈Ａａｎｄｌｅｔｘ＝
ａ ｃ
０[ ]ｂ牞

ｙ＝ ｂ ０[ ]ｃ ａ ｒｅｌａｔｉｖｅｔｏａｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍｏｆｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ牗ｐ牞１

－ｐ牘ｆｏｒｘａｎｄ牗１－ｐ牞ｐ牘ｆｏｒｙ．
　１牘Ｉｆａ∈牗ｐＡｐ牘ｄａｎｄｂ∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－ｐ牘牘ｄ牞ｔｈｅｎｘ牞ｙ
∈Ａｄａｎｄ

ｘｄ＝ ａ
ｄ ｕ
０ ｂ[ ]ｄ 牞ｙｄ＝ ｂ

ｄ ０
ｕ ａ[ ]ｄ 牗１牘

ｗｈｅｒｅｕ＝∑
∞

ｎ＝０
牗ａｄ牘ｎ＋２ｃｂｎｂπ＋∑

∞

ｎ＝０
ａπａｎｃ牗ｂｄ牘ｎ＋２－ａｄｃｂｄ．

　２牘Ｉｆｘ∈Ａｄ犤ｒｅｓｐ．ｙ∈Ａｄ犦ａｎｄａ∈牗ｐＡｐ牘ｄ牞ｔｈｅｎｂ∈
牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－ｐ牘牘ｄ牞ｘｄ犤ｒｅｓｐ．ｙｄ犦ｉｓｇｉｖｅｎｂｙＥｑ．牗１牘．
　Ｌｅｍｍａ２犤９犦　Ｌｅｔａ牞ｂ∈Ａｑｎｉｌ．Ｉｆａｂ＝０牞ｔｈｅｎａ＋ｂ∈
Ａｑｎｉｌ．
　Ｌｅｍｍａ３犤９犦　Ｌｅｔａ牞ｂ∈Ａｄａｎｄａｂ＝０牞ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄ

ａｎｄ

牗ａ＋ｂ牘ｄ ＝ｂπ∑
∞

ｎ＝０
ｂｎ牗ａｄ牘ｎ＋１＋∑

∞

ｎ＝０
牗ｂｄ牘ｎ＋１ａｎａπ

　Ｌｅｍｍａ４犤１３犦　Ｌｅｔａ牞ｂ∈Ａｄｓｕｃｈｔｈａｔａ２ｂ＝ａｂａａｎｄ
ｂ２ａ＝ｂａｂ牞ｔｈｅｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ牶

ａ＋ｂ∈Ａｄ牞１＋ａｄｂ∈Ａｄ牞ｃ＝ａａｄ牗ａ＋ｂ牘ｂｂｄ∈Ａｄ

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ牞ｗｅｈａｖｅ

牗ａ＋ｂ牘ｄ ＝ａｄ牗１＋ａｄｂ牘＋ａπｂ牗ａｄ牘２牗牗１＋ａｄｂ牘ｄ牘２＋

　∑
∞

ｎ＝０
牗ｂｄ牘ｎ＋１牗－ａ牘ｎａπ＋∑

∞

ｎ＝０
牗ｎ＋１牘ｂπａ牗ｂｄ牘ｎ＋２牗－ａ牘ｎａπ

２　ＭａｉｎＲｅｓｕｌｔｓ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ牞ｆｏｒａ牞ｂ∈Ａｄ牞ｗｅｗｉｌｌｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｓｏｍｅ
ｆｏｒｍｕｌａｅｏｆ牗ａ＋ｂ牘ｄｉｎｔｅｒｍｓｏｆａ牞ｂ牞ａｄａｎｄｂｄ．Ｂｅｆｏｒｅ
ｐｒｏｖｉｎｇｏｕｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓ牞ｗｅｎｅｅｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｒｅｓｕｌｔ．
　Ｌｅｍｍａ５　Ｌｅｔａ牞ｂ∈Ａｑｎｉｌ．Ｉｆａｂａ＝０牞ａｂ２＝０牞ｔｈｅｎａ
＋ｂ∈Ａｑｎｉｌ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍａ牞ｂ∈Ａｑｎｉｌ牞ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔａ２牞ｂ２∈Ａｑｎｉｌ．
Ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｂａ＝０ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔａｂ牞ｂａ∈ＡｎｉｌＡｑｎｉｌ．
Ｓｉｎｃｅｂａ∈Ａｑｎｉｌ牞ｂ２∈Ａｑｎｉｌａｎｄｂａｂ２＝０牞ｗｅｈａｖｅｂａ＋ｂ２

∈ＡｑｎｉｌｂｙＬｅｍｍａ２．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎａ２＋ａｂ∈
Ａｑｎｉｌ．Ａｌｓｏ牞ｎｏｔｅｔｈａｔ牗ａ＋ｂ牘２＝ａ２＋ａｂ＋ｂａ＋ｂ２＝牗ａ２＋
ａｂ牘＋牗ｂａ＋ｂ２牘ａｎｄ牗ａ２＋ａｂ牘牗ｂａ＋ｂ２牘＝ａ２ｂａ＋ａ２ｂ２＋
ａｂ２ａ＋ａｂ３＝０牞ｗｅｄｅｄｕｃｅｔｈａｔ牗ａ＋ｂ牘２＝牗ａ２＋ａｂ牘＋
牗ｂａ＋ｂ２牘∈ＡｑｎｉｌｂｙＬｅｍｍａ２ａｇａｉｎ牞ｗｈｉｃｈｙｉｅｌｄｓａ＋ｂ∈
Ａｑｎｉｌ．
　Ｎｅｘｔｗｅｓｔａｒｔｗｉｔｈａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｓｐｅｃｉａｌｃａｓｅｆｏｒｏｕｒ
ｍａｉｎｔｈｅｏｒｅｍ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｌｅｔａ∈Ａｑｎｉｌ牞ｂ∈Ａｄ．Ｉｆａｂπ＝ａ牞ｂπａｂａ＝
０ａｎｄｂπａｂ２＝０牞ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

牗ａ＋ｂ牘ｄ ＝ｂｄ＋∑
∞

ｎ＝０
牗ｂｄ牘ｎ＋２ａ牗ａ＋ｂ牘ｎ 牗２牘

　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ牞ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｂ∈Ａｑｎｉｌ牞ｔｈｅｎｂπ＝１牞ａｂａ
＝０ａｎｄａｂ２＝０．ＢｙＬｅｍｍａ５牞ａ＋ｂ∈Ａｑｎｉｌ．Ｅｑ．牗２牘
ｈｏｌｄｓａｓ牗ａ＋ｂ牘ｄ＝０．ＩｆｂＡｑｎｉｌ牞ｔｈｅｎｐ牶＝ｂｂｄ≠０．Ｗｅ
ｕｓｅａｍａｔｒｉｘｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｔｈｅｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍＰ
＝牗ｐ牞１－ｐ牘＝牗ｂｂｄ牞ｂπ牘ｏｆｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ牞ｗｈｅｒｅｐ≠０．

Ｗｅｈａｖｅｂ＝
ｂ１ ０
０ ｂ[ ]

２
ａｎｄａ＝

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ[ ]

２２
牞ｗｈｅｒｅｂ１∈

牗ｐＡｐ牘－１牞ｂ２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－ｐ牘牘
ｑｎｉｌ．Ｅｘｐｒｅｓｓｉｎｇｔｈｅ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｂπ＝ａｉｎａｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ牞ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔａ１１＝０
ａｎｄａ２１＝０．Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ牞ｗｅｗｒｉｔｅａ１牶＝ａ１２

ａｎｄａ２牶＝ａ２２．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅａ＋ｂ＝
ｂ１ ａ１
０ ａ２＋ｂ[ ]

２
．

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞ｉｆｗｅｅｘｐｒｅｓｓｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂπａｂａ＝０ａｎｄ
ｂπａｂ２＝０ｉｎａｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ牞ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔａ２ｂ２ａ２＝０
ａｎｄａ２ｂ

２
２＝０．Ｓｉｎｃｅａ∈Ａ

ｑｎｉｌ牞ｔｈｅｎａ２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－
ｐ牘牘ｑｎｉｌ．ＢｙＬｅｍｍａ５牞ａ２＋ｂ２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－ｐ牘牘

ｑｎｉｌ．
ＵｓｉｎｇＬｅｍｍａ１牞ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈａｔａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

牗ａ＋ｂ牘ｄ＝
ｂ１ ａ１
０ ａ２＋ｂ[ ]

２

ｄ

＝
ｂ－１１ ｕ[ ]０ ０

ｗｈｅｒｅｕ＝∑
∞

ｎ＝０
牗ｂ－１１牘

ｎ＋２ａ１牗ａ２＋ｂ２牘
ｎ．Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｒｉｇｈｔ

ｓｉｄｅｏｆＥｑ．牗２牘ｉｎｔｈｅｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ牞ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＥｑ．
牗２牘ｈｏｌｄｓ．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１犤９犦　Ｌｅｔａ∈Ａｑｎｉｌ牞ｂ∈Ａｄ．Ｉｆａｂπ＝ａａｎｄ
ｂπａｂ＝０牞ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

牗ａ＋ｂ牘ｄ ＝ｂｄ＋∑
∞

ｎ＝０
牗ｂｄ牘ｎ＋２ａ牗ａ＋ｂ牘ｎ

３８３　ＳｏｍｅａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ



　Ｅｘａｍｐｌｅ１　ＬｅｔＡｂｅｔｈｅａｌｇｅｂｒａｏｆａｌｌｃｏｍｐｌｅｘ３×３

ｍａｔｒｉｃｅｓ牞ａｎｄｌｅｔａ＝ｂ＝
０ １ ０
０ ０ １[ ]
０ ０ ０

．Ｔｈｅｎｗｅｃａｎｃｈｅｃｋ

ｔｈａｔａａｎｄｂｓａｔｉｓｆｙａ∈Ａｑｎｉｌ牞ａｂπ＝ａ牞ｂπａｂａ＝０ａｎｄ
ｂπａｂ２＝０牞ｂｕｔｂπａｂ≠０．
　Ｎｅｘｔ牞ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｏｕｒｍａｉｎｔｈｅｏｒｅｍ牞ｗｈｉｃｈｉｓａｇｅｎｅｒ
ａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆＴｈｅｏｒｅｍ３５ｉｎＲｅｆ．犤９犦．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ ２　Ｌｅｔａ牞ｂ∈Ａｄ．Ｉｆａｂπ ＝ａ牞ａπｂ＝ｂ牞
ｂπａｂａａπ＝０ａｎｄｂπａｂ２ａπ＝０牞ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

牗ａ＋ｂ牘ｄ ＝ｂｄａπ＋ｂπａｄ＋∑
∞

ｎ＝０
牗ｂｄ牘ｎ＋２ａ牗ａ＋ｂ牘ｎａπ＋

∑
∞

ｎ＝０
ｂπ牗ａ＋ｂ牘ｎｂ牗ａｄ牘ｎ＋２－∑

∞

ｎ＝０
牗ｂｄ牘ｎ＋２ａ牗ａ＋ｂ牘ｎｂａｄ－

∑
∞

ｎ＝０
ｂｄａ牗ａ＋ｂ牘ｎｂ牗ａｄ牘ｎ＋２－∑

∞

ｎ＝０
∑
∞

ｋ＝０
牗ｂｄ牘ｋ＋２ａ牗ａ＋ｂ牘ｎ＋ｋ＋１ｂ牗ａｄ牘ｎ＋２

牗３牘

　Ｐｒｏｏｆ　Ｉｆａ∈Ａｑｎｉｌ牞ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｓａｔｉｓｆｙＴｈｅｏｒｅｍ
１．ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ１牞Ｅｑ．牗３牘ｈｏｌｄｓ．Ｉｆａ∈Ａ－１牞ｔｈｅｎｂ＝
ａπｂ＝０＝ｂｄ牞ａｎｄｂπ＝１．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ牞Ｅｑ．牗３牘ｈｏｌｄｓ．
Ｔｈｕｓ牞ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔａｉｓｎｅｉｔｈｅｒｑｕａｓｉｎｉｌｐｏｔｅｎｔｎｏｒｉｎ
ｖｅｒｔｉｂｌｅ牞ａｎｄｕｓｅｔｈｅｍａｔｒｉｘｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｔｈｅｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍＰ＝牗ｐ牞１－ｐ牘＝牗ａａｄ牞ａπ牘ｏｆ

ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ牞ｗｈｅｒｅｐ≠０．Ｗｅｈａｖｅａ＝
ａ１ ０
０ ａ[ ]

２
ａｎｄｂ

＝
ｂ１１ ｂ１２
ｂ２１ ｂ[ ]

２２
牞ｗｈｅｒｅａ１∈牗ｐＡｐ牘

－１牞ａ２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－

ｐ牘牘ｑｎｉｌ．Ｓｉｎｃｅａπｂ＝ｂ牞ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｂ１１＝０牞ｂ１２＝０．
Ｗｒｉｔｅｂ１牶＝ｂ２１牞ｂ２牶＝ｂ２２．ＵｓｉｎｇＬｅｍｍａ１牞ｗｅｈａｖｅ

ｂ＝
０ ０
ｂ１ ｂ[ ]

２
牞ｂｄ＝

０ ０
牗ｂｄ２牘

２ｂ１ ｂｄ[ ]
２
牞ｂπ＝

ｐ ０
－ｂｄ２ｂ１ ｂπ２－[ ]ｐ

　Ｓｉｎｃｅａｂπ＝ａ牞ｗｅｈａｖｅａ２ｂ
ｄ
２ｂ１＝０ａｎｄａ２ｂ

π
２＝ａ２．Ｔｈｅ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｂπａｂａａπ ＝０ａｎｄｂπａｂ２ａπ ＝０ｇｉｖｅｔｈａｔｂπ２
ａ２ｂ２ａ２＝０ａｎｄｂ

π
２ａ２ｂ

２
２＝０．Ｓｉｎｃｅａ２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－

ｐ牘牘ｑｎｉｌ牞ａ２ｂ
π
２＝ａ２牞ｂ

π
２ａ２ｂ２ａ２＝０ａｎｄｂ

π
２ａ２ｂ

２
２＝０牞ａｐｐｌｙ

ｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ１ｔｏｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓａ２牞ｂ２牞ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔａ２
＋ｂ２∈牗牗１－ｐ牘Ａ牗１－ｐ牘牘

ｄａｎｄ

牗ａ２＋ｂ２牘
ｄ ＝ｂｄ２＋∑

∞

ｎ＝０
牗ｂｄ２牘

ｎ＋２ａ２牗ａ２＋ｂ２牘
ｎ

　ＢｙＬｅｍｍａ１牞ｗｅｈａｖｅ

牗ａ＋ｂ牘ｄ ＝
ａ１ ０
ｂ１ ａ２＋ｂ

[ ]
２

ｄ

＝
ａ－１１ ０
ｗ 牗ａ２＋ｂ２牘

[ ]ｄ

ｗｈｅｒｅｗ＝∑
∞

ｎ＝０
牗ａ２＋ｂ２牘

π牗ａ２＋ｂ２牘
ｎｂ１牗ａ

－１
１牘

ｎ＋２－牗ａ２＋

ｂ２牘
ｄｂ１ａ

－１
１．Ｓｉｎｃｅａ２ｂ

ｄ
２＝０牞ｗｅｈａｖｅ

牗ａ２＋ｂ２牘
π ＝１－牗ａ２＋ｂ２牘牗ａ２＋ｂ２牘

ｄ ＝１－牗ａ２＋ｂ２牘·

(　 ｂｄ２＋∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ２）

ｎ＋２ａ２（ａ２＋ｂ２） )ｎ ＝１－ｂ２ｂ
ｄ
２－

　∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ２）

ｎ＋１ａ２（ａ２＋ｂ２）
ｎ ＝ｂπ２ －∑

∞

ｎ＝０
（ｂｄ２）

ｎ＋１ａ２（ａ２＋ｂ２）
ｎ

　Ａｎｄｔｈｅｎ

ｗ＝∑
∞

ｎ＝０
ｂπ２（ａ２＋ｂ２）

ｎｂ１（ａ
－１
１）

ｎ＋２－

　∑
∞

ｎ＝０
∑
∞

ｋ＝０
（ｂｄ２）

ｋ＋１ａ２（ａ２＋ｂ２）
ｎ＋ｋｂ１（ａ

－１
１）

ｎ＋２－

(　 ｂｄ２＋∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ２）

ｎ＋２ａ２（ａ２＋ｂ２） )ｎ ｂ１ａ－１１
ＣｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｏｆＥｑ．（３）ｉｎｔｈｅｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ，
ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＥｑ．（３）ｈｏｌｄｓ．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２［９］　Ｌｅｔａ，ｂ∈Ａｄ．Ｉｆａｂπ＝ａ，ａπｂ＝ｂ，
ｂπａｂａπ＝０，ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

（ａ＋ｂ）ｄ ＝ｂｄａπ＋ｂπａｄ＋∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ）ｎ＋２ａ（ａ＋ｂ）ｎａπ＋

　∑
∞

ｎ＝０
ｂπ（ａ＋ｂ）ｎｂ（ａｄ）ｎ＋２－∑

∞

ｎ＝０
（ｂｄ）ｎ＋２ａ（ａ＋ｂ）ｎｂａｄ－

　∑
∞

ｎ＝０
ｂｄａ（ａ＋ｂ）ｎｂ（ａｄ）ｎ＋２－∑

∞

ｎ＝０
∑
∞

ｋ＝０
（ｂｄ）ｋ＋２ａ（ａ＋ｂ）ｎ＋ｋ＋１ｂ（ａｄ）ｎ＋２

　Ｐｒｏｏｆ　Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｂπａｂａａπ＝０ａｎｄｂπａｂ２＝０ｂｙ
ａπｂ＝ｂａｎｄｂπａｂａπ ＝０．Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎｃｏｍｐｌｅｔｅｔｈｅ
ｐｒｏｏｆｂｙＴｈｅｏｒｅｍ２．
　Ｎｏｗ，ｗｅｗｉｌｌｇｉｖｅａｎｏｔｈｅｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｗｈｉｃｈｇｅｎｅｒａｌｉ
ｚｅｓＴｈｅｏｒｅｍ２１ｉｎＲｅｆ．［１４］．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ３　Ｌｅｔａ，ｂ∈Ａｄ．Ｉｆｂａπ＝ｂ，ａπｂπａｂａ＝０，
ａπｂπａｂ２＝０ａｎｄａπｂｂｄａｂｂｄ＝０，ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

（ａ＋ｂ）ｄ ＝ａｄ＋∑
∞

ｎ＝０
（ａｄ）ｎ＋２ｂ（ａ＋ｂ）ｎ（ａ＋ｂ）π＋

　（ａπ－ａｄｂ (） ｂｄ＋∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ）ｎ＋２ａ（ａ＋ｂ）( )ｎ （４）

　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ，ａｓｓｕｍｅｔｈａｔａ∈Ａｑｎｉｌ，ｔｈｅｎａπ＝１，ａｎｄ
ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｇｉｖｅｓｂπａｂａ＝０，ｂπａｂ２＝０ａｎｄｂｂｄａｂｂｄ＝
０．Ｓｉｎｃｅｂπａｂ２ ＝０，ｔｈｅｎａｂ２ ＝ｂｂｄａｂ２．Ｓｏ，ｗｅｈａｖｅ
ａｂｂｄ＝ｂｂｄａｂｂｄ．Ｔｈｅｎ，ａｂπ＝ａ．ＢｙＴｈｅｏｒｅｍ１，（ａ＋

ｂ）ｄ＝ｂｄ＋∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ）ｎ＋２ａ（ａ＋ｂ）ｎ．Ｔｈｅｎ，Ｅｑ．（４）ｈｏｌｄｓ．

Ｉｆａ∈Ａ－１，ｔｈｅｎａπ＝０ａｎｄｂ＝ｂａπ＝０．Ｃｌｅａｒｌｙ，Ｅｑ．
（４）ｈｏｌｄｓ．Ｔｈｕｓ，ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔａｉｓｎｅｉｔｈｅｒｑｕａｓｉｎｉｌｐｏ
ｔｅｎｔｎｏｒｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．Ｗｅｕｓｅａｍａｔｒｉｘｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｒｅｌａ
ｔｉｖｅｔｏｔｈｅｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍＰ＝（ｐ，１－ｐ）＝（ａａｄ，ａπ）ｏｆ
ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ，ｗｈｅｒｅｐ≠０．Ｗｅｈａｖｅ

ａ＝
ａ１ ０
０ ａ[ ]

２

，ｂ＝
ｂ１１ ｂ１２
ｂ２１ ｂ[ ]

２２

ｗｈｅｒｅａ１∈（ｐＡｐ）
－１，ａ２∈（（１－ｐ）Ａ（１－ｐ））

ｑｎｉｌ．Ｅｘ
ｐｒｅｓｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂａπ＝ｂｉｎａｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ，ｗｅｐｒｏｖｅ
ｔｈａｔｂ１１＝０ａｎｄｂ２１＝０．Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｗｅ
ｗｒｉｔｅｂ１：＝ｂ１２ａｎｄｂ２：＝ｂ２２．Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ

４８３ ＧｕｏＬｉ牞ＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ牞ａｎｄＺｏｕＨｏｎｇｌｉｎ　



ｂ＝
０ ｂ１
０ ｂ[ ]

２

，ａ＋ｂ＝
ａ１ ｂ１
０ ａ２＋ｂ

[ ]
２

　 Ｂｙ Ｌｅｍｍａ１， ｂｄ ＝
０ ｂ１（ｂ

ｄ
２）
２

０ ｂｄ[ ]
２

ａｎｄ ｂπ ＝

ｐ －ｂ１（ｂ
ｄ
２）
２

０ ｂπ２－[ ]ｐ
．Ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａπｂπａｂａ＝０ ａｎｄ

ａπｂπａｂ２＝０ｇｉｖｅｔｈａｔｂπ２ａ２ｂ２ａ２＝０ａｎｄｂ
π
２ａ２ｂ

２
２＝０．Ｅｘ

ｐｒｅｓｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎａπｂｂｄａｂｂｄ＝０ｉｎａｍａｔｒｉｘｆｏｒｍ，
ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈａｔｂ２ｂ

ｄ
２ａ２ｂ２ｂ

ｄ
２＝０．Ｓｉｎｃｅｂ

π
２ａ２ｂ

２
２＝０，ｔｈｅｎ

ｂπ２ａ２ｂ
ｄ
２ ＝０．Ｓｏｗｅｈａｖｅａ２ｂ

ｄ
２ ＝ｂ２ｂ

ｄ
２ａ２ｂ

ｄ
２．Ｓｏ，ｂ２ｂ

ｄ
２

ａ２ｂ２ｂ
ｄ
２＝０ｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔａ２ｂ

ｄ
２ ＝０．Ｔｈｕｓ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｂ２∈Ａ
ｄ，ａ２∈Ａ

ｑｎｉｌ，ａ２ｂ
ｄ
２＝０，ｂ

π
２ａ２ｂ２ａ２＝０，

ｂπ２ａ２ｂ
２
２＝０ａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｃａｎａｐｐｌｙＴｈｅｏｒｅｍ１

ｔｏｏｂｔａｉｎａｎｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆ（ａ２＋ｂ２）
ｄ．

（ａ２＋ｂ２）
ｄ ＝ｂｄ２＋∑

∞

ｎ＝０
（ｂｄ２）

ｎ＋２ａ２（ａ２＋ｂ２）
ｎ

ＢｙＬｅｍｍａ１，ｗｅｐｒｏｖｅｔｈａｔ

（ａ＋ｂ）ｄ＝
ａ－１１ ｖ
０ （ａ２＋ｂ２）[ ]ｄ

ｗｈｅｒｅｖ ＝∑
∞

ｎ＝０
（ａ－１１）

ｎ＋２ｂ１（ａ２ ＋ｂ２）
ｎ（ａ２ ＋ｂ２）

π －

ａ－１１ ｂ１（ａ２＋ｂ２）
ｄ．

　ＣｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｏｆＥｑ．（４）ｉｎｔｈｅｍａｔｒｉｘ
ｆｏｒｍ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＥｑ．（４）ｈｏｌｄｓ．
　Ｅｘａｍｐｌｅ２　ＬｅｔＡｂｅｔｈｅａｌｇｅｂｒａｏｆａｌｌｃｏｍｐｌｅｘ３×３

ｍａｔｒｉｃｅｓ，ａｎｄｔａｋｅａ＝
０ ０ ０
０ ０ ０[ ]
０ １ ０

ａｎｄｂ＝
０ ０ ０
１ ０ ０[ ]
０ １ ０

．

Ｃｌｅａｒｌｙ，ｂａπ ＝ｂ，ａπｂπａｂａ＝０，ａπｂπａｂ２ ＝０ａｎｄ
ａπｂｂｄａｂｂｄ＝０，ｂｕｔａπｂπａｂ≠０．

　Ｒｅｍａｒｋ１　ＷｅｄｅｆｉｎｅｓｕｍＳｎ（ａ，ｂ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｂｉａｎ－ｉ＋

∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｂｎ－ｉ－１ａｉｂｆｏｒｎ≥ ０．Ｉｆｔｈｅｌｏｗｅｒｌｉｍｉｔｏｆａｓｕｍｉｓ

ｇｒｅａｔｅｒｔｈａｎｉｔｓｕｐｐｅｒｌｉｍｉｔ，ｗｅａｌｗａｙｓｓｅｔｔｈｅｓｕｍｔｏｂｅ
０．Ｗｈｅｎａｂａ＝０ａｎｄａｂ２＝０，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＳｎ（ａ，
ｂ）＝（ａ＋ｂ）ｎ．Ｉｔｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅ（ａ＋ｂ）ｎｉｎＴｈｅ
ｏｒｅｍ１ｔｏＴｈｅｏｒｅｍ３ｃａｎｂｅｒｅｐｌａｃｅｄｂｙＳｎ（ａ，ｂ）．
　Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅｗｉｌｌｇｉｖｅａｎｏｔｈｅｒｍａｉｎｒｅｓｕｌｔ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ４　Ｌｅｔａ，ｂ∈Ａｄ．Ｉｆａｂπ＝ａ，ｂπａ２ｂ＝ｂπａｂａ
ａｎｄｂπｂ２ａ＝ｂπｂａｂ，ｔｈｅｎａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

（ａ＋ｂ）ｄ ＝ｂｄ＋ｂπ∑
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ａｄ）ｎ＋１ｂｎ＋

　ｂπ∑
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ｎ＋１）ａπｂ（ａｄ）ｎ＋２ｂｎ＋

　∑
∞

ｎ＝０
（ｂｄ）ｎ＋２ａ（ａ＋ｂ）ｎ（ａ＋ｂ）π－

　ｂｄａ∑
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ａｄ）ｎ＋１ｂｎ－

ｂｄａ∑
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ｎ＋１）ａπｂ（ａｄ）ｎ＋２ｂｎ （５）

　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ，ａｓｓｕｍｅｔｈａｔｂ∈Ａｑｎｉｌ，ｔｈｅｎｂπ＝１，ａｎｄ
ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｂπａ２ｂ＝ｂπａｂａａｎｄｂπｂ２ａ＝ｂπｂａｂｇｉｖｅｔｈａｔ
ａ２ｂ＝ａｂａａｎｄｂ２ａ＝ｂａｂ．ＢｙＬｅｍｍａ４，（ａ＋ｂ）ｄ ＝

∑
∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ａｄ）ｎ＋１ｂｎ＋∑

∞

ｎ＝０
（－１）ｎ（ｎ＋１）ａπｂ（ａｄ）ｎ＋２ｂｎ．

Ｅｑ．（５）ｈｏｌｄｓ．ＩｆｂＡｑｎｉｌ，ｗｅｕｓｅａｍａｔｒｉｘｒｅｐｒｅｓｅｎｔａ
ｔｉｏｎｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｔｈｅｔｏｔａｌｓｙｓｔｅｍＰ＝（ｐ，１－ｐ）＝（ｂｂｄ，
ｂπ）ｏｆｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ，ｗｈｅｒｅｐ≠０．Ｗｅｈａｖｅ

ｂ＝
ｂ１ ０
０ ｂ[ ]

２
，ａ＝

ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ[ ]

２２

ｗｈｅｒｅｂ１∈（ｐＡｐ）
－１，ｂ２∈（（１－ｐ）Ａ（１－ｐ））

ｑｎｉｌ．Ｓｉｍｉ
ｌａｒｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１，ｂｙａｂπ＝ａ，ｗｅｈａｖｅ

ａ＝
０ ａ１
０ ａ[ ]

２

，ａ＋ｂ＝
ｂ１ ａ１
０ ａ２＋ｂ

[ ]
２

Ｓｉｎｃｅｂπａ２ｂ＝ｂπａｂａａｎｄｂπｂ２ａ＝ｂπｂａｂ，ｗｅｐｒｏｖｅｂ２２ａ２
＝ｂ２ａ２ｂ２ａｎｄａ

２
２ｂ２＝ａ２ｂ２ａ２．ＢｙＬｅｍｍａ４，ｗｅｈａｖｅａ２＋

ｂ２∈Ａ
ｄｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆ１＋ｂｄ２ａ２∈Ａ

ｄ．Ｎｏｔｉｎｇｔｈａｔｂ２∈（（１
－ｐ）Ａ（１－ｐ））ｑｎｉｌ，ｗｅｈａｖｅｂｄ２＝０．Ｔｈｅｎ

（ａ２＋ｂ２）
ｄ ＝∑

∞

ｎ＝０
（ａｄ２）

ｎ＋１（－ｂ２）
ｎ＋

　∑
∞

ｎ＝０
（ｎ＋１）ａπ２ｂ２（ａ

ｄ
２）
ｎ＋２（－ｂ２）

ｎ

　ＵｓｉｎｇＬｅｍｍａ１，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔａ＋ｂ∈Ａｄａｎｄ

（ａ＋ｂ）ｄ ＝
ｂ１ ａ１
０ ａ２＋ｂ

[ ]
２

ｄ

＝
ｂ－１１ ｕ
０ （ａ２＋ｂ２）

[ ]ｄ

ｗｈｅｒｅｕ ＝∑
∞

ｎ＝０
（ｂ－１１）

ｎ＋２ａ１（ａ２ ＋ｂ２）
ｎ（ａ２ ＋ｂ２）

π －

ｂ－１１ ａ１（ａ２＋ｂ２）
ｄ．

　ＣｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅｒｉｇｈｔｓｉｄｅｏｆＥｑ．（５）ｉｎｔｈｅｍａｔｒｉｘ
ｆｏｒｍ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔＥｑ．（５）ｈｏｌｄｓ．
　Ｅｘａｍｐｌｅ３　ＬｅｔＡｂｅｔｈｅａｌｇｅｂｒａｏｆａｌｌｃｏｍｐｌｅｘ２×２

ｍａｔｒｉｃｅｓ，ａｎｄｔａｋｅａ＝ １ １[ ]０ ０ ａｎｄｂ＝
１ ０[ ]－１ ０．Ｃｌｅａｒ

ｌｙ，ｂｄ＝ １ ０[ ]－１ ０ ａｎｄｂπ ＝ ０ ０[ ]１ １．Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｎ

ｃｈｅｃｋｔｈａｔａ，ｂｓａｔｉｓｆｙａｂπ＝ａ，ｂπａ２ｂ＝ｂπａｂａａｎｄｂπｂ２ａ
＝ｂπｂａｂ，ｂｕｔｂ２ａ≠ｂａｂ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［１］ＤｒａｚｉｎＭ Ｐ．Ｐｓｅｕｄｏｉｎｖｅｒｓｅｓｉｎａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅｒｉｎｇｓａｎｄ

ｓｅｍｉｇｒｏｕｐｓ［Ｊ］．ＴｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｎｔｈｌｙ，
１９５８，６５（７）：５０６ ５１４．ＤＯＩ：１０２３０７／２３０８５７６．

［２］ＫｏｌｉｈａＪＪ．ＡｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ［Ｊ］．Ｇｌａｓｇｏｗ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＪｏｕｒｎａｌ，１９９６，３８（３）：３６７ ３８１．ＤＯＩ：
１０１０１７／ｓ００１７０８９５０００３１８０３．

［３］ＨａｒｔｗｉｇＲＥ．Ｏｎｑｕａｓｉｎｉｌｐｏｔｅｎｔｓｉｎｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｐａｎａｍｅｒｉ

５８３　ＳｏｍｅａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ



ｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＪｏｕｒｎａｌ，１９９１，１（１）：１０ １６．
［４］ＢｅｎＩｓｒａｅｌＡ，ＧｒｅｖｉｌｌｅＴＮＥ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｉｎｖｅｒｓｅｓ：

Ｔｈｅｏｒｙａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．２ｎｄｅｄ．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００３．

［５］ＣａｓｔｒｏＧｏｎｚｌｅｚＮ，ＤｏｐａｚｏＥ，ＭａｒｔíｎｅｚＳｅｒｒａｎｏＭ Ｆ．
ＯｎｔｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｓｕｍｏｆｔｗｏｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｉｔｓａｐ
ｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｏｐｅｒａｔｏｒｍａｔｒｉｃｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉ
ｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，３５０（１）：２０７
２１５．ＤＯＩ：１０１０１６／ｊ．ｊｍａａ．２００８０９０３５．

［６］ＬｊｕｂｉｓａｖｌｊｅｖｉＪ，ＣｖｅｔｋｏｖｉＩｌｉＤＳ．Ａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒ
ｔｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｃｅｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔ
ｉｃｓ，２０１１，２３５（１２）：３６８３ ３６９０．

［７］ＨａｒｔｗｉｇＲＥ，ＷａｎｇＧＲ，ＷｅｉＹＭ．Ｓｏｍｅａｄｄｉｔｉｖｅｒｅ
ｓｕｌｔｓｏｎＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ［Ｊ］．ＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａａｎｄＩｔｓＡｐ
ｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００１，３２２（１）：２０７ ２１７．ＤＯＩ：１０１０１６／
ｓ００２４３７９５（００）００２５７３．

［８］ＣｖｅｔｋｏｖｉＩｌｉＤＳ，ＤｊｏｒｄｊｅｖｉＤＳ，ＷｅｉＹ．Ａｄｄｉｔｉｖｅｒｅ
ｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅ
ｂｒａ［Ｊ］．ＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａａｎｄＩｔｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００６，４１８
（１）：５３ ６１．ＤＯＩ：１０１０１６／ｊ．ｌａａ．２００６０１０１５．

［９］ＧｏｎｚｌｅｚＮＣ，ＫｏｌｉｈａＪＪ．Ｎｅｗａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇ
Ｄｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙｏｆ
ＥｄｉｎｂｕｒｇｈＳｅｃｔｉｏｎＡ：Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００４，１３４（６）：１０８５
１０９７．ＤＯＩ：１０１０１７／ｓ０３０８２１０５００００３６３２．

［１０］ＤｅｎｇＣＹ，ＷｅｉＹＭ．Ｎｅｗａｄｄｉｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒ
ａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌ
ｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１０，３７０（２）：３１３ ３２１．ＤＯＩ：
１０１０１６／ｊ．ｊｍａａ．２０１００５０１０．

［１１］ＣｖｅｔｋｏｖｉＩｌｉＤＳ，ＬｉｕＸＪ，ＷｅｉＹＭ．Ｓｏｍｅａｄｄｉｔｉｖｅ
ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌ
ｇｅｂｒａ［Ｊ］．ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＪｏｕｒｎａｌｏｆＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａ，２０１１，
２２（１）：１０４９ １０５８．ＤＯＩ：１０１３００１／１０８１３８１０１４９０．

［１２］ＬｉｕＸＪ，ＷｕＳＸ，ＹｕＹＭ．ＯｎｔｈｅＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆｔｈｅ
ｓｕｍｏｆｔｗｏｍａｔｒｉｃｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔ
ｉｃｓ，２０１１，２０１１：８３１８９２．Ｄｏｉ：１０１１５５／２０１１／８３１８９２．

［１３］ＺｏｕＨＬ，ＭｏｓｉＤ，ＣｈｅｎＪＬ．ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅ
ｒｔｉｂｉｌｉｔｙｏｆｐｒｏｄｕｃｔａｎｄｓｕｍｏｆｔｗｏｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎａＢａｎａｃｈ
ａｌｇｅｂｒａａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＴｕｒｋｉｓｈＪｏｕｒｎａｌｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０１７，４１：５４８ ５６３．Ｄｏｉ：１０３９０６／ｍａｔ
１６０５８．

［１４］ＢｅｎíｔｅｚＪ，ＬｉｕＸＪ，ＱｉｎＹＨ．Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｉｎａＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａ［Ｊ］．Ｂｕｌ
ｌｅｔｉｎｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１３，５
（１）：５３ ６４．

［１５］ＭｏｓｉＤ．ＭｏｒｅｒｅｓｕｌｔｓｏｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｏｆ
ｂｌｏｃｋｍａｔｒｉｃｅｓｉｎＢａｎａｃｈａｌｇｅｂｒａｓ［Ｊ］．ＬｉｎｅａｒＡｌｇｅｂｒａ
ａｎｄＩｔｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１３，４３９（８）：２４６８ ２４７８．ＤＯＩ：
１０１０１６／ｊ．ｌａａ．２０１３０７００６．

Ｂａｎａｃｈ代数中元素之和的广义 Ｄｒａｚｉｎ逆的一些结果
郭　丽１，２　 陈建龙１　 邹红林１

（１东南大学数学学院，南京 ２１１１８９）
（２北华大学数学与统计学院，吉林 １３２０１３）

摘要：令ａ，ｂ为Ｂａｎａｃｈ代数中的２个广义Ｄｒａｚｉｎ可逆的元素．用ａ，ｂ，ａｄ，ｂｄ给出元素ａ＋ｂ和的广义Ｄｒａｚｉｎ
逆的明确表达式．利用Ｂａｎａｃｈ代数中的幂等系统研究了２个元素之和的广义Ｄｒａｚｉｎ逆．对于Ｂａｎａｃｈ代数
中元素ａ，ｂ，首先证明了如果ａ，ｂ∈Ａｑｎｉｌ，ａｂａ＝０且ａｂ２＝０，则ａ＋ｂ∈Ａｑｎｉｌ．并在一些新的条件下给出了ａ＋
ｂ和的广义Ｄｒａｚｉｎ逆的表达式，推广了近期的一些结果．
关键词：广义Ｄｒａｚｉｎ逆；Ｂａｎａｃｈ代数；幂零元；拟幂零元
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