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　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１　ＬｅｔＭｂｅａｒｉｇｈｔＨｍｏｄｕｌｅａｌｇｅｂｒａ，
ａｎｄＡａｎＨｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｎ，ＭＨＡｉｓａｌｅｆｔＨ
ｍｏｄｕｌｅｗｉｔｈｔｈｅａｃｔｉｏｎ

ｈ·（ｍａ）＝ｍＳ（ｈ１）ｈ２ａ

ｆｏｒａｌｌｈ∈Ｈ，ｍ∈Ｍ，ａ∈Ａ．
　Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ＭＨＡｉｓａｎＨｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔ：

（ｍａ）（ｎｂ）＝ｆｉ１ｇｉ１（ｍｆｉ２）（ｎｇｉ２）ｅｉ
ｍ，ｎ∈Ｍ，ａ，ｂ∈Ａ

ｗｈｅｒｅａｂ＝ｆｉｇｉＨｅｉ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｏｒａｌｌｍ∈Ｍ，ａ∈Ａ，ｈ，ｇ∈Ｈ，ｗｅｈａｖｅ
１·（ｍａ）＝ｍＳ（１）ａ＝ｍａａｎｄｈ·ｇ·（ｍａ）＝
ｈ·（ｍＳ（ｇ１）ｇ２ａ）＝（ｍＳ（ｇ１））Ｓ（ｈ１）ｈ２（ｇ２ａ）＝
ｍＳ（ｈ１ｇ１）（ｈ２ｇ２）ａ＝（ｈｇ）·（ｍａ），ｔｈｅｎＭＨＡｉｓ
ａｌｅｆｔＨｍｏｄｕｌｅ．
　Ｆｏｒａｌｌｈ，ｇ∈Ｈ，ｍ，ｎ∈Ｍ，ａ，ｂ∈Ａ，ｗｅｈａｖｅ

ｕ（（ｆｇ）·（（ｍａ）（ｎｂ）））＝
ｕ（ｍＳ（ｆ１）ｆ２ａｎＳ（ｇ１）ｇ２ｂ）＝
ｆ２ｆｉ１ｇ２ｇｉ１Ｈ（（（ｍＳ（ｆ１））（ｆ３ｆｉ２））（（ｎＳ（ｇ１））（ｇ３ｇｉ２））ｅｉ）＝
ｆ３ｆｉ１ｇ３ｇｉ１Ｈ（（ｍ（Ｓ（ｆ１）ｆ２ｆｉ２））（ｎ（Ｓ（ｇ１）ｇ２ｇｉ２））ｅｉ）＝
ｆｆｉ１ｇｇｉ１Ｈ（（ｍｆｉ２）（ｎｇｉ２）ｅｉ）＝
（ｆｇ）·（ｆｉ１ｇｉ１Ｈ（（ｍｆｉ２）（ｎｇｉ２）ｅｉ））＝
（ｆｇ）·ｕ（（ｍａ）（ｎｂ））

ｗｈｅｒｅｗｅｕｓｅｔｈｅｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｉｔｙｏｆＨ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓ
ｔｈｅｐｒｏｏｆ．
　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２［１０］　ＡｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｉｓａ
ｐａｉｒ（Ｈ，Ｒ），ｗｈｅｒｅＨｉｓａＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ，ａｎｄＲ∈ＨＨ
ｓｕｃｈｔｈａｔ

（εｉｄ）Ｒ＝（ｉｄε）Ｒ＝１
（Δｉｄ）Ｒ＝Ｒ１３Ｒ２３
（ｉｄΔ）Ｒ＝Ｒ１３Ｒ２３
ＲΔ（Ｘ）＝Δｏｐ（ｘ）Ｒ

ｗｈｅｒｅΔｏｐ（ｘ）＝ｘ２ｘ１；Ｒ１２＝Ｒ
１Ｒ２１；Ｒ１３＝Ｒ

１１
Ｒ２；Ｒ２３＝１Ｒ

１Ｒ２．
　ＱｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａｉｓｃｏｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅＨｏｐｆ
ａｌｇｅｂｒａｗｈｅｎＲ＝１１．

２　（Ｈ，Ｒ）Ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ

　ＨｉｓａｌｅｆｔＨｍｏｄｕｌｅｖｉａｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｒａｄｊｏｉｎｔａｃｔｉｏｎ
，ｉ．ｅ．ｈｇ＝ｈ１ｇＳ（ｈ２），ｓｏｗｅｍｏｄｉｆｙｔｈｅａｂｏｖｅｄｅｆｉ
ｎｉｔｉｏｎｏｆＨｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｂｙｃｈａｎｇｉｎｇｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆＨ．
Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｔｈｅｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｔｉｏｎｓ，ｈｅｒｅｗｅ
ｄｅｎｏｔｅＨ＝珟Ｈ．
　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３　Ａｎ珟ＨｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｉｓａｎｏｂｊｅｃｔＡｉｎ
ＨＭｓｕｃｈｔｈａｔ

ｆａｇｂ＝（ｆｇ）·（ａｂ）＝ｆｆｉｇｇｉＨｅｉ

ｗｈｅｒｅａｂ＝ｆｉｇｉＨｅｉ．
　Ｒｅｍａｒｋ１　珟Ｈｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｉｓｔｈｅｕｓｕａｌａｌｇｅｂｒａｗｈｅｎ
Ｈ＝ｋ．
　Ｅｘａｍｐｌｅ２　ＬｅｔＨ′ｂｅｔｈｅＨｏｐｆｓｕｂａｌｇｅｂｒａｏｆＨｓｕｃｈ
ｔｈａｔＨ′ＨＨ，ａｎｄＡａｎ珟Ｈｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｔｈｅ
ｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔμ．Ｔｈｅｎ，Ａｉｓａｎ珟Ｈ′ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈ
ｔｈｅｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔμ．

　Ｗｅｗｒｉｔｅｔｈｅｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔａｓ^ ｉｎａｂｒａｉｄｅｄｍｏｎｏｉ
ｄａｌｃａｔｅｇｏｒｙ．Ｎｏｗ，ｌｅｔｕｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｔｈｅ珟Ｈｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ
ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：
　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ４　Ｌｅｔ（Ｈ，Ｒ）ｂｅａｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆａｌ
ｇｅｂｒａ．Ａｎ（Ｈ，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｉｓａｎｏｂｊｅｃｔＡｉｎＨＭ，
ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｕ（（ｈ^ｇ）·（ａ^ｂ））＝（ｈ^ｇ）·ｕ（ａ^ｂ）

ｗｈｅｒｅ（ｈ^ｇ）·（ａ^ｂ）＝（ｈＲ２）·ａ^（Ｒ１ｇ）·ｂ，

（ｈ^ｇ）·ｕ（ａ^ｂ）＝（ｈＲ２）ｆｉ（Ｒ
１ｇ）ｇｉＨｅｉ，ｉｆ

ｕ（ａ^ｂ）＝（ｆｉ^ｇｉ）^Ｈｅｉ．
　Ｒｅｍａｒｋ２　１）ＨＭｉｓａｂｒａｉｄｅｄｍｏｎｏｉｄａｌｃａｔｅｇｏｒｙｉｆＨ
ｉｓａｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．
　２）Ａｎ（Ｈ，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｉｓａｎ珟Ｈｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ
ｗｈｅｎＲ＝１１．
　Ｅｘａｍｐｌｅ３　ＬｅｔＡｂｅａｎ（Ｈ，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈ
ｔｈｅｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔμ，ａｎｄ（Ｈ′，Ｒ′）ｔｈｅｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒ
Ｈｏｐｆｓｕｂａｌｇｅｂｒａｏｆ（Ｈ，Ｒ）ｓｕｃｈｔｈａｔ（Ｈ′Ｈ）ＨＨ，
（ＨＨ′）ＨＨ′．Ｔｈｅｎ，Ａｉｓａｎ（Ｈ′，Ｒ′）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅ
ｂｒａｗｉｔｈｔｈｅｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔμ．
　ＬｅｔＨ′＝｛ｘ∈Ｈ ｈｘ＝ε（ｘ）ｈ，ｈ∈Ｈ｝．Ｔｈｅｎ，ｉｔｉｓ
ｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ（Ｈ′，Ｒ′）ｉｓｔｈｅｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆｓｕｂ
ａｌｇｅｂｒａｏｆｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ（Ｈ，Ｒ）．
　Ｅｘａｍｐｌｅ４　ＬｅｔＡｂｅａｎ（Ｈ′，Ｒ′）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ．
Ｔｈｅｎ，ＨＨ′Ａｉｓａｎ（Ｈ，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔ：

ｕ（（ｆａ）^（ｇｂ））＝（ｆｆｉ^ｇｇｉ）^Ｈ（１Ｈ′ｅｉ）

ｆｏｒａｌｌｈ，ｇ∈Ｈａｎｄａｂ＝（ｆｉ^ｇｉ）^Ｈ′ｅｉ∈（Ｈ′^Ｈ′）

^Ｈ′Ａ．
　Ｉｎｄｅｅｄ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈａｔＨＨ′ＡｉｓａｌｅｆｔＨｍｏｄ
ｕｌｅｗｉｔｈｈ·（ｇａ）＝ｈｇａ．

　Ｉｆａｂ＝（ｆｉ^ｇｉ）^Ｈ′ｅｉ，ｔｈｅｎｆｏｒａｌｌｈ，ｇ，ｘ，ｙ∈Ｈ，ｆｉ，
ｇｉ∈Ｈ′，ａ，ｂ∈Ａ，ｗｅｈａｖｅ

　ｕ（（ｘ^ｙ）·（（ｈａ）^（ｇｂ）））＝

ｕ（（（ｘＲ２）ｈａ）^（（Ｒ１ｙ）ｇｂ））＝

（（ｘＲ２）ｈ）ｆｉ^（（Ｒ
１ｙ）ｇ）ｇｉ^Ｈ（１ｅｉ）＝

（（ｘＲ２）ｈ）ε（ｆｉ）^（（Ｒ
１ｙ）ｇ）ε（ｇｉ）^Ｈ（１ｅｉ）

ａｎｄ

　　（ｘ^ｙ）·ｕ（（ｈａ）^（ｇｂ））＝

（ｘ^ｙ）·（ｈｆｉ^ｇｇｉ^Ｈ（１ｅｉ））＝

８１５ ＬｉｕＬｉｎｌｉｎａｎｄＷａｎｇＳｈｕａｎｈｏｎｇ　



（ｘＲ２）（ｈｆｉ）^（Ｒ
１ｙ）（ｇｇｉ）^Ｈ（１ｅｉ）＝

（ｘＲ２）ｈε（ｆｉ）^（Ｒ
１ｙ）ｇε（ｇｉ）^Ｈ（１ｅｉ）

　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２　ＬｅｔＡｂｅｔｈｅｕｓｕａｌａｌｇｅｂｒａ，ａｎｄＨａ
Ｈｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．ＴｈｅｎＨＡｉｓａｎ（Ｈ，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ
ｕｎｄｅｒｔｈｅｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔ

ｕ（（ｈａ）^（ｇｂ））＝（ｈｇ）^Ｈ（１ａｂ）
ａ，ｂ∈Ａ，ｈ，ｇ∈Ｈ

　Ｐｒｏｏｆ　ＨＡｉｓａｌｅｆｔＨｍｏｄｕｌｅｗｉｔｈｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ：

ｈ·（ｇａ）＝ｈｇａ　　 ｈ，ｇ∈Ｈ，ａ∈Ａ

　Ｆｏｒａｌｌｘ，ｙ，ｈ，ｇ∈Ｈ，ａ，ｂ∈Ａ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

　　ｕ（（ｘ^ｙ）·（（ｈａ）^（ｇｂ）））＝

ｕ（ｘ·Ｒ２·（ｈａ）^（Ｒ１ｙ）·（ｇｂ））＝

ｕ（（（ｘＲ２）ｈａ）^（（Ｒ１ｙ）ｇｂ））＝
（（ｘＲ２）ｈ^（Ｒ１ｙ）ｇ）^Ｈ（１ａｂ）

ａｎｄ

　　（ｘ^ｙ）·ｕ（（ｈａ）^（ｇｂ））＝

（ｘ^ｙ）·（（ｈ^ｇ）^Ｈ（１ａｂ））＝

（（ｘＲ２）ｈ^（Ｒ１ｙ）ｇ）^Ｈ（１ａｂ）

　Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｈａｖｅｕ（（ｘ^ｙ）·（（ｈａ）^（ｇ

ｂ）））＝（ｘ^ｙ）·ｕ（（ｈａ）^（ｇｂ））．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３　ＬｅｔＡ１ｂｅａｎ（Ｈ１，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ，
ａｎｄＡ２ａｎ（Ｈ２，ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｎ，Ａ≡Ａ１Ａ２ｉｓ
（Ｈ≡Ｈ１Ｈ２，珔Ｒ≡Ｒ

１ｒ１Ｒ２ｒ２）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａｗｉｔｈ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｓｅｕｄｏｐｒｏｄｕｃｔ：

（ａａ′）（ｂｂ′）＝（ｆｉｆ′ｊ）（ｇｉｇ′ｊ）Ｈ（ｅｉｅ′ｊ）

ｗｈｅｒｅａｂ＝ｆｉｇｉＨ１ｅｉ∈Ｈ１Ｈ１Ｈ１Ａ１，ａ′ｂ′＝
ｆ′ｊｇ′ｊＨ２ｅ′ｊ∈Ｈ２Ｈ２Ｈ２Ａ２．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｆｉｒｓｔ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｆｏｒｍｕｌａｔｅｔｈａｔ（Ｈ，珔Ｒ）ｉｓａ
ｑｕａｓｉｔｒｉａｎｇｕｌａｒＨｏｐｆａｌｇｅｂｒａ．Ｔｈｅｍｕｉｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎａｎｄｃｏ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎａｒｅｔｈｅｕｓｕａｌｔｅｎｓｏｒｐｒｏｄｕｃｔａｎｄｃｏｐｒｏｄｕｃｔ．
　Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ＡｉｓａｌｅｆｔＨｍｏｄｕｌｅｗｉｔｈ（ｈｈ′）·（ａ
ａ′）＝ｈ·ａｈ′·ａ′，ｗｈｅｒｅｈ∈Ｈ，ｈ′∈Ｈ′，ａ∈Ａ，ａ′∈
Ａ′．
　Ｆｉｎａｌｌｙ，ｓｉｎｃｅＡ１ｉｓａｎ（Ｈ１，Ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａａｎｄＡ２
ｉｓａｎ（Ｈ２，ｒ）ｐｓｅｕｄｏａｌｇｅｂｒａ，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔｆｏｒａｌｌｈ，ｇ，ｘ
∈Ｈ，ｈ′，ｇ′，ｘ′∈Ｈ′，ａ，ｂ∈Ａ，ａ′，ｂ′∈Ａ′，

ｕ（（ｈＲ２）·ａ^（Ｒ１ｇ）·ｂ）＝

（（ｈＲ２）ｆｉ^（Ｒ
１ｇ）ｇｉ）^Ｈ１ｅｉ

ｕ（（ｈ′ｒ２）·ａ′^（ｒ１ｇ′）·ｂ′）＝

（（ｈ′ｒ２）ｆ′ｊ^（ｒ
１ｇ′）ｇ′）ｊ^Ｈ２ｅ′ｊ

　Ｕｓｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｔｗｏｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｗｅｄｏａｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｓ
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一类 Ｈ伪代数的构造
刘琳琳　 王栓宏

（东南大学数学学院，南京 ２１１１８９）

摘要：设Ｈ是一个余交换的Ｈｏｐｆ代数．首先，通过把Ｈ在其自身上的正则作用（即左乘作用）替换成伴随作
用，从而引入一类新的Ｈ伪代数，称为珟Ｈ伪代数．其次，设（Ｈ，Ｒ）是一个拟三角Ｈｏｐｆ代数，通过把上述得到
的一类新的Ｈ伪代数，即珟Ｈ伪代数，推广到拟三角 Ｈｏｐｆ代数（Ｈ，Ｒ）上，构造了一类（Ｈ，Ｒ）伪代数．并且，
由一般代数及（Ｈ，Ｒ）伪代数的张量积给出了（Ｈ，Ｒ）伪代数的构造．最后，给出了（Ｈ，Ｒ）伪代数的一些例
子，以及Ｈｏｐｆ代数成为（Ｈ，Ｒ）伪代数（或者Ｈ伪代数）的条件．
关键词：余交换Ｈｏｐｆ代数；Ｈ伪代数；珟Ｈ伪代数；（Ｈ，Ｒ）伪代数
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