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２Ｐ
Ｌｓｉｎ

ｎπ
２ （２５ｂ）

　ＢｙｉｎｓｅｒｔｉｎｇＥｑ．（２４）ｉｎｔｏＥｑ．（２２）ａｎｄｓｅｔｔｉｎｇｎ＝
３，ｉｔｏｂｔａｉｎｓ

∫
Ｌ

０
Ｒｎ＝３ｎｓｇｔ（ｘ）ｓｉｎ（ｉＤｘπ）ｄｘ＝０　　ｉ＝１，２，３（２６）

　ＳｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（２５）ｉｎｔｏＥｑ．（２６），ｏｎｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
ｔｈｅｎｏｎｚｅｒｏｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｓ

Ｗ１＝ １＋
Ｄ２ξπ

２ｈ２

Ｌ( )２ Ｐ
α２α６＋α４
α２α３－α１α４

Ｗ３＝－ １＋
Ｄ２ξπ

２ｈ２

Ｌ( )２ Ｐ
α１α６＋α３
α２α３－α１α４

（２７）

ｗｈｅｒｅ

α１＝－ｒＬ
１
２
４（η－１）
３π

４π２Ｄ２ｌｈ
２

Ｌ２( )＋２ ＋
π２Ｄ２ｌｈ

２

Ｌ２[ ]＋１

α２＝
１２
５π
ｒＬ（η－１）１－

１８π２Ｄ２ｌｈ
２

Ｌ( )２

α３＝
１２
５π
ｒＬ（η－１）

２π２Ｄ２ｌｈ
２

Ｌ２( )＋１

α４＝－ｒ（η－１）
３６Ｌ
３５π

８６４π２Ｄ２ｌｈ
２

Ｌ２( )＋８１ －

ｒＬ８１２ １＋
９π２Ｄ２ｌｈ

２

Ｌ( )２

α５＝
Ｌ２＋９Ｄ２ξπ

２ｈ２

Ｌ２＋Ｄ２ξπ
２ｈ２

（２８）

　Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｅ
ｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅＡＦＧＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒｍｉｃｒｏｂｅａｍｗｉｔｈｓｉｍ
ｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｎｄｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏａｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｌｏａｄｃａｎｂｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙａｓ

ｗ（ｘ）＝
（Ｌ２＋Ｄ２ξπ

２ｈ２）Ｐ
Ｌ２（α２α３－α１α４）

［（α２α５＋α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（α１α５＋α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］　　　　 （２９ａ）

　Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｄｗ＝
４Ｅ０ｂｈ

３ｗ（ｘ）
ＰＬ３

＝

　 　
４Ｅ０ｂｈ

３（Ｌ２＋Ｄ２ξπ
２ｈ２）

Ｌ５（α２α３－α１α４）
［（α２α５＋α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（α１α５＋α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］　　　　　　　 （２９ｂ）

３．２　Ｕｎｉｆｏｒｍｌｏａｄ

　Ｆｏｒｔｈｅｔｙｐｅｏｆｕｎｉｆｏｒｍｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄ，ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ
ｌｏａｄｑｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓ

ｑ（ｘ）＝ｑ０ （３０）

ｗｈｅｒｅｑ０ｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅＡＦＧＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒｍｉ

６５４ ＫａｎｇＺｅｔｉａｎ牞ＷａｎｇＺｈｉｙｏｎｇ牞ＺｈｏｕＢｏ牞ａｎｄＸｕｅＳｈｉｆｅｎｇ　



ｃｒｏｂｅａｍｗｉｔｈｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｅｎｄｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏａｕｎｉ
ｆｏｒｍｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄｃａｎｂｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄｖｉａ
ｔｈｅＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄａｓ

ｗ（ｘ）＝
（Ｌ２＋Ｄ２ξπ

２ｈ２）２ｑ０
Ｌπ（α１α４－α２α３）

［（α２α６－α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

　　　（α１α６－α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３１ａ）

　Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｄｗ＝
３２Ｅ０ｂｈ

３ｗ（ｘ）
５ｑ０Ｌ

４ ＝

　　
６４Ｅ０ｂｈ

３（Ｌ２＋Ｄ２ξπ
２ｈ２）

５Ｌ５π（α１α４－α２α３）
［（α２α６－α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

　　（α１α６－α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３１ｂ）

ｗｈｅｒｅ

α６＝
Ｌ２＋９Ｄ２ξπ

２ｈ２

３Ｌ２＋３Ｄ２ξπ
２ｈ２

（３１ｃ）

３．３　Ｌｉｎｅａｒｌｏａｄ

　Ｆｏｒｔｈｅｔｙｐｅｏｆｌｉｎｅａｒｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄ，ｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ
ｌｏａｄｑｉｓａｓｓｕｍｅｄａｓ

ｑ（ｘ）＝ｑ０Ｄｘ （３２）

　Ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｎｏｎｌｏｃａｌｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒ
ｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｃａｎｂｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄｖｉａｔｈｅ
Ｇａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄａｓ

ｗ（ｘ）＝
ｑ０（４Ｄ

２
ξπ
２ｈ２＋Ｌ２）

２πα７Ｌ
ｓｉｎ（２Ｄｘπ）＋

　 　　
（Ｌ２＋Ｄ２ξπ

２ｈ２）ｑ０
π（α１α４－α２α３）Ｌ

［（α２α６－α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（α１α６－α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］　　　　 （３３ａ）

　Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｄｗ＝
３２Ｅ０ｂｈ

３ｗ（ｘ）
５ｑ０Ｌ

４ ＝

　　
１６Ｅ０ｂｈ

３（４Ｄ２ξπ
２ｈ２＋Ｌ２）

５Ｌ５πα７
ｓｉｎ（２Ｄｘπ）＋

　　
３２Ｅ０ｂｈ

３（Ｌ２＋Ｄ２ξπ
２ｈ２）

５Ｌ５π（α１α４－α２α３）
［（α２α６－α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（α１α６－α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］　　　　　　　 （３３ｂ）

ｗｈｅｒｅ

α７＝－ｒ（η－１）
３２Ｌ
１５π

４３π２Ｄ２ｌｈ
２

Ｌ２( )＋８ －８ｒＬ１＋
４π２Ｄ２ｌｈ

２

Ｌ( )２

（３３ｃ）

３．４　Ｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｌｏａｄ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｓｉｍｐｌｙ

ｓｕｐｐｏｒｔｅｄＡＦＧｍｉｃｒｏｂｅａｍｆｏｒｔｈｅｓｔａｔｉｃｂｅｎｄｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ
ｂａｓｅｄｏｎｖａｒｉｏｕｓｔｙｐｅｓｏｆｔｈｅｏｒｉｅｓ，ｓｕｃｈａｓＮＳＧＴ，ＮＥＴ，
ＳＧＴａｎｄＣＥＴ，ａｒｅｃｏｍｐａｒｅｄ．Ｔｈｅｓｉｎｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄ
ａｐｐｌｙｉｎｇｏｎｔｈｅｍｉｃｒｏｂｅａｍｉｓａｓｓｕｍｅｄｔｏｂｅ

ｑ（ｘ）＝ｑ０ｓｉｎ（Ｄｘπ） （３４）

３．４．１　Ｎｏｎｌｏｃａｌｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ
　ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅＮＳＧＴ，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｄｅｆｌｅｃ
ｔｉｏｎｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｖｉａｔｈｅＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄａｓ

ｗ（ｘ）＝
（Ｌ２＋Ｄ２ξπ

２ｈ２）４ｑ０
１５πＬ（α２α３－α１α４）

［（α２＋５α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

　　　（α１＋５α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３５ａ）

　Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｄｗ＝
１５π（χ２２－χ１χ３）ｗ（ｘ）
４ｑ０Ｌ（χ１＋６χ２＋５χ３）

＝

　　
（χ２２－χ１χ３）（Ｌ

２＋Ｄ２ξπ
２ｈ２）

Ｌ２（χ１＋６χ２＋５χ３）（α２α３－α１α４）
［（α２＋５α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（α１＋５α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３５ｂ）

ｗｈｅｒｅ

χ１＝－
４（η－１）
３π

ｒＬ－１２ｒＬ

χ２＝
１２ｒＬ（η－１）

５π

χ３＝－２７ｒＬ
１０８（η－１）
３５π

＋[ ]３２ （３５ｃ）

３．４．２　Ｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ
　ＣｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｓｉｎｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄＥｑ．（３４），ｔｈｅ
ｎｏｎｌｏｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆａｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄＡＦＧｍｉｃｒｏｂｅａｍｃａｎｂｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｂｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑｓ．（２０）ａｎｄ（２１）ｉｎｔｏｇｏｖｅｒｎｉｎｇＥｑｓ．
（１８ａ）ａｎｄ（２２）ｗｉｔｈｓｅｔｔｉｎｇｎ＝３．

ｗ（ｘ）＝
（Ｌ２＋Ｄ２ξπ

２ｈ２）４ｑ０
１５πＬ（χ２２－χ１χ３）

［（χ２＋５χ３）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（χ１＋５χ２）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］　　　　　 （３６ａ）

　Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｄｗ＝
１５π（χ２２－χ１χ３）ｗ（ｘ）
４ｑ０Ｌ（χ１＋６χ２＋５χ３）

＝

　 　
Ｌ２＋Ｄ２ξπ

２ｈ２

Ｌ２（χ１＋６χ２＋５χ３）
［（χ２＋５χ３）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

　　（χ１＋５χ２）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３６ｂ）

３．４．３　Ｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎ
　ＣｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｓｉｎｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄＥｑ．（３４），ｔｈｅ
ｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆａｓｉｍｐｌｙｓｕｐ
ｐｏｒｔｅｄＡＦＧｍｉｃｒｏｂｅａｍｃａｎｂｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙ
ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑｓ．（２０）ａｎｄ（２１）ｉｎｔｏｇｏｖｅｒｎｉｎｇＥｑｓ．
（１８ｂ）ａｎｄ（２２）ｗｉｔｈｓｅｔｔｉｎｇｎ＝３．

７５４　Ｓｔｕｄｙｏｎｓｉｚｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｂｅｎｄｉｎｇｂｅｈａｖｉｏｒｏｆａｘｉａｌｌｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙｇｒａｄｅｄｍｉｃｒｏｂｅａｍｓｖｉａｎｏｎｌｏｃａｌｓｔｒａｉｎ．．．



ｗ（ｘ）＝
４ｑ０Ｌ

１５π（α２α３－α１α４）
［（α２＋５α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

　　（α１＋５α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３７ａ）

　Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｔｈｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓ

Ｄｗ＝
１５π（χ２２－χ１χ３）ｗ（ｘ）
４ｑ０Ｌ（χ１＋６χ２＋５χ３）

＝

　　
χ２２－χ１χ３

（χ１＋６χ２＋５χ３）（α２α３－α１α４）
［（α２＋５α４）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－

（α１＋５α３）ｓｉｎ（３Ｄｘπ）］ （３７ｂ）

３．４．４　Ｃｌａｓｓｉｃａｌｅｌａｓｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ
　ＣｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｓｉｎｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄＥｑ．（３４），ｔｈｅ
ｃｌａｓｓｉｃａｌｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｏｆａｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄＡＦＧｍｉｃｒｏｂｅａｍｃａｎｂｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
ｂｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑｓ．（２０）ａｎｄ（２１）ｉｎｔｏｇｏｖｅｒｎｉｎｇＥｑｓ．
（１８ｃ）ａｎｄ（２２）ｗｉｔｈｓｅｔｔｉｎｇｎ＝３．

ｗ（ｘ）＝
４ｑ０Ｌ

１５π（χ２２－χ１χ３）
［（χ２＋５χ３）ｓｉｎ（Ｄｘπ）－
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基于非局部应变梯度理论的轴向功能梯度微梁

尺度相关弯曲行为研究

康泽天　 王志勇 　周　博　 薛世峰

（中国石油大学（华东）储运与建筑工程学院，青岛 ２６６５８０）

摘要：基于非局部应变梯度理论，研究了轴向功能梯度ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ微梁在集中载荷和分布载荷作用下的
弯曲行为．轴向功能梯度微梁的材料参数沿轴向连续变化．基于最小势能原理，推导了微梁的运动方程以及
相应的经典和非经典边界条件，并利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ加权余量法和归一化技术对控制微分方程进行了求解．在
非局部应变梯度理论、非局部弹性理论、应变梯度理论和经典弹性理论的框架下，对受正弦分布荷载作用的

轴向功能梯度微梁的横向变形进行了比较．结果表明，微梁的弯曲柔度随材料长度尺度参数与梁高比值的
增大而减小，但随材料非局部参数的增大而增大，功能梯度参数对控制微梁挠度具有重要作用．该工作可为
相关领域内轴向功能梯度微梁的设计和分析提供理论依据和技术参考．
关键词：轴向功能梯度微梁；非局部应变梯度理论；弯曲；Ｇａｌｅｒｋｉｎ法；归一化方法
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