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Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅ
ＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎ，ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｃｈｅｍｅｓｎｅｅｄｔｏｂｅｍｏｒｅｄｅｔａｉｌｅｄ．Ｓｔｕｄｉｅｓｏｆｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｂｏｕｎｄａｒｙｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｔｈｅｆｉｎｉｔｅ



ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄｈａｖｅａｌｓｏｂｅｅｎｃｏｎｄｕｃｔｅｄ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓ，ｓｉｍｉｌａｒｌｙｇｅｎｅｒａｌｉｚｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓｔｏｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｉｓｄｉｆｆｉｃｕｌｔ．
　Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，ｗｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｗｏｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓ
ｆｏｒｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｃｏｎ
ｄｉｔｉｏｎｓｉｎＲｅｆ．［５］．Ｏｎｅｗａｓａｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｃｈｅｍｅａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｗａｓａｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ．
Ｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｗａｓｐｒｏｖｅｎｔｏｂｅｕｎｃｏｎ
ｄｉｔｉｏｎａｌｌｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ，ｗｈｅｒｅａｓｔｈｅｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｃｈｅｍｅｗａｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｌｙｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ．Ｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙｏｆ
ｔｈｅｓｅｔｗｏｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓｗａｓｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｉｎ
ｓｐａｃｅ．Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｉｎＲｅｆ．［６］，ｗｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄａｎｏｎ
ｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅａｎｄｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｉｔｓｓｐａｔｉａｌｃｏｎ
ｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｗａｓｔｗｏ．Ｉｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓ，ｗｅ
ｓｏｌｖｅｄｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｕｓｉｎｇｔｈｅＮｅｗｔｏｎ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｉｎｃｒｅａｓｅｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ
ａｔｅａｃｈｔｉｍｅｌｅｖｅｌ．Ｔｏｉｍｐｒｏｖｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
ａｎｄｋｅｅｐｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｕｎｃｈａｎｇｅｄ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈｉｎｇａｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎ．
　Ｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙ，ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｔｈｒｅｅｌｅｖｅｌｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ：

ｕｔ＋γｕｕｘ＋ｕｘｘｘ＝０　　０＜ｘ＜Ｌ，０＜ｔ≤Ｔ （１ａ）

ｕ（ｘ，０）＝φ（ｘ）　　０＜ｘ＜Ｌ （１ｂ）

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（Ｌ，ｔ）＝ｕｘ（Ｌ，ｔ）＝０　　０≤ｔ≤Ｔ（１ｃ）

ｗｈｅｒｅφ（０）＝φ（Ｌ）＝φ′（Ｌ）＝０，γｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｗｅ
ａｌｓｏｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅａｎｄｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｔｒｕｎ
ｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｉｎｄｅｔａｉｌ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｗｉｌｌｐｒｅｓｅｎｔｉｔｓｃｏｎｓｅｒ
ｖａｔｉｏｎｌａｗ，ｐｒｏｖｅｉｔｓｕｎｉｑｕｅｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙａｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ，ａｎｄｐｒｏｖｉｄｅｓｏｍｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｔｏ
ｖｅｒｉｆｙｏｕｒｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｍｗｉｔｈｔｈｏｓｅ
ｏｆｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｉｎＲｅｆ．［６］．

１　ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＳｃｈｅｍｅ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌｕｓｅｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆ
ｏｒｄｅｒｔｏｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒＰｒｏｂｌｅｍ（１）
ａｎｄｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｓｉｎｄｅｔａｉｌ．

１．１　Ｎｏｔａｔｉｏｎ

　Ｂｅｆｏｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅ
ｔｈｅｎｏｔａｔｉｏｎｓｕｓｅｄ．
　Ｗｅｔａｋｅｔｗｏｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓｍａｎｄｎ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｌｅｔｈ
＝Ｌ／ｍ，ｘｊ＝ｊｈ，０≤ｊ≤ｍ；τ＝Ｔ／ｎ，ｔｋ＝ｋτ，０≤ｋ≤ｎ；
Ωｈ＝｛ｘｊ ０≤ｊ≤ｍ｝．Ωτ＝｛ｔｋ ０≤ｋ≤ｎ｝．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，
ｗｅｌｅｔ

Ｕｈ＝｛ｖ ｖ＝｛ｖｊ｝
ｍ
ｊ＝０ｂｅｔｈｅｇｒｉｄｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆΩｈ｝，

Ｖｈ＝｛ｖ ｖ∈Ｕｈａｎｄｖ０＝ｖｍ＝０｝

Ｆｏｒａｎｙｕ，ｖ∈Ｕｈ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｔａｔｉｏｎｓ：

δｘｖｊ＋１／２＝
１
ｈ（ｖｊ＋１－ｖｊ）

δ２ｘｖｊ＝
１
ｈ２
（ｖｊ＋１－２ｖｊ＋ｖｊ－１）

Δｘｖｊ＝
１
２ｈ（ｖｊ＋１－ｖｊ－１）

δ３ｘｖｊ＋１／２＝
１
ｈ３
（ｖｊ＋２－３ｖｊ＋１＋３ｖｊ－ｖｊ－１）

ψ（ｕ，ｖ）ｊ＝
１
３［ｕｊΔｘｖｊ＋Δｘ（ｕｖ）ｊ］

（ｕ，ｖ）＝ｈ １
２ｕ０ｖ０＋∑

ｍ－１

ｊ＝１
ｕｊｖｊ＋

１
２ｕｍｖ( )ｍ

（δｘｕ，δｘｖ）＝ｈ∑
ｍ

ｊ＝１
（δｘｕｊ－１／２）（δｘｖｊ－１／２）

ｕ ＝ （ｕ，ｕ槡 ），　 ｕ １＝ （δｘｕ，δｘｕ槡 ）

　Ｔｈｅｎ，ｗｅｌｅｔ

Ｓτ＝｛ｗ ｗ＝｛ｗｋ｝ｎｋ＝０ｂｅｔｈｅｇｒｉｄｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆΩτ｝

　　Ｆｏｒａｎｙｗ∈Ｓτ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｎｏｔａ
ｔｉｏｎｓ：

ｗｋ＋１／２＝１２（ｗ
ｋ＋ｗｋ＋１），　ｗｋ

－
＝１２（ｗ

ｋ＋１＋ｗｋ－１）

δｔｗ
ｋ＋１／２＝１

τ
（ｗｋ＋１－ｗｋ），　Δｔｗ

ｋ＝１２τ
（ｗｋ＋１－ｗｋ－１）

　Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｋｎｏｗｔｈａｔ

δ３ｘｖｊ＋１／２＝δ
２
ｘ（δｘｖｊ＋１／２）

Δｔｗ
ｋ＝１２（δｔｗ

ｋ＋１／２＋δｔｗ
ｋ－１／２）

１．２　Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ

　Ｗｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅｔｈｏｄ
ｏｆｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆｏｒｄｅｒ．
　Ｌｅｔ

ｖ＝ｕｘ　　０≤ｘ≤Ｌ，０≤ｔ≤Ｔ

　ＴｈｅｎＰｒｏｂｌｅｍ（１）ｉｓｅｑｕａｌｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｏｆ
ｃｏｕｐｌｅｄｅｑｕａｔｉｏｎｓ：

ｕｔ＋γｕｕｘ＋ｖｘｘ＝０　　０＜ｘ＜Ｌ，０＜ｔ≤Ｔ （２ａ）

ｖ＝ｕｘ　　０＜ｘ＜Ｌ，０＜ｔ≤Ｔ （２ｂ）

ｕ（ｘ，０）＝φ（ｘ）　　０≤ｘ≤Ｌ （２ｃ）

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（Ｌ，ｔ）＝０　　０＜ｔ≤Ｔ （２ｄ）

ｖ（Ｌ，ｔ）＝０　　０≤ｔ≤Ｔ （２ｅ）

Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｎｏｔｅ

４０２ ＷａｎｇＸｕｐｉｎｇａｎｄＳｕｎＺｈｉｚｈｏｎｇ　



Ｕｋｊ＝ｕ（ｘｊ，ｔｋ），　Ｖ
ｋ
ｊ＝ｖ（ｘｊ，ｔｋ）

０≤ｊ≤ｍ，０≤ｋ≤ｎ

　ＣｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇＥｑ．（２ａ）ａｔｐｏｉｎｔｓ（ｘｊ，ｔ１／２）ａｎｄ（ｘｊ，ｔｋ）
ａｎｄｕｓｉｎｇｔｈｅＴａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

δｔＵ
１／２
ｊ ＋γψ（Ｕ

０，Ｕ１／２）ｊ＋δ
２
ｘＶ
１／２
ｊ ＝Ｐ

０
ｊ

１≤ｊ≤ｍ－１ （３）

ａｎｄ

ΔｔＵ
ｋ
ｊ＋γψ（Ｕ

ｋ，Ｕ珋ｋ）ｊ＋δ
２
ｘＶ
珋ｋ
ｊ＝Ｐ

ｋ
ｊ

１≤ｊ≤ｍ－１，１≤ｋ≤ｎ－１ （４）

Ｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｃ１＞０ｅｘｉｓｔｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｐ０ｊ ≤ｃ１（τ＋ｈ
２），　 Ｐｋｊ ≤ｃ１（τ

２＋ｈ２）
１≤ｊ≤ｍ－１，１≤ｋ≤ｎ－１ （５）

　ＷｅｃｏｎｓｉｄｅｒＥｑ．（２ｂ）ａｔｐｏｉｎｔｓ（ｘｊ＋１／２，ｔｋ）ａｎｄｕｓｅｔｈｅ
Ｔａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎｔｏｏｂｔａｉｎ

Ｖｋｊ＋１／２＝δｘＵ
ｋ
ｊ＋１／２＋Ｑ

ｋ
ｊ　　０≤ｊ≤ｍ－１，０≤ｋ≤ｎ　（６）

　ＦｏｒｔｈｅｄｉｓｃｒｅｔｅｅｒｒｏｒＱｋｊｉｎＥｑ．（６），ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ．
　Ｌｅｍｍａ１［６］　Ｗｅｄｅｎｏｔｅ

Ｓｋｊ＝∑
ｍ－１

ｌ＝ｊ＋１
（－１）ｌ－１－ｊδｘＱ

ｋ
ｌ－１／２

０≤ｊ≤ｍ－２，０≤ｋ≤ｎ

　Ｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｃ２＞０ｅｘｉｓｔｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔ

Ｑｋｊ ≤ｃ２ｈ
２　　０≤ｊ≤ｍ－１，０≤ｋ≤ｎ

Ｓｋｍ－２ ≤ｃ２ｈ
３　　０≤ｋ≤ｎ

Ｓｋｊ ≤ｃ２ｈ
２　　０≤ｊ≤ｍ－２，０≤ｋ≤ｎ

δｘＳ
ｋ
ｊ＋１／２ ≤ｃ２ｈ

２　　０≤ｊ≤ｍ－３，０≤ｋ≤ｎ

　Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｉｎｉｔｉａｌａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑｓ．（２ｃ）ｔｏ（２ｅ），ｗｅｏｂｔａｉｎ

Ｕ０ｊ＝φ（ｘｊ）　　０≤ｊ≤ｍ （７）

Ｕｋ０＝０，　Ｕ
ｋ
ｍ＝０　　１≤ｋ≤ｎ （８）

Ｖｋｍ＝０　　０≤ｋ≤ｎ （９）

　ＢｙｏｍｉｔｔｉｎｇｔｈｅｓｍａｌｌｔｅｒｍｓｉｎＥｑｓ．（３），（４），ａｎｄ
（６）ａｎｄｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅｍｗｉｔｈＥｑｓ．（７）ｔｏ（９），ｗｅｃｏｎ
ｓｔｒｕｃｔａｔｈｒｅｅｌｅｖｅｌｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒＰｒｏｂ
ｌｅｍ（２），ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

δｔｕ
１／２
ｊ ＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋δ
２
ｘｖ
１／２
ｊ ＝０　　１≤ｊ≤ｍ－１

（１０ａ）

Δｔｕ
ｋ
ｊ＋γψ（ｕ

ｋ，ｕ珋ｋ）ｊ＋δ
２
ｘｖ
珋ｋ
ｊ＝０

１≤ｊ≤ｍ－１，１≤ｋ≤ｎ－１ （１０ｂ）

ｖｋｊ＋１／２＝δｘｕ
ｋ
ｊ＋１／２　　０≤ｊ≤ｍ－１，０≤ｋ≤ｎ（１０ｃ）

ｕ０ｊ＝φ（ｘｊ）　　０≤ｊ≤ｍ （１０ｄ）

ｕｋ０＝０，　ｕ
ｋ
ｍ＝０　　１≤ｋ≤ｎ （１０ｅ）

ｖｋｍ＝０　　０≤ｋ≤ｎ （１０ｆ）

１．３　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ

　Ｆｏｒｅａｓｅｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ，ｗｅｓｅｐａｒａｔｅｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓｆｏｒ
Ｅｑ．（１０）．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ１　ＴｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．
（１０）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｙｓｔｅｍｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓ：

δｔｕ
１／２
ｊ＋１／２＋

γ
２［ψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋ψ（ｕ
０，ｕ１／２）ｊ＋１］＋δ

３
ｘｕ
１／２
ｊ＋１／２＝０

１≤ｊ≤ｍ－２ （１１ａ）

δｔｕ
１／２
ｍ－１＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｍ－１＋
２
ｈ２
（δｘｕ

１／２
ｍ－３／２－３δｘｕ

１／２
ｍ－１／２）＝０

（１１ｂ）

Δｔｕ
ｋ
ｊ＋１／２＋

γ
２［ψ（ｕ

ｋ，ｕ珋ｋ）ｊ＋ψ（ｕ
ｋ，ｕ珋ｋ）ｊ＋１］＋δ

３
ｘｕ
珋ｋ
ｊ＋１／２＝０

１≤ｊ≤ｍ－２，１≤ｋ≤ｎ－１ （１１ｃ）

Δｔｕ
ｋ
ｍ－１＋γψ（ｕ

ｋ，ｕ珋ｋ）ｍ－１＋
２
ｈ２
（δｘｕ

珋ｋ
ｍ－３／２－３δｘｕ

珋ｋ
ｍ－１／２）＝０

１≤ｋ≤ｎ－１ （１１ｄ）

ｕ０ｊ＝φ（ｘｊ）　　０≤ｊ≤ｍ （１１ｅ）

ｕｋ０＝ｕ
ｋ
ｍ＝０　　１≤ｋ≤ｎ （１１ｆ）

ａｎｄ

ｖｋｍ＝０　　０≤ｋ≤ｎ （１２ａ）

ｖｋｊ＝２δｘｕ
ｋ
ｊ＋１／２－ｖ

ｋ
ｊ＋１

ｊ＝ｍ－１，ｍ－２，…，０；０≤ｋ≤ｎ （１２ｂ）

　Ｐｒｏｏｆ　Ⅰ）ＢａｓｅｄｏｎＥｑｓ．（１０）ｔｏ（１２），ｆｉｒｓｔ，ｗｅ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈａｔＥｑｓ．（１０ｄ）ａｎｄ（１０ｅ）ａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ
Ｅｑｓ．（１１ｅ）ａｎｄ（１１ｆ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａｎｄＥｑ．（１０ｆ）ｉｓ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏＥｑ．（１２ａ）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，Ｅｑ．（１０ｃ）ｉｓ
ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏＥｑ．（１２ｂ），ａｎｄＥｑ．（１０ａ）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ

δｔｕ
１／２
ｊ＋１／２＋

γ
２［ψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋ψ（ｕ
０，ｕ１／２）ｊ＋１］＋

δ２ｘ
ｖ１／２ｊ ＋ｖ

１／２
ｊ＋１

２ ＝０　　１≤ｊ≤ｍ－２ （１３ａ）

δｔｕ
１／２
ｍ－１＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｍ－１＋δ
２
ｘｖ
１／２
ｍ－１＝０ （１３ｂ）

　ＢａｓｅｄｏｎＥｑ．（１０ｃ），ｗｅｄｅｒｉｖｅ

ｖ１／２ｊ＋１／２＝δｘｕ
１／２
ｊ＋１／２　　０≤ｊ≤ｍ－１ （１４）

　ＢｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．（１４）ｉｎｔｏＥｑ．（１３ａ），ｗｅｄｅｒｉｖｅ
Ｅｑ．（１１ａ）．
　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｂａｓｅｄｏｎＥｑ．（１０ｆ），ｗｅｄｅｒｉｖｅ

ｖ１／２ｍ ＝０

５０２　Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔａｎｄｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆ爥



　Ｔｈｅｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

δ２ｘｖ
１／２
ｍ－１＝

１
ｈ２
（ｖ１／２ｍ－２－２ｖ

１／２
ｍ－１＋ｖ

１／２
ｍ ）＝

２
ｈ２
（ｖ１／２ｍ－３／２－３ｖ

１／２
ｍ－１／２）

　ＢｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｅｑｕａｌｉｔｙｉｎｔｏＥｑ．（１３ｂ）
ａｎｄｕｓｉｎｇＥｑ．（１４），ｗｅｄｅｒｉｖｅＥｑ．（１１ｂ）．
　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎＥｑｓ．（１１ｃ）ａｎｄ（１１ｄ）ｆｒｏｍ
Ｅｑｓ．（１０ｂ），（１０ｃ），ａｎｄ（１０ｆ）．
　Ⅱ）ＢａｓｅｄｏｎＥｑｓ．（１０）ｔｏ（１２），ｗｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈａｔ
Ｅｑｓ．（１１ｅ）ａｎｄ（１１ｆ）ａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏＥｑｓ．（１０ｄ）ａｎｄ
（１０ｅ），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａｎｄＥｑ．（１２ａ）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏＥｑ．
（１０ｆ）．ＢａｓｅｄｏｎＥｑ．（１２），ｗｅｄｅｒｉｖｅＥｑ．（１０ｃ）ａｎｄ

ｖ１／２ｍ ＝０ （１５ａ）

ｖ１／２ｊ＋１／２＝δｘｕ
１／２
ｊ＋１／２　　０≤ｊ≤ｍ－１ （１５ｂ）

　ＢａｓｅｄｏｎＥｑ．（１５），ｗｅｏｂｔａｉｎ

２
ｈ２
（δｘｕ

１／２
ｍ－３／２－３δｘｕ

１／２
ｍ－１／２）＝

２
ｈ２
（ｖ１／２ｍ－３／２－３ｖ

１／２
ｍ－１／２）＝

１
ｈ２
（ｖ１／２ｍ－２－２ｖ

１／２
ｍ－１－３ｖ

１／２
ｍ ）＝δ

２
ｘｖ
１／２
ｍ－１

　ＢｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｔｏＥｑ．（１１ｂ），
ｗｅｄｅｒｉｖｅ

δｔｕ
１／２
ｍ－１＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｍ－１＋δ
２
ｘｖ
１／２
ｍ－１＝０ （１６）

ｗｈｉｃｈｉｓＥｑ．（１０ａ）ｗｉｔｈｊ＝ｍ－１．ＢｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑ．
（１５ｂ）ｉｎｔｏＥｑ．（１１ａ），ｗｅｏｂｔａｉｎ

δｔｕ
１／２
ｊ＋１／２＋

γ
２［ψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋ψ（ｕ
０，ｕ１／２）ｊ＋１］＋

δ２ｘ
ｖ１／２ｊ ＋ｖ

１／２
ｊ＋１

２ ＝０　　１≤ｊ≤ｍ－２

ｔｈａｔｉｓ

１
２［δｔｕ

１／２
ｊ＋１＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋１＋δ
２
ｘｖ
１／２
ｊ＋１］＋

１
２［δｔｕ

１／２
ｊ ＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋δ
２
ｘｖ
１／２
ｊ ］＝０　　１≤ｊ≤ｍ－２

　ＢｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈＥｑ．（１６），
ｗｅｄｅｒｉｖｅ

δｔｕ
１／２
ｊ ＋γψ（ｕ

０，ｕ１／２）ｊ＋δ
２
ｘｖ
１／２
ｊ ＝０　　ｊ＝ｍ－２，ｍ－３，…，１

ｗｈｉｃｈｉｓＥｑ．（１０ａ）ｗｉｔｈ１≤ｊ≤ｍ－２．
　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎＥｑ．（１０ｂ）ｆｒｏｍＥｑｓ．（１１ｃ），
（１１ｄ），ａｎｄ（１２）．
　Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．
　ＴｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１１）ｃｏｎｔａｉｎｓ
ｏｎｌｙｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｑｕａｎｔｉｔｙ｛ｕｋｊ｝．Ｔｈｕｓ，ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｕ
ｆｒｏｍＥｑ．（１１）ｉｓｅａｓｉｅｒｔｈａｎｔｈａｔｆｒｏｍＥｑ．（１０）．Ｎｅｘｔ，
ｗｅｄｅｓｃｒｉｂｅｉｎｄｅｔａｉｌｈｏｗｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１１）．
　Ｗｅｄｅｎｏｔｅ

ｕｋ＝｛ｕｋ０，ｕ
ｋ
１，…，ｕ

ｋ
ｍ｝

　ＢａｓｅｄｏｎＥｑ．（１１ｅ），ｗｅｏｂｔａｉｎｕ０．Ｔｈｅｎ，ｗｅｃｏｍ
ｐｕｔｅｕ１ｕｓｉｎｇＥｑｓ．（１１ａ），（１１ｂ），ａｎｄ（１１ｆ）．Ｗｅｌｅｔｗ
＝ｕ１／２．Ｉｆｗｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｗ，ｔｈｅｎｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｕ１ｕｓｉｎｇ
ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ：

ｕ１＝２ｗ－ｕ０

　ＢａｓｅｄｏｎＥｑｓ．（１１ａ），（１１ｂ），ａｎｄ（１１ｆ），ｗｅｃａｎ
ｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｗ，ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

２
τ
（ｗｊ＋１／２－ｕ

０
ｊ＋１／２）＋

γ
２［ψ（ｕ

０，ｗ）ｊ＋ψ（ｕ
０，ｗ）ｊ＋１］＋

δ３ｘｗｊ＋１／２＝０　　１≤ｊ≤ｍ－２

２
τ
（ｗｍ－１－ｕ

０
ｍ－１）＋γψ（ｕ

０，ｗ）ｍ－１＋

　　　２
ｈ２
（δｘｗｍ－３／２－３δｘｗｍ－１／２）＝０　　ｗ０＝０，ｗｍ＝０

　Ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｗｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅａｆｏｒｅ
ｍｅｎｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍ ｏｆｑｕａｔｉｃｄｉａｇｏｎａｌｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｕｓｉｎｇｔｈｅｄｏｕｂｌｅｓｗｅｅｐｍｅｔｈｏｄ．
　Ａｓｓｕｍｉｎｇｔｈａｔｗｅａｌｒｅａｄｙｋｎｏｗｕｋａｎｄｕｋ－１，ｗｅｓｏｌｖｅ
ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｕｋ＋１．Ｗｅｌｅｔｗ＝ｕ珋ｋ．Ｉｆｗｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｗ，
ｔｈｅｎｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｕｋ＋１ｕｓｉｎｇｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ：

ｕｋ＋１＝２ｗ－ｕｋ－１

　ＢａｓｅｄｏｎＥｑｓ．（１１ｃ），（１１ｄ），ａｎｄ（１１ｆ），ｗｅｃａｎ
ｏｂｔａｉｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍｏｆｅｑｕａｔｉｏｎｓｆｏｒｗ，ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

２
τ
（ｗｊ＋１／２－ｕ

ｋ
ｊ＋１／２）＋

γ
２［ψ（ｕ

ｋ，ｗ）ｊ＋ψ（ｕ
ｋ，ｗ）ｊ＋１］＋

δ３ｘｗｊ＋１／２＝０　　１≤ｊ≤ｍ－２

２
τ
（ｗｍ－１－ｕ

ｋ
ｍ－１）＋γψ（ｕ

ｋ，ｗ）ｍ－１＋

　　　２
ｈ２
（δｘｗｍ－３／２－３δｘｗｍ－１／２）＝０　　ｗ０＝０，ｗｍ＝０

　Ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｗｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅａｆｏｒｅ
ｍｅｎｔｉｏｎｅｄｓｙｓｔｅｍｏｆｑｕａｄｒａｔｉｃｄｉａｇｏｎａｌｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｕｓｉｎｇｔｈｅｓｗｅｅｐｍｅｔｈｏｄ．
　Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，Ｔｈｅｏｒｅｍ１ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｓｔｈａｔａｎａｌｙｚｉｎｇＥｑ．
（１０）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏａｎａｌｙｚｉｎｇＥｑ．（１１）．

２　ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｗｉｌｌａｎａｌｙｚｅｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ，
ｕｎｉｑｕｅｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ，ａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１０）．

２．１　ＣｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎａｎｄＵｎｉｑｕｅｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ

　Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｐｒｏｖｉｄｅｓｅｖｅｒａｌｌｅｍｍａｓ，ｗｈｉｃｈｗｉｌｌｂｅｓｕｂｓｅ
ｑｕｅｎｔｌｙｕｓｅｄ．
　Ｌｅｍｍａ２［１８］　Ｆｏｒｕ∈Ｕｈａｎｄｖ∈Ｖｈ，ｗｅｈａｖｅ

（ψ（ｕ，ｖ），ｖ）＝０

　Ｌｅｍｍａ３［６］　Ｗｅｌｅｔｖ∈Ｕｈａｎｄｕ∈Ｖｈｓａｔｉｓｆｙ

ｖｍ＝０，ｖｊ＋１／２＝δｘｕｊ＋１／２　　０≤ｊ≤ｍ－１

６０２ ＷａｎｇＸｕｐｉｎｇａｎｄＳｕｎＺｈｉｚｈｏｎｇ　



　Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅ

（δ２ｘｖ，ｕ）＝
１
２（ｖ０）

２

　Ｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｐｒｏｂｌｅｍ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１），
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｅｘｉｓｔｓ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ２［５］　Ｓｕｐｐｏｓｉｎｇｔｈａｔｕ（ｘ，ｔ）ｉｓｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｔｏＰｒｏｂｌｅｍ（１），ｗｅｄｅｎｏｔｅ

珘Ｅ（ｔ）＝∫
Ｌ

０
ｕ２（ｘ，ｔ）ｄｘ＋∫

ｔ

０
ｕ２ｘ（０，ｓ）ｄｓ

　Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅ

珘Ｅ（ｔ）＝珘Ｅ（０）　　０＜ｔ≤Ｔ

　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１０）
ｈａｓａｎｉｎｖａｒｉａｎｔ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ３　Ｓｕｐｐｏｓｉｎｇｔｈａｔ｛ｕｋｊ，ｖ
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２＋４ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝０
Ｓ１／２ｊ Ｑ１／２ｊ ＋ｈ２∑

ｍ－２

ｊ＝１
（ｅ１ｊ）

２＋

　２ｈ∑
ｍ－２

ｊ＝１
（δｘＳ

１／２
ｊ－１／２）

２＋ｈ２（ｅ
１
ｍ－１）

２＋２ｈ（Ｓ
１／２
ｍ－２）

２≤

　 τ
２ｃ

２
１Ｌ（τ＋ｈ

２）２＋１２τ
ｅ１ ２＋１２ ｅ１ ２＋（ｆ１／２０ ）

２＋

　２ｃ２２ｈ
４＋２ｃ２２ｈ

６＋４ｃ２２Ｌｈ
４＋２ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝１
ｃ２２ｈ

４＋２ｃ２２ｈ
５

Ｔｈａｔｉｓ，

（１－τ） ｅ１ ２≤ｃ２１Ｌ（τ
２＋ｈ２）２＋４ｃ２２（１＋３Ｌ）τｈ

４

Ｗｈｅｎτ≤１２，ｗｅｏｂｔａｉｎ

ｅ１ ２≤２ｃ２１Ｌ（τ
２＋ｈ２）２＋４ｃ２２（１＋３Ｌ）ｈ

４≤
［２ｃ２１Ｌ＋４ｃ

２
２（１＋３Ｌ）］（τ

２＋ｈ２）２ （２３）

　Ⅱ）ＴａｋｉｎｇｔｈｅｉｎｎｅｒｐｒｏｄｕｃｔｏｆＥｑ．（２０ｂ）ｗｉｔｈ２ｅｋ
－
，

ｗｅｄｅｒｉｖｅ

２（Δｔｅ
ｋ，ｅ珋ｋ）＋２γ（ψ（Ｕｋ，Ｕ珋ｋ）－ψ（ｕｋ，ｅ珋ｋ），ｅ珋ｋ）＋
２（δ２ｘｆ

珋ｋ，ｅ珋ｋ）＝２（Ｐｋ，ｅ珋ｋ）　　１≤ｋ≤ｎ－１

　Ｔｈａｔｉｓ，

１
τ

ｅｋ＋１ ２＋ ｅｋ ２

２ － ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

( )２ ＋２（δ２ｘｆ
珋ｋ，ｅ珋ｋ）＝

２（Ｐｋ，ｅ珋ｋ）－２γ（ψ（Ｕｋ，Ｕ珋ｋ）－ψ（ｕｋ，ｅ珋ｋ），ｅ珋ｋ）
１≤ｋ≤ｎ－１ （２４）

　ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＬｅｍｍａ５ｔｈａｔ

（δ２ｘｆ
珋ｋ，ｅ珋ｋ）＝１２（ｆ

珋ｋ
０）
２－ｆ珋ｋ０Ｑ

珋ｋ
０＋ｈｆ

珋ｋ
０Ｓ
珋ｋ
０－２ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝０
Ｓ珋ｋｊＱ

珋ｋ
ｊ＋

２ｈ∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｅ珋ｋｊδｘＳ

珋ｋ
ｊ－１／２－２ｅ

珋ｋ
ｍ－１Ｓ

珋ｋ
ｍ－２

　ＢｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙｄｅｒｉｖｅｄｅｑｕａｌｉｔｙｉｎｔｏＥｑ．
（２４）ａｎｄｃｏｍｂｉｎｉｎｇｉｔｗｉｔｈＬｅｍｍａｓ４ａｎｄ１，ｗｅｏｂｔａｉｎ

Ｇｋ－１／２ ＝γτ６∑
ｍ－２

ｊ＝１
Ｕｋ－１／２ｊ （ｅｋｊｅ

ｋ－１
ｊ＋１－ｅ

ｋ－１
ｊ ｅ

ｋ
ｊ＋１）

　Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅ

１[τ ｅｋ＋１ ２＋ ｅｋ ２

２ ＋Ｇｋ＋１／( )２ －
　 ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

２ ＋Ｇｋ－１／( ) ]２ ＋（ｆ珋ｋ０）
２ ＝

　２（Ｐｋ，ｅ珋ｋ）－ {γ ２ｈ３∑
ｍ－１

ｊ＝１
（ΔｘＵ

珋ｋ
ｊ）ｅ

ｋ
ｊｅ
珋ｋ
ｊ＋

　 ｈ
３∑

ｍ－２

ｊ＝１
（δｘＵ

珋ｋ
ｊ＋１／２）ｅ

ｋ
ｊ＋１ｅ

珋ｋ
ｊ＋

　 １
６∑

ｍ－２

ｊ＝１
［（Ｕ珋ｋｉ－Ｕ

ｋ＋１／２
ｉ ）（ｅｋ＋１ｊ ｅ

ｋ
ｊ＋１－ｅ

ｋ
ｊｅ
ｋ＋１
ｊ＋１）＋

　（Ｕｋ－１／２ｊ －Ｕ珋ｋｊ）（ｅ
ｋ
ｊｅ
ｋ－１
ｊ＋１ －ｅ

ｋ－１
ｊ ｅ

ｋ
ｊ＋１ }）］ ＋２ｆ珋ｋ０Ｑ

珋ｋ
０－

　２ｈｆ珋ｋ０Ｓ
珋ｋ
０＋４ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝０
Ｓ珋ｋｊＱ

珋ｋ
ｊ－４ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝１
ｅ珋ｋｊδｘＳ

珋ｋ
ｊ－１／２＋４ｅ

珋ｋ
ｍ－１Ｓ

珋ｋ
ｍ－２≤

　 Ｐｋ ２＋ ｅｋ
－ ２＋ γ （ｃ０ ｅ

ｋ ｅｋ
－
＋

　 τ
３ｈｃ０ ｅ

ｋ＋１ ｅｋ ＋τ３ｈｃ０ ｅ
ｋ ｅｋ－１ ）＋

　 １
２（ｆ

珋ｋ
０）
２＋２（Ｑ珋ｋ０）

２＋１２（ｆ
珋ｋ
０）
２＋２ｈ２（Ｓ珋ｋ０）

２＋

　４ｈ∑
ｍ－２

ｊ＝０
Ｓ珋ｋｊ Ｑ珋ｋｊ ＋ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝１
（ｅ珋ｋｊ）

２＋

　４ｈ∑
ｍ－２

ｊ＝１
（δｘＳ

珋ｋ
ｊ－１／２）

２＋ｈ（ｅ珋ｋｍ－１）
２＋４ｈ（Ｓ

珋ｋ
ｍ－２）

２

ＵｓｉｎｇｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（５），ｗｅｏｂ
ｔａｉｎ

　１[ (τ
ｅｋ＋１ ２＋ ｅｋ ２

２ ＋Ｇｋ＋１／ )２ －

(　 ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

２ ＋Ｇｋ－１／ ) ]２ ＋（ｆ珋ｋ０）
２≤

　ｃ２１Ｌ（τ
２＋ｈ２）２＋２ｅｋ

－ ２＋
γ ｃ０
２ （ ｅｋ ２＋ ｅｋ

－ ２
）＋

　
ｃ０ γ τ
６ｈ （ ｅｋ＋１ ２＋ ｅｋ ２＋ ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

）＋

　（ｆ珋ｋ０）
２＋２ｃ２２ｈ

４＋２ｃ２２ｈ
６＋４ｈ∑

ｍ－２

ｊ＝０
ｃ２２ｈ

４＋

　４ｈ∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｃ２２ｈ

４＋４ｃ２２ｈ
５≤ γ ｃ０

２ ＋２＋( )λ·
　 ｅｋ＋１ ２＋ ｅｋ ２

２ ＋ ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２( )２
＋（ｆ珋ｋ０）

２＋

　（ｃ２１Ｌ＋２ｃ
２
２＋８ｃ

２
２Ｌ）（τ

２＋ｈ２）２　　１≤ｋ≤ｎ－１
（２５）

　Ｗｅｌｅｔ

Ｅｋ＝ ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

２ ＋Ｇｋ－１／２

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

Ｇｋ－１／２ ≤λ ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

２

Ｉｆλ＜１，ｔｈｅｎｗｅｄｅｒｉｖｅ

　（１－λ） ｅ
ｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

２ ≤Ｅｋ≤

　　　（１＋λ） ｅ
ｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

２ ≤ ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２

　Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（２５）ｔｈａｔ

１
τ
（Ｅｋ＋１－Ｅｋ）≤ｃ３（Ｅ

ｋ＋１＋Ｅｋ）＋

９０２　Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔａｎｄｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆ爥



（ｃ２１Ｌ＋２ｃ
２
２＋８ｃ

２
２Ｌ）（τ

２＋ｈ２）２　　１≤ｋ≤ｎ－１

Ｔｈａｔｉｓ，

（１－ｃ３τ）Ｅ
ｋ＋１≤（１＋ｃ３τ）Ｅ

ｋ＋
（ｃ２１Ｌ＋２ｃ

２
２＋８ｃ

２
２Ｌ）τ（τ

２＋ｈ２）２　　１≤ｋ≤ｎ－１

Ｗｈｅｎｃ３τ≤
１
３，ｗｅｄｅｒｉｖｅ
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２
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１≤ｋ≤ｎ－１

ＵｓｉｎｇｔｈｅＧｒｏｎｗａｌｌｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

　　Ｅｋ≤ｅｘｐ｛３ｃ３（ｋ－１）τ [｝ Ｅ１＋
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＋
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＋
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＋
４ｃ２２Ｌ
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３

（τ２＋ｈ２） ]２ 　　１≤ｋ≤ｎ
　ＢｙｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇＥｑｓ．（２１）ａｎｄ（２３）ｉｎｔｏｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓ
ｌｙｄｅｒｉｖｅｄｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅｏｂｔａｉｎ

　Ｅｋ≤ｅｘｐ（３ｃ３Ｔ (） ２ｃ２１Ｌ＋４ｃ２２（１＋３Ｌ）＋
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２ｃ３
＋
ｃ２２
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＋
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　Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｋｎｏｗｔｈａｔ

ｅｋ ２＋ ｅｋ－１ ２
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ｃ２４
２（τ

２＋ｈ２）２　　１≤ｋ≤ｎ

　Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，

ｅｋ ≤ｃ４（τ
２＋ｈ２）　　１≤ｋ≤ｎ

　Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ．

３　ＮｕｍｅｒｉｃａｌＥｘａｍｐｌｅｓ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｔｗｏｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅｓ．
Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１１）．
　ＩｎＲｅｆ．［６］，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｌｅｖｅｌｎｏｎ
ｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ：

δｔｕ
ｋ＋１／２
ｊ＋１／２＋

γ
２［ψ（ｕ

ｋ＋１／２，ｕｋ＋１／２）ｊ＋ψ（ｕ
ｋ＋１／２，ｕｋ＋１／２）ｊ＋１］＋

δ３ｘｕ
ｋ＋１／２
ｊ＋１／２＝０　　１≤ｊ≤ｍ－２，０≤ｋ≤ｎ－１（２６ａ）

δｔｕ
ｋ＋１／２
ｍ－１ ＋γψ（ｕ

ｋ＋１／２，ｕｋ＋１／２）ｍ－１＋
２
ｈ２
（δｘｕ

ｋ＋１／２
ｍ－３／２－３δｘｕ

ｋ＋１／２
ｍ－１／２）＝０　　０≤ｋ≤ｎ－１

（２６ｂ）

ｕ０ｊ＝φ（ｘｊ）　　０≤ｊ≤ｍ （２６ｃ）

ｕｋ０＝０，ｕ
ｋ
ｍ＝０　　１≤ｋ≤ｎ （２６ｄ）

ａｎｄｓｏｌｖｅｄｉｔｕｓｉｎｇｔｈｅＮｅｗｔｏｎｉｔｅｒａｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄ．
　Ｗｅｍａｋｅｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅ
ｓｔｅｐｓｉｚｅｈａｎｄτｂｅ｛ｕｋｊ（ｈ，τ） ０≤ｊ≤ｍ，０≤ｋ≤ｎ｝．
　Ｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｅｒｒｏｒａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

Ｅ（ｈ，τ）＝ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

ｈ∑
ｍ－１

ｊ＝１
ｕｋｊ（ｈ，τ）－ｕ

ｋ
２ｊ
ｈ
２，( )[ ]τ槡

２

Ｆ（ｈ，τ）＝ ｕｎ（ｈ，τ）－ｕ２ｎ ｈ，τ( )２
　Ｗｈｅｎτｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，ｔｈｅｓｐａｔｉａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｒｄｅｒｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

ｒｈ＝ｌｏｇ２
Ｅ（２ｈ，τ）
Ｅ（ｈ，τ( )）

　Ｗｈｅｎｈｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，ｔｈｅｔｅｍｐｏｒａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｒｄｅｒｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

ｒτ＝ｌｏｇ２
Ｆ（ｈ，２τ）
Ｆ（ｈ，τ( )）

　Ｅｘａｍｐｌｅ１　ＩｎＰｒｏｂｌｅｍ（１），ｗｅｔａｋｅＴ＝１，Ｌ＝１，γ
＝－６，φ（ｘ）＝ｘ（ｘ－１）２（ｘ３－２ｘ２＋２）．Ｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｉｓｕｎｋｎｏｗｎ．
　ＴｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１１）ｗｉｌｌｂｅ
ｅｍｐｌｏｙｅｄｔｏｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙｓｏｌｖｅｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉ
ｃａｌａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｉｎｓｐａｃｅａｎｄｔｉｍｅ
ｗｉｌｌｂｅｖｅｒｉｆｉｅｄ．
　Ｂｙｖａｒｙｉｎｇｓｔｅｐｓｉｚｅｈｗｉｔｈｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｓｔｅｐ
ｓｉｚｅτ＝１／１２８００ａｎｄｖａｒｙｉｎｇｓｔｅｐｓｉｚｅτｗｉｔｈｔｈｅｓｕｆｆｉ
ｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｓｔｅｐｓｉｚｅｈ＝１／１２８００，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｒｒｏｒｓ
ａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｆｏｒＳｃｈｅｍｅ（１１）ａｒｅｌｉｓｔｅｄｉｎ
Ｔａｂｓ．１ａｎｄ２．Ｆｒｏｍｔｈｅｓｅｔａｂｌｅｓ，ｗｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈａｔｔｈｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆＳｃｈｅｍｅ（１１） ｃａｎ
ａｃｈｉｅｖｅＯ（τ２＋ｈ２），ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈＴｈｅｏｒｅｍ５．

Ｔａｂ．１　ＥｒｒｏｒｓａｎｄｓｐａｃｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆＥｘａｍｐｌｅ１（τ
＝１／１２８００）

ｈ
Ｓｃｈｅｍｅ（１１） Ｓｃｈｅｍｅ（２６）

Ｅ（ｈ，τ） ｒｈ
ＣＰＵ
ｔｉｍｅ／ｓ

Ｅ（ｈ，τ） ｒｈ
ＣＰＵ
ｔｉｍｅ／ｓ

１／８０ ８．２５０×１０－７ ０．１４ ８．２４９×１０－７ ０．４２
１／１６０ ２．０６２×１０－７ ２．００ ０．１９ ２．０６２×１０－７ ２．００ ０．４４
１／３２０ ５．１５６×１０－７ ２．００ ０．２８ ５．１５６×１０－８ ２．００ ０．６３
１／６４０ １．２８９×１０－８ ２．００ ０．４８ １．２８９×１０－８ ２．００ １．０６
１／１２８０３．２１５×１０－９ ２．００ ０．９４ ３．２１０×１０－９ ２．０１ ８．４０

Ｔａｂ．２　ＥｒｒｏｒｓａｎｄｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆＥｘａｍｐｌｅ１（ｈ＝
１／１２８００）

τ
Ｓｃｈｅｍｅ（１１） Ｓｃｈｅｍｅ（２６）

Ｆ（ｈ，τ） ｒｈ
ＣＰＵ
ｔｉｍｅ／ｓ

Ｆ（ｈ，τ） ｒｈ
ＣＰＵ
ｔｉｍｅ／ｓ

１／８０ １．４１０×１０－２ ０．０９ ４．４４５×１０－３ ４．６０
１／１６０ ４．３６３×１０－３ １．６９ ０．１６ １．０３０×１０－３ ２．１１ ９．１１
１／３２０ １．００５×１０－３ ２．１２ ０．３２ ２．５０８×１０－４ ２．０４ １７．３５
１／６４０ ２．４５１×１０－４ ２．０４ ０．６３ ７．１３３×１０－５ １．８１ ３２．６５
１／１２８０７．０６８×１０－５ １．８０ １．２４ １．８４３×１０－５ １．９５ ６３．２９

０１２ ＷａｎｇＸｕｐｉｎｇａｎｄＳｕｎＺｈｉｚｈｏｎｇ　



Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｏｂｓｅｒｖｅｔｈａｔｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘ
ｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１１）ｉｓｍｏｒｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｌｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｔｈａｎｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．
（２６）．
　Ｆｉｇ．１ｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｔｈｅｅｎｅｒｇｙｏｆＳｃｈｅｍｅ（１１）ｉｓｃｏｎ
ｓｅｒｖｅｄｆｏｒＥｘａｍｐｌｅ１．
　Ｗｅｄｅｎｏｔｅ

Ｈ（ｈ，τ）＝ｍａｘ
０≤ｋ≤ｎ

ｅｋ（ｈ，τ）

ａｎｄ

ｒｅｈ＝ｌｏｇ２
Ｈ（２ｈ，τ）
Ｈ（ｈ，τ( )） ，　ｒｅτ＝ｌｏｇ２ Ｈ（ｈ，２τ）Ｈ（ｈ，τ( )）

Ｆｉｇ．１　ＥｎｅｒｇｙｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｏｆＥｘａｍｐｌｅ１

　Ｅｘａｍｐｌｅ２　Ｗｅｃｏｎｄｕｃｔａｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｗｉｔｈ
ｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｓｏｌｉｔａｒｙｗａｖｅ［１９］，ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

ｕ（ｘ，ｔ）＝４ｓｅｃｈ２（ｘ－４ｔ－４）
０≤ｘ≤２０，０≤ｔ≤１

Ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｉｓγ＝３．
　Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｕｓｉｎｇｔｈｅｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｉｎＥｑ．（１１）ａｎｄｏｂｓｅｒｖｅｔｈｅｃｏｎ
ｖｅｒｇｅｎｃｅ．Ｆｉｒｓｔ，ｗｅｆｉｘｔｈｅｔｉｍｅｓｔｅｐｓｉｚｅａｓ１／３２００ａｎｄ
ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｅｒｒｏｒｓａｎｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｉｎｔｈｅｓｐａｃｅ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ａｓｓｈｏｗｎｉｎＴａｂ．３．Ｔｈｅｎ，ｗｅｆｉｘｔｈｅｓｐａｃｅ
ｓｔｅｐｓｉｚｅａｓ１／３２００ａｎｄｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｅｒｒｏｒｓａｎｄｃｏｎｖｅｒ
ｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｉｎｔｈｅｔｉｍｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ａｓｓｈｏｗｎｉｎＴａｂ．４．

Ｔａｂ．３　ＥｒｒｏｒｓａｎｄｓｐａｃｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆＥｘａｍｐｌｅ２
ｈ τ Ｈ（ｈ，τ） ｒｅｈ
１／１０ １／３２００ １．０７３×１０－１

１／２０ １／３２００ ２．７２１×１０－２ １．９８
１／４０ １／３２００ ６．８５５×１０－３ １．９９
１／８０ １／３２００ １．９７６×１０－３ １．８０

Ｔａｂ．４　ＥｒｒｏｒｓａｎｄｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓｏｆＥｘａｍｐｌｅ２
ｈ τ Ｈ（ｈ，τ） ｒｅτ

１／３２００ １／１０ ６．０８２×１０－１

１／３２００ １／２０ １．６４３×１０－１ １．８９
１／３２００ １／４０ ４．１９６×１０－２ １．９７
１／３２００ １／８０ １．０５７×１０－２ １．９９

　Ｎｏｔａｂｌｙ，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｗｉｔｈｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ．ＩｎＦｉｇ．２，ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄｅｘａｃｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓａｒｅｐｌｏｔｔｅｄｆｏｒｔ＝０．２５，０．５，０．７５，１．０．

Ｆｉｇ．２ｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｅｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ
ｗｉｔｈｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓ．

（ａ）
　

（ｂ）

Ｆｉｇ．２　ＣｕｒｖｅｓｏｆＥｘａｍｐｌｅ２（ｈ＝τ＝１／４０）．（ａ）Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏ
ｌｕｔｉｏｎ；（ｂ）Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎ

４　Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙ，ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇ
ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ．Ｗｉｔｈｔｈｅｕｓｅｏｆｔｈｅｍｅｔｈｏｄ
ｏｆｒｅｄｕｃｔｉｏｎｏｆｏｒｄｅｒ，ｗｅｅｓｔａｂｌｉｓｈａｔｈｒｅｅｌｅｖｅｌｌｉｎｅａｒｉｚｅｄ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅａｎｄｓｈｏｗｔｈａｔｉｔｉｓｍｏｒｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
ｌｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔｔｈａｎｔｈｅｔｗｏｌｅｖｅｌｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ
ｔｈｒｏｕｇｈｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｗｈｉｌｅｒｅｔａｉｎｉｎｇｔｈｅｓａｍｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｒｄｅｒｓ．Ｕｓｉｎｇｔｈｅｅｎｅｒｇｙａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄ，
ｗｅｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ，ｕｎｉｑｕｅｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ，ａｎｄｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅ．
　ＩｎＴｈｅｏｒｅｍ ５，ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｓｃｈｅｍｅｗａｓｐｒｏｖｅｎｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｏｆｔｈｅｓｔｅｐｓｉｚｅ
ｒａｔｉｏ．Ｔｈｉｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｍａｙｂｅｕｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔ．Ｉｎｄｅｅｄ，ｗｅｆｏｕｎｄｆｒｏｍＥｘａｍｐｌｅ１ｔｈａｔｔｈｅ
ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｏｆｓｔｅｐｓｉｚｅｒａｔｉｏｉｓｕｎｎｅｃｅｓｓａｒｙｆｏｒｅｎｓｕｒｉｎｇ
ｔｈａｔｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒｅｓｕｌｔｈｏｌｄｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｗｅｈａｖｅｎｏｔ
ｙｅｔｄｉｓｃｏｖｅｒｅｄａｂｅｔｔｅｒｍｅｔｈｏｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｕｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｗｉｌｌｃｏｎｔｉｎｕｅｏｕｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｆｕｔｕｒｅ
ｗｏｒｋ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［１］ＫｏｒｔｅｗｅｇＤＪ，ｄｅＶｒｉｅｓＧ．Ｏｎｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｆｏｒｍｏｆ
ｌｏｎｇｗａｖｅｓａｄｖａｎｃｉｎｇｉｎａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃａｎａｌ，ａｎｄｏｎａ
ｎｅｗｔｙｐｅｏｆｌｏｎｇｓｔａｔｉｏｎａｒｙｗａｖｅｓ［Ｊ］．ＴｈｅＬｏｎｄｏｎ，Ｅｄ
ｉｎｂｕｒｇｈ，ａｎｄＤｕｂｌｉｎＰｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌＭａｇａｚｉｎｅａｎｄＪｏｕｒｎａｌ
ｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，１８９５，３９（２４０）：４２２ ４４３．ＤＯＩ：１０．１０８０／
１４７８６４４９５０８６２０７３９．

［２］ＫｕｏＰＹ，ＷｕＨＭ．ＮｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＫ．Ｄ．Ｖ．
ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐ
ｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，１９８１，８２（２）：３３４ ３４５．ＤＯＩ：１０．１０１６／
００２２２４７Ｘ（８１）９０１９９２．

［３］ＺｈｕＳＨ．Ａｓｃｈｅｍｅｗｉｔｈａｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｄｉｓｃｒｅｔｅｉｎｖａｒｉａｎｔ
ｆｏｒｔｈｅＫｄＶｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，
２００１，１４（１）：１７ ２０．ＤＯＩ：１０．１０１６／Ｓ０８９３９６５９（００）

１１２　Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔａｎｄｌｉｎｅａｒｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆ爥



００１０５１．
［４］ＴａｈａＴＲ，ＡｂｌｏｗｉｔｚＭ Ｊ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌａｓ
ｐｅｃｔｓｏｆｃｅｒｔａｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓ．Ⅰ．Ａｎａ
ｌｙｔｉｃａｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，１９８４，５５
（２）：１９２ ２０２．ＤＯＩ：１０．１０１６／００２１９９９１（８４）９０００２０．

［５］ＳｈｅｎＪＹ，ＷａｎｇＸＰ，ＳｕｎＺＺ．Ｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎａｎｄ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｗｏｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓｆｏｒＫｄＶｅ
ｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｉｎｉｔｉａｌａｎｄｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ：Ｔｈｅｏｒｙ，ＭｅｔｈｏｄｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｓ，２０２０，１３（１）：２５３ ２８０．ＤＯＩ：１０．４２０８／ｎｍｔｍａ．
ｏａ２０１９００３８．

［６］ＷａｎｇＸＰ，ＳｕｎＺＺ．Ａｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔｄｉｆｆｅｒ
ｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ
ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｉｒｅｓｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒ
ＰａｒｔｉａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎｓ，２０２１，３７（５）：２８７３
２８９４．ＤＯＩ：１０．１００２／ｎｕｍ．２２６４６．
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ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程初边值问题的一个二阶收敛线性化差分格式
王旭平　 孙志忠

（东南大学数学学院，南京 ２１１１８９）

摘要：为求解ＫｏｒｔｅｗｅｇｄｅＶｒｉｅｓ方程的初边值问题，首先利用降阶法得到一个等价的耦合非线性方程组，再
对该方程组建立差分格式．引进的新变量可以从差分格式中分离，得到仅含有原变量的差分格式，该差分格
式在实际计算中，每一时间层上只需要解一个四对角的线性方程组，计算量和存储量都很小．应用能量法对
差分格式进行了理论分析，证明了差分格式是唯一可解的，且满足一个与原问题相应的能量守恒律．在步长
比满足一个限制条件下，差分格式是收敛的，时间收敛阶和空间收敛阶都为２．数值算例验证了差分格式的
收敛阶和数值解满足能量守恒律，且步长比的限制性条件对差分格式的收敛性不是必要的．通过与一个已
知的两层非线性差分格式进行对比，所提出的差分格式在数值计算方面更有优势．
关键词：ＫｄＶ方程；线性化差分格式；守恒性；收敛性
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