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Ｒａ．
　Ｒｅｗｒｉｔｅａ＝（１－ｅ）＋ｕａｓ１－ａ＝ｅ＋（－ｕ）．Ｔｈｅｎ，
ｂｙａｓｉｍｉｌａｒａｒｇｕｍｅｎｔ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｌ（１－ａ）Ｒｅａｎｄ
Ｒ（１－ｅ）Ｒ（１－ａ）．
　２）４）．Ｆｒｏｍｅ∈ＲｅＲａａｎｄｌ（ａ）Ｒ（１－ｅ）＝
ｌ（ｅ），ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｅａ∈Ｕ（ｅＲ）ｂａｓｅｄｏｎＬｅｍｍａ１．
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｄｅｒｉｖｅ（１－ｅ）（１－ａ）∈Ｕ（（１－ｅ）
Ｒ）．
　１）３）４）ａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏ１）２）４）．
　４）５）．Ｔｈｉｓｉｓｏｂｖｉｏｕｓｆｒｏｍ１）ｏｆＥｘａｍｐｌｅ１．
　５）６）．Ｇｉｖｅｎｔｈａｔ（１－ｅ）（１－ａ）ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ
ｉｎ（１－ｅ）Ｒ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ（１－ｅ）ａ＝（１－ｅ）－（１－ｅ）
（１－ａ）ｉｓａｌｓｏｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｎ（１－ｅ）Ｒ．
　６）７）Ｗｒｉｔｅｅ１＝ｅａｎｄｅ２＝１－ｅ．Ｔｈｅｎ，ｅ１ｅ２＝０
ａｎｄ１＝ｅ１＋ｅ２．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｅｉａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｎｅｉＲ

６１３ ＬｉＷｅｎｄｅａｎｄＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ　



ｆｏｒｅａｃｈｉ．
　７）１）．Ｆｏｒｅａｃｈｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｉ，ｅｉａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙ
ｃｌｅａｎｉｎｅｉＲ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｅｉａ＝ｆｉ＋ｕｉ，ｗｈｅｒｅ
ｆｉ∈ＣＥ（ｅｉＲ）ａｎｄｕｉ∈Ｕ（ｅｉＲ），ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｖｉ∈
ｅｉＲｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｖｉｕｉ＝ｕｉｖｉ＝ｅｉ．Ｇｉｖｅｎｔｈａｔｅｉｉｓａｃｅｎ
ｔｒａｌｌｙｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ，ｗｅｄｅｒｉｖｅｆ＝∑ｆｉ∈
ＣＥ（Ｒ），ｕ＝∑ｕｉ∈Ｕ（Ｒ），ａｎｄｕ－１＝∑ｖｉ．Ｈｅｎｃｅ，
ａ＝∑ｅｉａ＝∑（ｆｉ＋ｕｉ）＝∑ｆｉ＋∑ｕｉ＝ｆ＋ｕ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１　Ｌｅｔａ∈Ｒ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ：
　１）ａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　２）ｖ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｆ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔｆ＝ｆｖａａｎｄ
１－ｆ＝－（１－ｆ）ｖ（１－ａ）．
　３）ｕ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｆ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔｆ＝ｆｕａａｎｄ
１－ｆ＝（１－ｆ）ｕ（１－ａ）．
　４）ｆ∈ＣＥ（Ｒ）ａｎｄｘ，ｙ∈Ｒｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔｆ＝ｆｘａ，１－ｆ
＝（１－ｆ）ｙ（１－ａ），ａｎｄｆｘ－（１－ｆ）ｙ∈Ｕ（Ｒ）．
　Ｐｒｏｏｆ　１）２）．Ｌｅｔａ＝ｕ＋ｅ，ｗｈｅｒｅｕ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｅ
∈ＣＥ（Ｒ）．Ｗｒｉｔｅｆ＝１－ｅａｎｄｖ＝ｕ－１．Ｔｈｅｎ，

ｆ＝（１－ｅ）ｕ－１ａ＝ｆｖａ

ａｎｄ

１－ｆ＝－ｅｕ－１（１－ａ）＝－（１－ｆ）ｖ（１－ａ）

　２）１）．Ｗｒｉｔｅｅ＝１－ｆ．Ｔｈｅｎ，ｖ（ａ－ｅ）＝［ｆｖ＋（１－
ｆ）ｖ］（ａ－１＋ｆ）＝ｆｖａ－ｆｖ＋ｆｖ－（１－ｆ）ｖ（１－ａ）＝ｆ＋１
－ｆ＝１．Ｈｅｎｃｅ，ａ－ｅ＝ｖ－１，ｉ．ｅ．，ａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　２）３）．Ｗｒｉｔｅｕ＝（２ｆ－１）ｖ．Ｔｈｅｎ，ｆ＝ｆｖａ＝ｆｕａａｎｄ
１－ｆ＝－（１－ｆ）ｖ（１－ａ）＝（１－ｆ）ｕ（１－ａ）．
　３）２）ｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏ２）３）．
　２）４）．Ｗｒｉｔｅｘ＝ｖａｎｄｙ＝－ｖ．Ｔｈｅｎ，ｆ＝ｆｘａａｎｄ１
－ｆ＝（１－ｆ）ｙ（１－ａ）．
　４）２）．Ｗｒｉｔｅｖ＝ｆｘ－（１－ｆ）ｙ∈Ｕ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，ｆｘ＝
ｆｖａｎｄ－（１－ｆ）ｙ＝（１－ｆ）ｖ，ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｆ＝ｆｘａ
＝ｆｖａａｎｄ１－ｆ＝（１－ｆ）ｙ（１－ａ）＝－（１－ｆ）ｖ（１－ａ）．

２　ＣｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆＣｅｎｔｒａｌｌｙＣｌｅａｎＲｉｎｇｓ

　ＲｅｃａｌｌｔｈａｔｉｆＲ／Ｊ（Ｒ）ｉｓａｄｉｖｉｓｉｏｎｒｉｎｇ，ｔｈｅｎＲｉｓｃｏｎ
ｓｉｄｅｒｅｄａｌｏｃａｌｒｉｎｇ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２　Ｅｖｅｒｙｌｏｃａｌｒｉｎｇｉｓａｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ
ｒｉｎｇ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔａ∈Ｒ．Ｉｆａ∈Ｊ（Ｒ），ｔｈｅｎａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙ
ｃｌｅａｎｂａｓｅｄｏｎ２）ｏｆＥｘａｍｐｌｅ１．ＩｆａＪ（Ｒ），ｔｈｅｎａ＋
Ｊ（Ｒ）∈Ｕ（Ｒ／Ｊ（Ｒ））．Ｈｅｎｃｅ，ｘ＋Ｊ（Ｒ）∈Ｒ／Ｊ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓ
ｓｕｃｈｔｈａｔ

（ａ＋Ｊ（Ｒ））（ｘ＋Ｊ（Ｒ））＝１＋Ｊ（Ｒ）

ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔａｘ＋Ｊ（Ｒ）＝１＋Ｊ（Ｒ），ｉ．ｅ．，ａｘ－１∈
Ｊ（Ｒ）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａｘ＝１－（１－ａｘ）∈Ｕ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，ａｉｓ
ｒｉｇｈｔｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｉｎＲ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｄｅｄｕｃｅｔｈａｔａｉｓ
ｌｅｆｔｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｉｎＲ．Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔａ∈Ｕ（Ｒ），ａｎｄｈｅｎｃｅ，

ｉｔｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｉｎ２００４，Ｎｉｃｈｏｌｓｏｎｅｔａｌ．［１２］ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｉｆＲ≠０，ｔｈｅｎ
Ｒ［ｘ］ｉｓｎｏｔｃｌｅａｎ．Ｔｈｅｎ，ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｔｈａｔＲ［ｘ］ｉｓｎｏｔ
ｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｗｈｅｎＲ≠０．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３　Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｅｑｕｉｖａ
ｌｅｎｔ：
　１）２∈Ｕ（Ｒ），ａｎｄＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　２）Ｆｏｒａｎｙａ∈Ｒ，ｕ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｘ∈Ｃ（Ｒ）ｅｘｉｓｔ，ｗｉｔｈ
ｘ２＝１，ｓｕｃｈｔｈａｔａ＝ｕ＋ｘ．
　Ｐｒｏｏｆ　１）２）．Ｌｅｔａ∈Ｒ．ＧｉｖｅｎｔｈａｔＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙ

ｃｌｅａｎ，ｕ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｅ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔ１＋ａ２ ＝ｅ

＋ｕ，ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔａ＝（２ｅ－１）＋２ｕ．Ｆｒｏｍ２∈
Ｕ（Ｒ），ｗｅｄｅｒｉｖｅ２ｕ∈Ｕ（Ｒ）．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，（２ｅ－１）２＝１
ａｎｄ２ｅ－１∈Ｃ（Ｒ）．
　２）１）．Ｈｙｐｏｔｈｅｔｉｃａｌｌｙ，ｗｅｈａｖｅ１＝ｘ＋ｖ，ｗｈｅｒｅｖ∈
Ｕ（Ｒ），ｘ２＝１ａｎｄｘ∈Ｃ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，（１－ｖ）２＝ｘ２＝１，
ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｖ２＝２ｖ．Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍｖ∈Ｕ（Ｒ），ｗｅ
ｄｅｒｉｖｅ２＝ｖ∈Ｕ（Ｒ）．Ｌｅｔａ∈Ｒ．Ｔｈｅｎ，２ａ－１＝ｙ＋ｗ，
ｗｈｅｒｅｗ∈Ｕ（Ｒ），ｙ２＝１ａｎｄｙ∈Ｃ（Ｒ）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａ＝
ｙ＋１
２ ＋ｗ２ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．

　Ｔｈｅｎ，ｗｅｐｒｏｖｉｄｅｓｏｍｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆｃｅｎｔｒａｌｌｙ
ｃｌｅａｎｒｉｎｇｓ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ２　Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ：
　１）Ｒｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　２）Ｅｖｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔｘ∈Ｒｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｘ＝ｕ－ｅ，
ｗｈｅｒｅｕ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
　３）Ｅｖｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔｘ∈Ｒｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｘ＝ｕ＋ｅ，
ｗｈｅｒｅｕ∈Ｕ（Ｒ）∪０ａｎｄｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
　４）Ｅｖｅｒｙｅｌｅｍｅｎｔｘ∈Ｒｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｘ＝ｕ－ｅ，
ｗｈｅｒｅｕ∈Ｕ（Ｒ）∪０ａｎｄｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
　Ｐｒｏｏｆ　１）２）．Ｌｅｔｘ∈Ｒ．Ｔｈｅｎ，－ｘ＝ｅ＋ｖ，ａｎｄｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｘ＝－ｖ－ｅ，ｕ＝－ｖ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｅ∈
ＣＥ（Ｒ）．
　２）３）ａｎｄ３）４）ａｒｅｓｉｍｉｌａｒｔｏ１）２）．
　４）１）．Ｌｅｔｘ∈Ｒ．Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅ－ｘ＝ｕ－ｅｂａｓｅｄ
ｏｎｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｕ∈Ｕ（Ｒ）∪０ａｎｄｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
Ｈｅｎｃｅ，ｘ＝（－ｕ）＋ｅ．Ｔｈｅｃａｓｅｗｈｅｎｕ＝０ｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ
４）ｏｆＥｘａｍｐｌｅ１．
　Ｒｅｃａｌｌｔｈａｔｉｆｅ∈Ｅ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ∈ａＲａｎｄ１－
ｅ∈（１－ａ）Ｒｆｏｒａｎｙａ∈Ｒ，ｔｈｅｎＲｉｓａｎｅｘｃｈａｎｇｅｒｉｎｇ．
Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｆｅｖｅｒｙｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｏｆＲｉｓｃｅｎｔｒａｌ，ｔｈｅｎＲｉｓ
ｃａｌｌｅｄａｂｅｌｉａｎ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ３　Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ：
　１）Ｒｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　２）Ｒｉｓａｎｅｘｃｈａｎｇｅａｎｄａｂｅｌｉａｎ．
　３）Ｒｉｓｃｌｅａｎａｎｄａｂｅｌｉａｎ．
　４）Ｆｏｒａｎｙａ∈Ｒ，ｅ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ∈ａＲ
ａｎｄ１－ｅ∈（１－ａ）Ｒ．
　Ｐｒｏｏｆ　１）３）．Ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｅｖｅｒｙｉｄｅｍｐ
ｏｔｅｎｔｏｆＲｉｓｃｅｎｔｒａｌ．Ｌｅｔｅ∈Ｅ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，ｗｅｄｅｒｉｖｅｅ＝
ｆ＋ｕ，ｗｈｅｒｅｆ∈ＣＥ（Ｒ）ａｎｄｕ∈Ｕ（Ｒ），ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔｉｆｆ＋ｕ＝（ｆ＋ｕ）２＝ｆ＋２ｆｕ＋ｕ２，ｔｈｅｎ１＝ｕ＋２ｆ．

７１３　ＣｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｓａｎｄｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｓｉｎａｒｉｎｇ



Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｅ＝ｆ＋ｕ＝ｆ＋１－２ｆ＝１－ｆ∈ＣＥ（Ｒ）．
　３）４）．Ｇｉｖｅｎｔｈａｔｃｌｅａｎｒｉｎｇｓａｒｅｅｘｃｈａｎｇｅｒｉｎｇｓ，ｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ，ｆｏｒａｎｙａ∈Ｒ，ｅ∈Ｅ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ
∈ａＲａｎｄ１－ｅ∈（１－ａ）Ｒ．ＧｉｖｅｎｔｈａｔＲｉｓａｂｅｌｉａｎ，ｗｅ
ｄｅｒｉｖｅｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
　４）２）．ＴｈｉｓｉｓｅｎｏｕｇｈｔｏｓｈｏｗｔｈａｔＲｉｓａｂｅｌｉａｎ．Ｌｅｔ
ｆ∈Ｅ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｅ∈
ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ∈ｆＲａｎｄ１－ｅ∈（１－ｆ）Ｒ．
Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｆｅ＝ｅａｎｄ（１－ｆ）（１－ｅ）＝１－ｅ．
Ｔｈｅｎ，ｆ＝ｅ∈ＣＥ（Ｒ）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｒｉｓａｂｅｌｉａｎ．
　２）１）．Ｌｅｔｘ∈Ｒ．ＧｉｖｅｎｔｈａｔＲｉｓａｎｅｘｃｈａｎｇｅｒｉｎｇ，
ｅ∈Ｅ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ∈ｘＲａｎｄ１－ｅ∈（１－ｘ）Ｒ．
Ｌｅｔｅ＝ｘａ′，ｗｈｅｒｅａ′∈Ｒ．Ｔｈｅｎ，ｅ＝ｅ２＝ｘａ′ｘａ′．Ｗｒｉｔｅ
ａ＝ａ′ｘａ′，ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｅ＝ｘａａｎｄａｅ＝ａ′ｘａ′ｘａ′＝
ａ′ｘａ′＝ａ．Ｔｈｅｎ，ａｘａ＝ａ．ＧｉｖｅｎｔｈａｔＲｉｓａｂｅｌｉａｎ，ｗｅ
ｄｅｒｉｖｅａｘ＝ａｘａｘ＝ｘａ（ａｘ）＝ｘａｘａ＝ｘａ．Ｂｙａｓｉｍｉｌａｒａｒ
ｇｕｍｅｎｔ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ（１－ｅ）＝（１－ｘ）ｂ，ｂ（１－ｅ）＝
ｂ，ａｎｄ（１－ｘ）ｂ＝ｂ（１－ｘ）．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ
［ｘ－（１－ｅ）］（ａ－ｂ）＝ｘａ－ｘｂ－（１－ｅ）ａ＋（１－ｅ）ｂ＝
ｅ＋（１－ｘ）ｂ＝１ａｎｄ（ａ－ｂ）［ｘ－（１－ｅ）］＝１．Ｔｈａｔｉｓ，
［ｘ－（１－ｅ）］－１＝ａ－ｂ．Ｔｈｅｎ，ｘ＝ｘ－（１－ｅ）＋（１－
ｅ）．Ｈｅｎｃｅ，Ｒｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ４　Ｌｅｔｐ∈ＣＥ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，ａ∈ｐＲｉｓｃｅｎ
ｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｎＲｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆａｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｎｐＲ．
　Ｐｒｏｏｆ　ＴｈｅｎｅｃｅｓｓｉｔｙｉｓｃｌｅａｒｌｙｓｔａｔｅｄｉｎＴｈｅｏｒｅｍ１．
Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ａｓｓｕｍｅａ∈ｐＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｎＲ．Ｔｈｅｎ，
ｅ∈ＣＥ（Ｒ）ａｎｄｕ∈Ｕ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔａ＝ｅ＋ｕ，ａｎｄｉｔ
ｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｐａ＝ｐｅ＋ｐｕ，ｐｅ∈ＣＥ（ｐＲ），ａｎｄｐｕ∈
Ｕ（ｐＲ）．Ｆｒｏｍｐａ＝ａ，ｗｅｄｅｒｉｖｅａ＝ｐｅ＋ｐｕ．Ｈｅｎｃｅ，ａ
ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｎｐＲ．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１　Ｌｅｔｐ∈ＣＥ（Ｒ）．ＩｆＲｉｓａｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ
ｒｉｎｇ，ｔｈｅｎｓｏｉｓｐＲ．
　Ｈａｎｅｔａｌ．［４］ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｗｈｅｎｅ∈Ｅ（Ｒ），ｉｆｅＲｅａｎｄ
（１－ｅ）Ｒ（１－ｅ）ａｒｅｃｌｅａｎｒｉｎｇｓ，ｔｈｅｎｓｏｉｓＲ．Ｈｅｒｅ，ｗｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２　Ｌｅｔｅ∈ＣＥ（Ｒ）．ＩｆｅＲａｎｄ（１－ｅ）Ｒａｒｅ
ｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ，ｔｈｅｎｓｏｉｓＲ．
　Ｐｒｏｏｆ　ＴｈｉｓｉｓｃｌｅａｒｌｙｓｔａｔｅｄｉｎＴｈｅｏｒｅｍ１．
　Ｈａｎｅｔａｌ．［４］ａｌｓｏｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｃｌｅａｎｎｅｓｓｏｆｇｒｏｕｐ
ｒｉｎｇｓ，ｔｈｅｒｉｎｇｏｆｆｏｒｍａｌｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓｏｖｅｒａｒｉｎｇ，ａｎｄａ
ｄｉｒｅｃｔｐｒｏｄｕｃｔｏｆｒｉｎｇｓ．Ｔｈｅｎ，ｗｅａｎａｌｙｚｅｔｈｅｒｅｌｅｖａｎｔｒｅ
ｓｕｌｔｓｏｆＲ［［ｘ］］ａｎｄ∏Ｒα．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ５　ＴｈｅｒｉｎｇＲ［［ｘ］］ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｆ
ａｎｄｏｎｌｙｉｆＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔｆ＝ａ＋ｂｘ＋ｃｘ２＋…∈Ｒ［［ｘ］］．Ｇｉｖｅｎ
ｔｈａｔＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ，ｗｅｃａｎｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔａ＝ｕ＋ｅ，
ｗｈｅｒｅｅ∈ＣＥ（Ｒ）ａｎｄｕ∈Ｕ（Ｒ）．Ｔｈｅｎ，ｆ＝ｅ＋（ｕ＋ｂｘ
＋ｃｘ２＋…），ｅ∈ＣＥ（Ｒ［［ｘ］］），ａｎｄｕ＋ｂｘ＋ｃｘ２＋…∈
Ｕ（Ｒ［［ｘ］］）．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，Ｒ［［ｘ］］ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔＲ［［ｘ］］／（ｘ）ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙ
ｃｌｅａｎｂｅｃａｕｓｅＲ［［ｘ］］ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．Ｈｅｎｃｅ，Ｒ
Ｒ［［ｘ］］／（ｘ）ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｌｅｍｍａ２　ＬｅｔＲ，Ｓｂｅｔｗｏｒｉｎｇｓａｎｄφ：Ｒ→Ｓｂｅａ
ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｒｉｎｇｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍ．ＩｆＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ，

ｔｈｅｎｓｏｉｓＳ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓ．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ６　ＡｄｉｒｅｃｔｐｒｏｄｕｃｔＲ＝∏Ｒαｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙ
ｃｌｅａｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＲαｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　Ｐｒｏｏｆ　Ｇｉｖｅｎｔｈａｔπα：∏Ｒα→Ｒαｉｓａｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅｒｉｎｇ
ｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＲαｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｂａｓｅｄ
ｏｎＬｅｍｍａ２．
　Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＲαｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．Ｌｅｔｘ＝
（ｘα）∈∏Ｒα．Ｔｈｅｎ，ｆｏｒｅａｃｈα，ｗｅｄｅｒｉｖｅｘα＝ｕα＋ｅα，
ｗｈｅｒｅｕα∈Ｕ（Ｒα）ａｎｄｅα∈ＣＥ（Ｒα）．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎ
ｘ＝ｅ＋ｕ，ｕ＝（ｕα）∈Ｕ（∏Ｒα）ａｎｄｅ＝（ｅα）∈ＣＥ（∏
Ｒα），ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＲ＝∏Ｒαｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．
　ＬｅｔＬｂｅａｔｗｏｓｉｄｅｄｉｄｅａｌｏｆＲ．Ｗｅｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅ
ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｃａｎｂｅｌｉｆｔｅｄｍｏｄｕｌｏＬｉｆ，ｇｉｖｅｎｔｈａｔｘ∈
Ｅ（Ｒ／Ｌ），ｅ∈Ｅ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ－ｘ∈Ｌ．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，
ｗｅｃａｎｄｅｆｉｎｅｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｔｈａｔｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｃａｎ
ｂｅｌｉｆｔｅｄｍｏｄｕｌｏＬｉｆｅ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｅ－ｘ∈Ｌ
ｆｏｒｘ∈ＣＥ（Ｒ／Ｌ）．
　Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ７　ＲｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＲ／
Ｊ（Ｒ）ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ，ａｎｄｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｃａｎ
ｂｅｌｉｆｔｅｄｍｏｄｕｌｏＪ（Ｒ）．
　Ｐｒｏｏｆ　ＢａｓｅｄｏｎＬｅｍｍａ２，ｗｅｃｏｎｆｉｒｍｔｈａｔｔｈｅｆａｃｔｏｒ
ｒｉｎｇｏｆａｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｒｉｎｇｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．Ｔｈｅｎ，Ｒ／
Ｊ（Ｒ）ｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．Ｇｉｖｅｎｔｈａｔａｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｒｉｎｇ
ｉｓｅｘｃｈａｎｇｅ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｃａｎｂｅｌｉｆｔｅｄ
ｍｏｄｕｌｏＪ（Ｒ）．ＢａｓｅｄｏｎＴｈｅｏｒｅｍ３，ｗｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈａｔ
ｔｈｅｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｏｆＲａｒｅｃｅｎｔｒａｌ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｃｙｉｓ
ｐｒｏｖｅｎ．
　Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｌｅｔｘ∈Ｒａｎｄ珋ｘ＝珋ｅ＋珔ｕ，ｗｈｅｒｅ珋ｅ∈ＣＥ（Ｒ／
Ｊ（Ｒ））ａｎｄ珔ｕ∈Ｕ（Ｒ／Ｊ（Ｒ）），ｗｈｉｃｈｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔ珋ｖ∈Ｒ／

Ｊ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔ珔ｕ珋ｖ＝珋ｖ珔ｕ＝１
－
．Ｔｈｅｎ，ｒ１，ｒ２∈Ｊ（Ｒ）

ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔｕｖ＝１＋ｒ１ａｎｄｖｕ＝１＋ｒ２．Ｈｅｎｃｅ，ｕ∈
Ｕ（Ｒ）．Ｇｉｖｅｎｔｈａｔｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓｃａｎｂｅｌｉｆｔｅｄ
ｍｏｄｕｌｏＪ（Ｒ），ｗｅｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｐ∈ＣＥ（Ｒ）ａｎｄｐ－ｅ∈
Ｊ（Ｒ），ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｒ∈Ｊ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔｘ＝ｐ
＋ｕ＋ｒ＝ｐ＋ｕ（１＋ｕ－１ｒ）．Ｇｉｖｅｎｔｈａｔｕ－１ｒ∈Ｊ（Ｒ），ｗｅ
ｄｅｒｉｖｅ１＋ｕ－１ｒ∈Ｕ（Ｒ）．Ｈｅｎｃｅ，Ｒｉｓｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎ．

３　ＣｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓｏｆＣｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎＩｎｖｅｒｓｅｓ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｍａｉｎｌｙｐｒｏｖｉｄｅｓｏｍｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｓｅｓ．
　Ｔｈｅｏｒｅｍ４　Ｌｅｔａ∈Ｒ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓａｒｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ：
　１）ａｉｓｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．
　２）ｕ∈Ｕ（Ｒ），ｅ∈ＣＥ（Ｒ），ａｎｄｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｍ
ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔａｍ＝ｅｕａｎｄａｕ＝ｕａ．
　３）ｖ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｆ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｕｃｈｔｈａｔａ＝ｆ＋ｖ
ａｎｄａｆ∈Ｒｎｉｌ．
　４）ｐ∈ＣＥ（Ｒ）ｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔａｐ∈Ｕ（ｐＲ）ａｎｄａ（１－
ｐ）∈Ｒｎｉｌ．
　Ｐｒｏｏｆ　１）２）．Ｗｒｉｔｅｅ＝ａａｃ．Ｔｈｅｎ，ｅ∈ＣＥ（Ｒ）．
ＧｉｖｅｎｔｈａｔａｉｓｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｍｅｘｉｓｔｓｓｕｃｈｔｈａｔａｍ＝ａｍａａｃ＝

８１３ ＬｉＷｅｎｄｅａｎｄＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ　



ａｍｅ．Ｗｒｉｔｅｕ＝ａｍ ＋（１－ｅ）．Ｔｈｅｎ，［ａｍ ＋（１－ｅ）］
［（ａｃ）ｍｅ＋（１－ｅ）］＝ａｍ（ａｃ）ｍｅ＋ａｍ（１－ｅ）＋（１－ｅ）
（ａｃ）ｍｅ＋（１－ｅ）２＝ｅ＋１－ｅ＝１．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｈａｖｅｕ∈
Ｕ（Ｒ）ａｎｄｕ－１＝（ａｃ）ｍｅ＋（１－ｅ），ａｎｄｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
ａｍ＝ａｍｅ＝［ｕ－（１－ｅ）］ｅ＝ｅｕａｎｄａｕ＝ａ［ａｍ＋（１－
ｅ）］＝ａｍ＋１＋ａ（１－ｅ）＝ａｍ＋１＋（１－ｅ）ａ＝［ａｍ＋（１－
ｅ）］ａ＝ｕａ．
　２）３）．Ｗｒｉｔｅｆ＝１－ｅ．Ｔｈｅｎ，ｆ∈ＣＥ（Ｒ）．Ｇｉｖｅｎ
ｔｈａｔ（ａｍ－ｆ）（ｕ－１ｅ－ｆ）＝１，ｗｅｄｅｒｉｖｅａｍ－ｆ∈Ｕ（Ｒ）．
Ｔｈｅｎ，（ａ－ｆ）（ａｍ－１＋ａｍ－２ｆ＋… ＋ａｆ＋ｆ）＝ａｍ－ｆ∈
Ｕ（Ｒ）．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｏｂｔａｉｎｖ＝ａ－ｆ∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄ（ａｆ）ｍ＝
ａｍｆ＝ｅｕ（１－ｅ）＝０，ｉ．ｅ．，ａｆ∈Ｒｎｉｌ．
　３）４）．Ｗｒｉｔｅｐ＝１－ｆ．Ｔｈｅｎ，ｐ∈ＣＥ（Ｒ），ａｐ＝ｐａ
＝ｐｖ∈Ｕ（ｐＲ）ａｎｄａ（１－ｐ）＝ａｆ∈Ｒｎｉｌ．
　４）１）．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｉｓａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｗ∈
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－ｄ１－ｄ

２）ｐｑ，ｗｈｅｒｅ

ｄ＝ｄ１＋ｄ２＋ｄ３，　ｄ
＝

１
ｄ ｄ≠０

０ ｄ{ ＝０

　Ｌｅｔｄ１＝１，ｄ２＝１，ｄ３＝０．Ｔｈｅｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌ
ｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＴｈｅｏｒｅｍ６．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３　Ｌｅｔ２∈Ｕ（Ｒ）ａｎｄｐ，ｑ∈Ａｂｅｔｈｅｃｅｎｔｒａｌ
ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓ．Ｔｈｅｎ，ｐ＋ｑｉｓｃｅｎｔｒａｌｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ａｎｄ

（ｐ＋ｑ） ＝ｐ＋ｑ－３２ｐｑ

　Ｉｆｐｑ＝ｐ，ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｃｃｏｒｄ
ｉｎｇｔｏＴｈｅｏｒｅｍ６．Ｔｈａｔｉｓ，ｗｅｔａｋｅｄ３＝０ｉｎＴｈｅｏｒｅｍ６．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ４　Ｌｅｔｐ，ｑ∈Ａｂｅｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ

ａｎｄｐｑ＝ｐ．Ｔｈｅｎ，ｄ１ｐ＋ｄ２ｑｉｓｃｅｎｔｒａｌｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，
ａｎｄ

（ｄ１ｐ＋ｄ２ｑ）
 ＝（ｄ－ｄ２）ｐ＋ｄ


２ｑ

　Ｉｆｐｑ＝ｑ，ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｃｃｏｒｄ
ｉｎｇｔｏＴｈｅｏｒｅｍ６．
　Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ５　Ｌｅｔｐ，ｑ∈Ａｂｅｔｈｅｃｅｎｔｒａｌｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ
ａｎｄｐｑ＝ｑ．Ｔｈｅｎ，ｄ１ｐ＋ｄ２ｑｉｓｃｅｎｔｒａｌｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，
ａｎｄ

（ｄ１ｐ＋ｄ２ｑ）
 ＝ｄ１ｐ＋（ｄ

－ｄ１）ｑ

５　ＡｎＥｘａｍｐｌｅ

　Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｐｒｅｓｅｎｔａｌｌｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｃｅｎｔｒａｌｇｒｏｕｐ
ｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｅｌｅ
ｍｅｎｔｓ，ａｎｄｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＺ２Ｓ３．Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎ
ｉｅｎｃｅ，ｗｅｗｒｉｔｅｇ１＝（１），ｇ２＝（１２），ｇ３＝（１３），ｇ４＝

（２３），ｇ５＝（１２３），ｇ６＝（１３２），ａｎｄｅ＝∑
６

ｉ＝１
ｇｉ．

　Ｂｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ｗｅｏｂｔａｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ：

Ｅ（Ｚ２Ｓ３）＝｛０，ｇ１，ｇ５＋ｇ６，ｇ１＋ｇ５＋ｇ６，ｇ２＋ｇ３＋ｇ５，ｇ２＋
　ｇ３＋ｇ６，ｇ２＋ｇ４＋ｇ５，ｇ２＋ｇ４＋ｇ６，ｇ３＋ｇ４＋ｇ５，ｇ３＋
　ｇ４＋ｇ６，ｇ１＋ｇ２＋ｇ３＋ｇ５，ｇ１＋ｇ２＋ｇ３＋ｇ６，ｇ１＋ｇ２＋
　ｇ４＋ｇ５，ｇ１＋ｇ２＋ｇ４＋ｇ６，ｇ１＋ｇ３＋ｇ４＋ｇ５，ｇ１＋ｇ３＋
　ｇ４＋ｇ６｝

Ｃ（Ｚ２Ｓ３）＝｛０，ｇ１，ｇ５＋ｇ６，ｇ１＋ｇ５＋ｇ６，ｇ２＋ｇ３＋ｇ４，
ｇ１＋ｇ２＋ｇ３＋ｇ４，ｅ＋ｇ１，ｅ｝

ＣＥ（Ｚ２Ｓ３）＝｛０，ｇ１，ｇ５＋ｇ６，ｇ１＋ｇ５＋ｇ６｝

　Ｅｘａｍｐｌｅ２　Ａｌｌｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｃｅｎｔｒａｌｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，
ｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅｅｌｅｍｅｎｔｓ，ａｎｄ
ｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＺ２Ｓ３ａｒｅｌｉｓｔｅｄａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
　Ｆｏｒｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，ｗｅｕｓｅＣＧ（Ｚ２Ｓ３），Ｇ（Ｚ２Ｓ３），
ＣＤ（Ｚ２Ｓ３），ａｎｄＣＣ（Ｚ２Ｓ３）ｔｏｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｅｔｓｏｆａｌｌｃｅｎ
ｔｒａｌｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｇｒｏｕｐｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ，ｃｅｎｔｒａｌＤｒａｚｉｎｉｎ
ｖｅｒｔｉｂｌｅｅｌｅｍｅｎｔｓ，ａｎｄｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＺ２Ｓ３，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｕ（Ｚ２Ｓ３）＝｛ｇ１，ｇ２，ｇ３，ｇ４，ｇ５，ｇ６，ｅ＋ｇ１，ｅ＋ｇ２，ｅ＋ｇ３，
　ｅ＋ｇ４，ｅ＋ｇ５，ｅ＋ｇ６｝

ＣＧ（Ｚ２Ｓ３）＝｛０，Ｕ（Ｚ２Ｓ３），ｇ２＋ｇ３，ｇ２＋ｇ４，ｇ３＋ｇ４，
　ｇ５＋ｇ６，ｇ１＋ｇ５，ｇ１＋ｇ６｝

Ｇ（Ｚ２Ｓ３）＝｛ＣＧ（Ｚ２Ｓ３），ｇ１＋ｇ２＋ｇ５，ｇ１＋ｇ２＋ｇ６，
　ｇ１＋ｇ３＋ｇ５，ｇ１＋ｇ３＋ｇ６，ｇ１＋ｇ４＋ｇ５，ｇ１＋ｇ４＋ｇ６，
　ｇ２＋ｇ３＋ｇ５，ｇ２＋ｇ３＋ｇ６，ｇ２＋ｇ４＋ｇ５，ｇ２＋ｇ４＋ｇ６，
　ｇ３＋ｇ４＋ｇ５，ｇ３＋ｇ４＋ｇ６，ｅ＋ｇ４＋ｇ６，ｅ＋ｇ４＋ｇ５，
　ｅ＋ｇ３＋ｇ６，ｅ＋ｇ３＋ｇ５，ｅ＋ｇ２＋ｇ６，ｅ＋ｇ２＋ｇ５，ｅ｝

ＣＤ（Ｚ２Ｓ３）＝｛ＣＧ（Ｚ２Ｓ３），ｇ１＋ｇ２，ｇ１＋ｇ３，ｇ１＋ｇ４，
　ｇ１＋ｇ２＋ｇ３，ｇ１＋ｇ２＋ｇ４，ｇ１＋ｇ３＋ｇ４，ｇ２＋ｇ５＋ｇ６，
　ｇ３＋ｇ５＋ｇ６，ｇ４＋ｇ５＋ｇ６，ｅ＋ｇ３＋ｇ４，ｅ＋ｇ２＋ｇ４，
　ｅ＋ｇ２＋ｇ３，ｅ＋ｇ１＋ｇ４，ｅ＋ｇ１＋ｇ３，ｅ＋ｇ１＋ｇ２，ｅ｝

０２３ ＬｉＷｅｎｄｅａｎｄＣｈｅｎＪｉａｎｌｏｎｇ　



ＣＣ（Ｚ２Ｓ３）＝｛０，Ｕ（Ｚ２Ｓ３），ｇ１＋ｇ２，ｇ１＋ｇ３，ｇ１＋ｇ４，
　ｇ１＋ｇ５，ｇ１＋ｇ６，ｇ５＋ｇ６，ｇ２＋ｇ３，ｇ２＋ｇ４，ｇ３＋ｇ４，
　ｇ１＋ｇ２＋ｇ３，ｇ１＋ｇ２＋ｇ４，ｇ１＋ｇ３＋ｇ４，ｇ２＋ｇ３＋ｇ４，
　ｇ１＋ｇ５＋ｇ６，ｇ２＋ｇ５＋ｇ６，ｇ３＋ｇ５＋ｇ６，ｇ４＋ｇ５＋ｇ６，
　ｇ２＋ｇ３＋ｇ４，ｅ＋ｇ１＋ｇ６，ｅ＋ｇ１＋ｇ５，ｅ＋ｇ１＋ｇ４，
　ｅ＋ｇ１＋ｇ３，ｅ＋ｇ１＋ｇ２，ｅ＋ｇ３＋ｇ４，ｅ＋ｇ２＋ｇ４，
　ｅ＋ｇ２＋ｇ３，ｅ＋ｇ６，ｅ＋ｇ５，ｅ｝

　Ｐｒｏｏｆ　ＧｉｖｅｎｔｈａｔＺ２Ｓ３ｉｓｆｉｎｉｔｅ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＺ２Ｓ３ｉｓ
ｓｔｒｏｎｇｌｙπｒｅｇｕｌａｒ．Ｈｅｎｃｅ，ｔｈｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎＺ２Ｓ３ａｒｅＤｒａ
ｚｉｎｉｎｖｅｒｔｉｂｌｅ．
　Ｔｈｅｎ，ｗｅｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｕｎｉｔｓｏｆＺ２Ｓ３．
　Ｌｅｔα＝ｘ１ｇ１＋ｘ２ｇ２＋ｘ３ｇ３＋ｘ４ｇ４＋ｘ５ｇ５＋ｘ６ｇ６ａｎｄβ＝
ｙ１ｇ１＋ｙ２ｇ２＋ｙ３ｇ３＋ｙ４ｇ４＋ｙ５ｇ５＋ｙ６ｇ６．Ｆｒｏｍαβ＝ｇ１，ｗｅ
ｃａｎｏｂｔａｉｎ

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ６ ｘ５
ｘ２ ｘ１ ｘ６ ｘ５ ｘ３ ｘ４
ｘ３ ｘ５ ｘ１ ｘ６ ｘ４ ｘ２
ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ６ ｘ５
ｘ２ ｘ１ ｘ６ ｘ５ ｘ３ ｘ４
ｘ３ ｘ５ ｘ１ ｘ６ ｘ４ ｘ



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

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
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１
０
０
０
０
０

ｗｈｉｃｈｈａｓａｕｎｉｑｕｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．

　ＤｅｎｏｔｅＡ＝
ｘ１ ｘ２ ｘ３
ｘ２ ｘ１ ｘ６
ｘ３ ｘ５ ｘ







１
ａｎｄＢ＝

ｘ４ ｘ６ ｘ５
ｘ５ ｘ３ ｘ４
ｘ６ ｘ４ ｘ







２
．

Ｔｈｅｎ，ｗｅｈａｖｅ Ａ Ｂ
Ｂ Ａ ＝ Ａ＋Ｂ ２≠０．Ｎｏｔａｂｌｙ，ｘ１＋

ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋ｘ６＝１．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎ

ｘ１＋ｘ４ ｘ２＋ｘ６ ｘ３＋ｘ５
ｘ２＋ｘ５ ｘ１＋ｘ３ ｘ４＋ｘ６
ｘ３＋ｘ６ ｘ４＋ｘ５ ｘ１＋ｘ２

＝

　（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５＋ｘ６）
１ １ １
ｘ２＋ｘ５ ｘ１＋ｘ３ ｘ４＋ｘ６
ｘ３＋ｘ６ ｘ４＋ｘ５ ｘ１＋ｘ２

＝

　
１ １ １
０ ｘ１＋ｘ３＋ｘ２＋ｘ５ ｘ４＋ｘ６＋ｘ２＋ｘ５
０ ｘ４＋ｘ５＋ｘ３＋ｘ６ ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ６

＝

　
１＋ｘ４＋ｘ６ １＋ｘ１＋ｘ３
１＋ｘ１＋ｘ２ １＋ｘ４＋ｘ５

＝

　（１＋ｘ４＋ｘ６）（１＋ｘ４＋ｘ５）＋（１＋ｘ１＋ｘ３）（１＋ｘ１＋ｘ２）

　Ｔｈｅｎ，ｆｒｏｍ Ａ＋Ｂ ≠０，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｘｉ＝０ｆｏｒ
ｃｅｒｔａｉｎｉ∈｛１，２，…，６｝ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｓａｒｅ１，ｏｒｘｉ＝１ｆｏｒ
ｃｅｒｔａｉｎｉ∈｛１，２，…，６｝ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｓａｒｅ０．Ｈｅｎｃｅ，ｗｅ
ｈａｖｅ

Ｕ（Ｚ２Ｓ３）＝｛ｇ１，ｇ２，ｇ３，ｇ４，ｇ５，ｇ６，ｅ＋ｇ１，ｅ＋ｇ２，ｅ＋ｇ３，
ｅ＋ｇ４，ｅ＋ｇ５，ｅ＋ｇ６｝

　Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂａｓｅｄｏｎＴｈｅｏｒｅｍ３．６ｉｎＲｅｆ．［２８］，Ｐｒｏｐｏ
ｓｉｔｉｏｎ８．２４ｉｎＲｅｆ．［３０］，Ｔｈｅｏｒｅｍ４．５ｉｎＲｅｆ．［２８］，
ａｎｄｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｃｅｎｔｒａｌｌｙｃｌｅａｎｅｌｅｍｅｎｔｓ，ｗｅｃａｎ

ｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｅｔｓｏｆＣＧ（Ｚ２Ｓ３），Ｇ（Ｚ２Ｓ３），ＣＤ（Ｚ２Ｓ３），
ａｎｄＣＣ（Ｚ２Ｓ３），ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［１］ＮｉｃｈｏｌｓｏｎＷ Ｋ．Ｌｉｆｔｉｎｇｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｓａｎｄｅｘｃｈａｎｇｅｒｉｎｇｓ
［Ｊ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，
１９７７，２２９：２６９ ２７８．ＤＯＩ：１０．１０９０／ｓ０００２９９４７１９７７
０４３９８７６２．

［２］ＮｉｃｈｏｌｓｏｎＷ Ｋ，ＶａｒａｄａｒａｊａｎＫ．Ｃｏｕｎｔａｂｌｅｌｉｎｅａｒｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｃｌｅａｎ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９９８，１２６（１）：６１ ６４．ＤＯＩ：１０．
１０９０／ｓ０００２９９３９９８０４３９７４．

［３］ＮｉｃｈｏｌｓｏｎＷ Ｋ．Ｓｔｒｏｎｇｌｙｃｌｅａｎｒｉｎｇｓａｎｄｆｉｔｔｉｎｇｓｌｅｍｍａ
［Ｊ］．ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＡｌｇｅｂｒａ，１９９９，２７（８）：３５８３
３５９２．ＤＯＩ：１０．１０８０／００９２７８７９９０８８２６６４９．

［４］ＨａｎＪ，ＮｉｃｈｏｌｓｏｎＷ Ｋ．Ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓｏｆｃｌｅａｎｒｉｎｇｓ［Ｊ］．
ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＡｌｇｅｂｒａ，２００１，２９（６）：２５８９ ２５９５．
ＤＯＩ：１０．１０８１／ａｇｂ１００００２４０９．

［５］ＨｉｒｅｍａｔｈＶＡ，ＨｅｇｄｅＳ．Ｏｎｓｔｒｏｎｇｌｙｃｌｅａｎｒｉｎｇｓ［Ｊ］．
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｌｇｅｂｒａ，２０１１，５（１）：３１ ３６．
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环中的中心 ｃｌｅａｎ元和中心 Ｄｒａｚｉｎ逆
李文德　 陈建龙

（东南大学数学学院，南京 ２１１１８９）

摘要：如果环Ｒ中元素ａ是一个中心幂等元ｅ和一个可逆元ｕ的和，那么称ａ是中心ｃｌｅａｎ元，并且称ａ＝ｕ
＋ｅ为ａ的一个中心ｃｌｅａｎ分解．如果环Ｒ中所有元素都是中心ｃｌｅａｎ元，则称环Ｒ是中心ｃｌｅａｎ环．首先，给
出了中心ｃｌｅａｎ元的等价刻画，并进一步研究了中心ｃｌｅａｎ环的一些性质以及环Ｒ是中心ｃｌｅａｎ环的充分必
要条件．中心 ｃｌｅａｎ环与中心 Ｄｒａｚｉｎ逆有着紧密的联系．接着，从中心 ｃｌｅａｎ分解的角度给出了中心 Ｄｒａｚｉｎ
逆存在的充分必要条件，并研究了角环、幂级数环和环Ｒα的笛卡尔积∏Ｒα等特殊环的中心 ｃｌｅａｎ性．此外，
还研究了一般域上代数中的２个中心幂等元组合的中心群可逆性．最后，作为一个应用，分别计算出了群环
Ｚ２Ｓ３中所有的可逆元、中心群可逆元、群可逆元、中心Ｄｒａｚｉｎ可逆元以及中心ｃｌｅａｎ元．
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