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ｍａｔｒｉｃｅｓ ｉｎ Ｅｑ． 牗３９牘 ａｒｅ

珓ｚｓ ＝
ｑ

牗

ｄ
ｄ珓ｔ
ｑ{ }牗 牞 Ａｓ ＝ ０ Ｉ

－Ｍ

牗

－ １Ｋ

牗

－Ｍ

牗

－ １Ｃ[ ]牗 牞 Ｂｓ ＝ ０
Ｍ

牗

－ １Ｂ

牗[ ]
Ｆ

Ｂ

牗

Ｆ {＝ ∫１
０
φ

牗

１珟ｗｄ珓ｘ牞 ∫
１

０
φ

牗

２珟ｗｄ珓ｘ牞爥牞 ∫
１

０
φ

牗

Ｎ珟ｗｄ珓}ｘ Ｔ

牞 Ｃｓ ＝ 犤 Ｉ　 ０犦

牗４１牘

３． １　 Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ ａｎａｌｙｓｉｓ

　 Ｉｎ ｔｈｅ ＣＭＳ ｍｅｔｈｏｄ牞 ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓ
ｔｅｍ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔ牶

珓ｙ牗 ｘ牞 ０牘

珓ｔ珓
ｙ牗 ｘ牞 ０{ }牘 ＝ ψ

Λ°[ ]ψ ｑ牗０牘 牗４２牘

ｗｈｅｒｅ ｑ牗 ０ 牘 ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ
ｍｏｄａｌ ｓｔａｔｅ ｓｐａｃｅ． Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ． 牗４２ 牘 ｐｒｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｄ
ｂｙ 犤ψＴ 牗Λ°ψ牘 Ｔ犦 ｌｅａｄｓ ｔｏ

ｑ牗０牘 ＝
∫
１

０
犤ψＴ 牗Λ°ψ牘 Ｔ犦

珓ｙ牗 ｘ牞 ０牘

珓ｔ珓
ｙ牗 ｘ牞 ０{ }牘 ｄ珓ｘ

∫
１

０
犤ψＴ 牗Λ°ψ牘 Ｔ犦 ψ

Λ°[ ]ψ ｄ珓ｘ
牗４３牘

　 Ｔｈｕｓ牞 ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ ｓｐａｃｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

ｑ ＝ ｅｘｐ牗Ω牘 ｑ牗０牘 牗４４牘

　 Ｉｎ ｔｈｅ ＡＭ ｍｅｔｈｏｄ牞 ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ牶

珓ｙ牗珓ｘ牞 ０牘 ＝ φ

牗

ｑ

牗

牗０牘 牗４５牘

ｗｈｅｒｅ ｑ

牗

牗 ０ 牘 ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ
ＡＭｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄ ｍｏｄａｌ ｓｐａｃｅ． Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑ． 牗 ４５ 牘
ｐｒｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｄ ｂｙ φ

牗 Ｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ

ｑ

牗

牗０牘 ＝
∫
１

０
φ

牗 Ｔ珓ｙ牗珓ｘ牞 ０牘 ｄ珓ｘ

∫
１

０
φ

牗 Ｔφ

牗

ｄ珓ｘ
牗４６牘

　 Ｉｎ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｍａｎｎｅｒ牞 ｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ

ｄ
ｄ珓ｔ
ｑ

牗

牗０牘 ＝
∫
１

０
φ

牗 Ｔ 
珓ｔ珓
ｙ牗珓ｘ牞 ０牘 ｄ珓ｘ

∫
１

０
φ

牗 Ｔφ

牗

ｄ珓ｘ
牗４７牘

　 Ｅｑ． 牗４１牘 ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄｏｒｄｅｒ ｓｙｓｔｅｍ ｉｎ ａ ｍｏ
ｄａｌ ｓｐａｃｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｖｉａ ｔｈｅ ＡＭ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｙ ｒｅ
ａｌｖａｌｕｅｄ ｍａｔｒｉｃｅｓ． Ｈｅｎｃｅ牞 ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｖｉａ ｃｏｎ
ｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｍｅａｎｓ． Ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ牞 ｏｂｔａｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ
ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄｏｒｄｅｒ ｓｙｓｔｅｍ ｄｅｒｉｖｅｄ ｖｉａ ｔｈｅ ＣＭＳ ｍｅｔｈｏｄ

ｉｓ ｍｏｒｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｂｅｃａｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘｖａｌ
ｕｅｄ ｍａｔｒｉｃｅｓ． Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｗｈｅｒｅｂｙ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｌｅｘｖａｌ
ｕｅｄ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｃａｎ ｂｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ｏｎｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ
ｒｅａｌｖａｌｕｅｄ ｍａｔｒｉｃｅｓ．
　 Ｅｑ． 牗３９ａ牘 ｃａｎ ｂｅ ｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶

ｄ
ｄ珓ｔ
犤 Ｒｅ牗珓ｚｓ 牘 ＋ ｊＩｍ牗珓ｚｓ 牘 犦 ＝ 犤 Ｒｅ牗Ａｓ 牘 ＋ ｊＩｍ牗Ａｓ 牘 犦 犤 Ｒｅ牗珓ｚｓ 牘 ＋

ｊＩｍ牗珓ｚｓ 牘 犦 ＋ 犤 Ｒｅ牗Ｂｓ 牘 ＋ ｊＩｍ牗Ｂｓ 牘 犦珓ｖ牗珓ｔ牘 牗４８牘

　 Ｒｅｗｒｉｔｉｎｇ Ｅｑ． 牗４８牘 ｉｎ ａ ｓｔａｔｅｓｐａｃｅ ｆｏｒｍ ｙｉｅｌｄｓ

ｄ
ｄ珓ｔ
Ｒｅ牗珓ｚｓ 牘
Ｉｍ牗珓ｚｓ[ ]牘 ＝ Ｒｅ牗 Ａｓ牘 － Ｉｍ牗Ａｓ 牘

Ｉｍ牗Ａｓ 牘 Ｒｅ牗Ａｓ[ ]牘 Ｒｅ牗珓ｚｓ 牘
Ｉｍ牗珓ｚｓ[ ]牘 ＋

Ｒｅ牗Ｂｓ 牘
Ｉｍ牗Ｂｓ[ ]牘 珓ｖ牗珓ｔ牘 牗４９牘

　 Ａｓ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｃｅｓ ｉｎ Ｅｑ． 牗４９牘 ｈａｖｅ ｒｅａｌ ｖａｌｕｅｓ牞 Ｅｑ． 牗４９牘
ｃａｎ ｎｏｗ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ｓｏｌｖｅｄ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｌｙ牞 ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｇｏｖ
ｅｒｎｅｄ ｂｙ Ｅｑ． 牗３９ｂ牘 ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

珓ｙｓ ＝ 犤Ｃｓ ｊＣｓ 犦
Ｒｅ牗珓ｚｓ 牘
Ｉｍ牗珓ｚｓ[ ]牘 牗５０牘

３． ２　 Ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　 Ａｓ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｌｉｎｅａｒ牞 ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅｉｎｐｕｔｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｏｕｔｐｕｔ 牗ＭＩＭＯ牘 ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｓｕｍ ｏｆ ａ
ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅｉｎｐｕｔｓｉｎｇｌｅｏｕｔｐｕｔ 牗 ＳＩＳＯ 牘 ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ．
Ｔｈｕｓ牞 ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｉｅｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒ ａ
ＳＩＳＯ ｐｒｏｂｌｅｍ ｃａｎ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ｔｈａｔ ｆｏｒ ａ ＭＩＭＯ
ｐｒｏｂｌｅｍ．
　 Ｌｅｔ ｕｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ａ ＳＩＳＯ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｉｎｐｕｔ ｉｓ ａ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｌｏｃａｔｅｄ ａｔ 珓ｘ ＝ β ａｎｄ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ ｉｓ
ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｔ ｐｏｉｎｔ 珓ｘ ＝ 珓ｘｏｕｔ ． Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｒａｎｓｆｅｒ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｈ牗 Ｓ牘 ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ＣＭＳ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｔｈｅｎ ｅｘ
ｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ｈ牗 Ｓ牘 ＝ ∑
２Ｎ

ｎ ＝ １
ψｎ牗珓ｘｏｕｔ 牘Ｈ

ｍｏｄａｌ
ｎ 牗 Ｓ牘 牗５１牘

ｗｈｅｒｅ Ｓ ｉｓ ａ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ牷 Ｈｍｏｄａｌｎ 牗 Ｓ牘 ｉｓ ｔｈｅ
ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄａｌ ｓｐａｃｅ． Ｈｍｏｄａｌｎ 牗 Ｓ牘
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ

Ｈｍｏｄａｌｎ 牗 Ｓ牘 ＝
Ｌ牗 ｑｎ牗珓ｔ牘 牘
Ｌ牗珓ｖ牗珓ｔ牘 牘

牗５２牘

ｗｈｅｒｅ Ｌ牗 牘 ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎ． Ｉｎ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｍａｎｎｅｒ牞 ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｈ

牗

ｍｏｄａｌ
ｎ 牗 Ｓ 牘

ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ＡＭ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ

Ｈ

牗

牗 Ｓ牘 ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
φ

牗

ｎ牗珓ｘｏｕｔ 牘Ｈ

牗

ｍｏｄａｌ
ｎ 牗 Ｓ牘 牗５３牘

ｗｈｅｒｅ Ｈ

牗

ｍｏｄａｌ
ｎ 牗 Ｓ牘 ｉｓ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ＡＭｂａｓｅｄ

ｍｏｄａｌ ｓｐａｃｅ牞 ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｇｉｖｅｎ ａｓ

８１２ Ｃｈｅｎ Ｙｏｎｇ牞 Ｄｏｎａｌｄ Ｍ． ＭｃＦａｒｌａｎｄ牞 Ｂｉｌｌｉｅ Ｆ． Ｓｐｅｎｃｅｒ牞 Ｊｒ． 牞 ａｎｄ Ｌａｗｒｅｎｃｅ Ａ． Ｂｅｒｇｍａｎ　



Ｈ

牗

ｍｏｄａｌ
ｎ 牗 Ｓ牘 ＝

Ｌ牗 ｑ

牗

ｎ牗珓ｔ牘 牘
Ｌ牗珓ｖ牗珓ｔ牘 牘

牗５４牘

　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ａｐｐｌｙ
ｉｎｇ Ｌａｐｌａｃｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｏ Ｅｑｓ． 牗 ３９ 牘 ｔｏ 牗 ４１ 牘 ． Ｆｏｒ ａ
ＳＩＳＯ ｐｒｏｂｌｅｍ牞 ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｉｎ
Ｅｑｓ． 牗４０牘 ａｎｄ 牗４１牘 ｉｓ

珟ｗ牗珓ｘ牘 ＝ δ牗珓ｘ － β牘 牗５５牘

　 Ｗｅ ｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｅｑ． 牗５５牘 ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｓ ｔｏ ａ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｎｃｅｎ
ｔｒａｔｅｄ ｌｏａｄ牞 ｉ． ｅ． 牞 ｗ牗 ｘ牘 ＝ ｍｌ２ω２０δ牗 ｘ － βｌ牘 ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ牞
ｍａｔｒｉｘ ＢＦ ｉｎ Ｅｑ． 牗４０牘 ｉｓ

ＢＦ ＝ 狖ψ１ 牗 β牘 牞 ψ２ 牗 β牘 牞爥牞 ψ２Ｎ牗 β牘 狚
Ｔ 牗５６牘

ａｎｄ ｍａｔｒｉｘ Ｂ

牗

Ｆ ｉｎ Ｅｑ． 牗４１牘 ｉｓ

Ｂ

牗

Ｆ ＝ 狖φ

牗

１ 牗 β牘 牞 φ

牗

２ 牗 β牘 牞爥牞 φ

牗

Ｎ牗 β牘 狚
Ｔ 牗５７牘

３． ３　 Ｖａｒｉａｎｃｅ

　 Ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ ａｎ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ｉｓ ｉｎ ａ ｓｅｐａｒａｂｌｅ ｆｏｒｍ ｏｆ
Ｅｑ． 牗３８牘 ａｎｄ ｉｔｓ ｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇ ｐａｒｔ 珓ｖ牗珓ｔ牘 ｉｓ ａ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ
ｗｉｔｈ ａ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｏｆ Ｗ牞 ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｔｈｅｎ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ｅ牗珓ｙｓ 珓ｙｓ
Ｔ 牘 ＝ ＣｓＱｓＣ

Ｔ
ｓ 牗５８牘

ｗｈｅｒｅ Ｑ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｑｕａ
ｔｉｏｎ

ＡｓＱｓ ＋ Ｑｓ Ａｓ
Ｔ ＋ ＢｓＷ Ｂｓ

Ｔ ＝ ０ 牗５９牘

　 Ｔｈｕｓ牞 ｉｎ ｔｈｅ ＣＭＳ ｍｅｔｈｏｄ牞 ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔ
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ｆｒｏｍ ｔｈｅ ＣＭＳ ｍｅｔｈｏｄ ａｒｅ ｃｌｏｓｅｒ ｔｏ ｔｈｏｓｅ ｆｒｏｍ ＦＥＡ牞
ｗｈｉｃｈ ｈｉｇｈｌｉｇｈｔｓ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｉｏｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ＣＭＳ ｍｅｔｈｏｄ ｏｖｅｒ
ｔｈｅ ＡＭ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｄｅａｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ＮＣＤＳｓ． Ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｏｐ
ｔｉｍａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ａｎｄ ｏｐｔｉｍａｌ ｄａｍｐｅｒ ｌｏｃａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｅｎｕ
ｍｅｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｇｉｖｅｎ ｓｍａｌｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ
ｄａｍｐｅｒ牗 ｓ牘 牞 ｎｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｉｓ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｕｓｅ ｏｆ
ａ ｓｉｎｇｌｅ ｄａｍｐｅｒ ａｎｄ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｄａｍｐｅｒｓ牷 ｈｏｗｅｖｅｒ牞 ｔｈｅ ｌａｔ
ｔｅｒ ｐｅｒｆｏｒｍｓ ｂｅｔｔｅｒ ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄａｍｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ
ｄａｍｐｅｒｓ ｉｓ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ ｌａｒｇｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
犤１ 犦 Ｍａｉｎ Ｊ Ａ牞 Ｋｒｅｎｋ Ｓ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎｄ ｔｕｎｉｎｇ ｏｆ ｖｉｓｃｏｕｓ
ｄａｍｐｅｒｓ ｏｎ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉ
ｂｒａｔｉｏｎ牞 ２００５牞 ２８６ 牗 １ ／ ２牘 牶 ９７ １２２． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ．
ｊｓｖ． ２００４． ０９． ０２２．

犤２犦 Ｃａｕｇｈｅｙ Ｔ Ｋ牞 ＯＫｅｌｌｙ Ｍ Ｅ Ｊ． Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｎｏｒｍａｌ ｍｏｄｅｓ ｉｎ
ｄａｍｐｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ 犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ牞 １９６５牞 ３２牗３牘 牶 ５８３ ５８８． ＤＯＩ牶 １０． １１１５ ／ １．
３６２７２６２．

犤３犦 Ｓｒｉｋａｎｔｈａ Ｐ Ａ． Ｏｎ ｔｈｅ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ａｎｄ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｎｏｒｍａｌ ｍｏｄｅｓ ｉｎ ｄａｍｐｅｄ ｌｉｎ
ｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞
２００３牞 ２６４ 牗 ３牘 牶 ７４１ ７４５． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ Ｓ００２２４６０Ｘ
牗０２牘０１５０６７．

犤４犦 Ｈａｓｓａｎｐｏｕｒ Ｐ Ａ牞 Ｅｓｍａｉｌｚａｄｅｈ Ｅ牞 Ｃｌｅｇｈｏｒｎ Ｗ Ｌ牞 ｅｔ ａｌ．
Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｆｏｒ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒ
ｍｅｄｉａｔｅ ｌｕｍｐｅｄ ｍａｓｓｅｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒ
ｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ牞 ２０１０牞 １６ 牗５牘 牶 ６６５ ６８３．
ＤＯＩ牶 １０． １１７７ ／ １０７７５４６３０９１０６５２６．

犤５犦 Ｗａｒｂｕｒｔｏｎ Ｇ Ｂ． Ｓｏｉｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｏｗｅｒ ｓｔｒｕｃ
ｔｕｒｅｓ犤 Ｊ犦 ． Ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ牞
１９７８牞 ６牗６牘 牶 ５３５ ５５６． ＤＯＩ牶 １０． １００２ ／ ｅｑｅ． ４２９００６０６０３．

犤６犦 Ｗｕ Ｊ Ｓ牞 Ｌｉｎ Ｔ Ｌ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ
ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｐｏｉｎｔ ｍａｓｓｅｓ ｂｙ ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌｃｏｍｂｉｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉ
ｂｒａｔｉｏｎ牞 １９９０牞 １３６牗２牘 牶 ２０１ ２１３． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ００２２
４６０Ｘ牗９０牘９０８５１Ｐ．

犤７犦 Ｐａｃｈｅｃｏ Ｂ Ｍ牞 Ｆｕｊｉｎｏ Ｙ牞 Ｓｕｌｅｋｈ Ａ． Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ
ｍｏｄａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｉｎ ｓｔａｙ ｃａｂｌｅｓ ｗｉｔｈ ｖｉｓｃｏｕｓ ｄａｍｐｅｒ 犤 Ｊ犦 ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ牞 １９９３牞 １１９牗６牘 牶 １９６１
１９７９． ＤＯＩ牶 １０． １０６１ ／ 牗 ａｓｃｅ牘 ０７３３９４４５ 牗 １９９３ 牘 １１９牶 ６
牗１９６１牘 ．

犤８ 犦 Ｇüｒｇｚｅ Ｍ． Ｏｎ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖｉｓｃｏｕｓｌｙ ｄａｍｐｅｄ
ｂｅａｍｓ牞 ｃａｒｒｙｉｎｇ ｈｅａｖｙ ｍａｓｓｅｓ ａｎｄ ｒｅｓｔｒａｉｎｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅａｒ
ａｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｐｒｉｎｇｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞
１９９７牞 ２０８ 牗 １ 牘 牶 １５３ １５８． ＤＯＩ牶 １０． １００６ ／ ｊｓｖｉ． １９９７．

１１６５．
犤９犦 Ｗｕ Ｊ Ｓ牞 Ｃｈｅｎ Ｄ Ｗ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃａｎ
ｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｃａｒｒｙｉｎｇ ａ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｍｏｕｎｔｅｄ
ｐｏｉｎｔ ｍａｓｓｅｓ ｗｉｔｈ ｄａｍｐｅｒｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉ
ｂｒａｔｉｏｎ牞 ２０００牞 ２２９牗３牘 牶 ５４９ ５７８． ＤＯＩ牶 １０． １００６ ／ ｊｓｖｉ．
１９９９． ２５０４．

犤１０犦 Ｗｕ Ｊ Ｊ． Ｕｓｅ ｏｆ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｄａｍｐｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａ
ｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｃａｒｒｙｉｎｇ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｔｗｏ ｄｅｇｒｅｅｏｆ
ｆｒｅｅｄｏｍ ｓｐｒｉｎｇｄａｍｐｅｒｍａｓｓ ｓｙｓｔｅｍｓ 犤 Ｊ 犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞 ２００５牞 ２８１牗１ ／ ２牘 牶 ２７５ ２９３． ＤＯＩ牶
１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｓｖ． ２００４． ０１． ０１３．

犤１１犦 Ｃｈａｎｇ Ｔ Ｐ． Ｆｏｒｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｍａｓｓｌｏａｄｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
ａ ｈｅａｖｙ ｔｉｐ ｂｏｄｙ 犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞
１９９３牞 １６４ 牗 ３ 牘 牶 ４７１ ４８４． ＤＯＩ牶 １０． １００６ ／ ｊｓｖｉ． １９９３．
１２２９．

犤１２犦 Ｙａｎｇ Ｂ． Ｅｘａｃｔ ｒｅｃｅｐｔａｎｃｅｓ ｏｆ ｎｏｎｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌｌｙ ｄａｍｐｅｄ
ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｃｏｕｓｔｉｃｓ牞
１９９３牞 １１５牗１牘 牶 ４７ ５２． ＤＯＩ牶 １０． １１１５ ／ １． ２９３０３１３．

犤１３犦 Ｇüｒｇｚｅ Ｍ牞 Ｅｒｏｌ Ｈ． Ｏｎ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｏｆ ａ ｄａｍｐｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｉｎｓｐａｎ ａｎｄ ｃａｒ
ｒｙｉｎｇ ａ ｔｉｐ ｍａｓｓ 犤 Ｊ 犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞
２００２牞 ２５５ 牗 ３ 牘 牶 ４８９ ５００． ＤＯＩ牶 １０． １００６ ／ ｊｓｖｉ． ２００１．
４１１８．

犤１４犦 Ｇüｒｇｚｅ Ｍ牞 Ｅｒｏｌ Ｈ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ａ ｖｉｓｃｏｕｓｌｙ
ｄａｍｐｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｗｉｔｈ ａ ｖｉｓｃｏｕｓ ｅｎｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒ
ｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞 ２００６牞 ２９８牗１ ／ ２牘 牶 １３２ １５３．
ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｊｓｖ． ２００６． ０４． ０４２．

犤１５犦 Ｖｅｌｅｔｓｏｓ Ａ Ｓ牞 Ｖｅｎｔｕｒａ Ｃ Ｅ． Ｍｏｄａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｏｎｃｌａｓｓｉ
ｃａｌｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ犤 Ｊ犦 ． Ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆
Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ牞 １９８６牞 １４牗２牘 牶 ２１７ ２４３． ＤＯＩ牶 １０．
１００２ ／ ｅｑｅ． ４２９０１４０２０５．

犤１６犦 Ｆｏｓｓ Ｋ Ａ． Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｗｈｉｃｈ ｕｎｃｏｕｐｌｅ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｄａｍｐｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ牞 １９５８牞 ２５牗３牘 牶 ３６１ ３６４． ＤＯＩ牶 １０．
１１１５ ／ １． ４０１１８２８．

犤１７犦 Ｚｈａｏ Ｙ Ｐ牞 Ｚｈａｎｇ Ｙ Ｍ． Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄｅ ｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄｅ ｓｕｐｅｒｐｏ
ｓｉｔｉｏｎ 犤 Ｊ 犦 ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ牞 ２０１６牞 ８
牗１０牘 牶 １６８７８１４０１６６７１５１． ＤＯＩ牶 １０．１１７７ ／ １６８７８１４０１６６７１５１０．

犤１８犦 ｄｅ Ｄｏｍｅｎｉｃｏ Ｄ牞 Ｒｉｃｃｉａｒｄｉ Ｇ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｎｏｎ
ｃｌａｓｓｉｃａｌｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｖｉａ ｒｅｄｕｃｅｄｏｒｄｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ
ｍｏｄａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ牶 Ｔｗｏ ｎｏｖｅｌ ｔｒｕｎｃａｔｉｏｎ ｍｅａｓｕｒｅｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒ
ｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞 ２０１９牞 ４５２牶 １６９ １９０． ＤＯＩ牶
１０． １０１６ ／ ｊ． ｊｓｖ． ２０１９． ０４． ０１０．
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考虑过阻尼模态参与的改进复模态叠加法
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（１浙江大学建筑工程学院，杭州３１００２７）
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摘要：为处理非比例阻尼系统可能出现的过阻尼模态，提出了一种改进的复模态叠加强迫振动分析方法，建
议无论模态是否过阻尼，复模态振动分析时应成对使用复模态．以一个连接任意布置外部阻尼器的悬臂梁
典型非比例阻尼系统为例，其第１阶模态会随阻尼系数的增加而过阻尼．在厘清复模态响应与实际动力响
应关系的基础上阐述了采用改进复模态叠加法获得时域响应、传递函数和方差的完整理论方法．将方程分
为实部和虚部，使得原复数域运动方程成为基于实数矩阵的增广状态空间方程，从而克服了采用复数矩阵
计算时变响应的困难．此外，针对基于白噪声滤波的外部激励，提出了一种高效方差响应评估方法，降低了
计算资源消耗．结果表明，相较于假设模态法，复模态叠加法的结果更接近于有限元结果．基于遍历法研究
最优阻尼器参数和位置时，采用多个小阻尼阻尼器优于单个大阻尼阻尼器．
关键词：非经典阻尼系统；连续系统；强迫振动；复模态叠加法；过阻尼模态；动力响应
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