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ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃａｂｌｅ ａｎｄ ｄｅｃｋ ｂｅｃａｕｓｅ
ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｂｌｅｓ． Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ｉｎｃｌｉｎｅｄ ｃａｂｌｅｓ
ａｎｄ ｈａｎｇｅｒｓ ｍａｙ ｅｎｈａｎｃｅ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｉｎ ｔｈｅｉｒ ｗｏｒｋ牞 Ｈｕｉ ｅｔ ａｌ． 犤１４ １５犦 ｃｏｎｃｅｉｖｅｄ ａ ｓｉｘ
ｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍ 牗 ＤｏＦ牘 ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ａ ｓｅｖｅｎ
ＤｏＦ ｍｏｄｅｌ ｔｏ ｅｘａｍｉｎｅ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ａｎｄ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓｏ
ｎａｎｃｅｓ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔａｌ ｈａｒ
ｍｏｎｉｃ ｂａｌａｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ．
　 Ｔｏ ｃａｐｔｕｒｅ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｉｎ ａ
ｓｐａｎｗｉｓｅ ｍａｎｎｅｒ牞 Ｘｕ ｅｔ ａｌ． 犤１６犦 ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｆｕｌｌ ｂｒｉｄｇｅ ｆｏｒ ａ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｒｉｄｇｅ
ｄｅｃｋ． Ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ａｉｄｓ ｉｎ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｉｎｇ ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｃｏｎ
ｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｉｎ ａ ｓｔａｔｉｃ ｂａｌａｎｃｅ ｓｔａｔｅ ａｎｄ ｆａｃｉｌｉｔａｔｉｎｇ ｍｏｄａｌ
ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ牞 ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ｍａｙ
ｌｉｍｉｔ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ ｔｏ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｂｅ
ｃａｕｓｅ ｏｆ ｉｔｓ ｄｅｔａｉｌｅｄ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｂｒｉｄｇｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ． Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ牞 ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ
ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｔｏ ｅｘａｍｉｎｅ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｃｅｎａｒｉｏｓ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞 ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｍａｉｎ



ｃａｂｌｅｓ ｈａｒｍｏｎｉｏｕｓｌｙ ｖｉｂｒａｔｉｎｇ ｉｎ ｂｏｔｈ ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｎｄ ｈｏｒｉ
ｚｏｎｔａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ牞 ａｓ ｒｅｐｏｒｔｅｄ ｉｎ Ｒｅｆｓ． 犤 １７ １８ 犦 ． Ｔｈｉｓ
ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ ｒｅｆｉｎｅｄ ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ｃｏｕｐｌｅｄ ｖｅｒｔｉ
ｃａｌｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ犤１９犦 ．
　 Ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｓｕｂｊｅｃｔｓ牞 ｉ． ｅ． 牞 ｈｕｍａｎｓ ｏｒ ｖｅｈｉｃｌｅｓ牞 ａｃｔｉｎｇ
ｏｎ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ａｒｅ ｍｏｓｔ ｓｅｎｓｉｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｄｅｃｋ犤２０犦 牞 ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ａｄｏｐｔｓ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｘｕ
ｅｔ ａｌ． 犤１７犦 ｔｏ ｐｒｏｖｉｄｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｉｎｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎ ｏｎ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ． Ｆｏｒ ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍ牞 ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａｌｗａｙｓ ａｄｏｐｔｅｄ ｔｏ
ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ牞 ａｓ ｉｔ ｃａｎ ｐｒｏｖｉｄｅ ａ ｍｏｒｅ
ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ牞 ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｓ ａ
ｃｒｕｃｉａｌ ｆａｃｔｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｈｏｗｅｖｅｒ牞 ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｓｕｃｈ ａ ｂｒｉｄｇｅ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｍａｉｎｓ
ｐｏｏｒｌｙ ｕｎｄｅｒｓｔｏｏｄ牞 ａｎｄ ｈｏｗ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｆｆｅｃｔ
ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｓ ｓｔｉｌｌ ｕｎｃｌｅａｒ牞 ｗｈｉｃｈ ｓｉｇｎｉｆｉ
ｃａｎｔｌｙ ｈｉｎｄｅｒｓ ｉｎｓｉｇｈｔｓ ｉｎｔｏ ｔｈｅｉｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅ
ｈａｖｉｏｒ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｉｎｔｅｎｄｅｄ ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｔｈｉｓ ｉｓ
ｓｕｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅａｒｌｉｅｒ ｍｏｄｅｌ．
　 Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｏｒｇａｎｉｚｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶 Ｆｉｒｓｔ牞 ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａ
ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｒｅｖｉｓｉｔｅｄ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ
ａｎｄ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ牞 ｔｈｅ ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ａｃｃｏｕｎｔｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｕｃｈ ａ
ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ． Ｔｈｅｎ牞 ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｉ
ｃａｌ ｍｏｄｅｓ ｕｎｄｅｒ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｌｏａｄｓ ｉｓ ｅｘａｍｉｎｅｄ． Ｐａｒ
ａｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅ
ｔｅｒｓ牞 ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｂｌｅｓ牞 ｔｈｅ ｓａｇ
ｔｏｓｐａｎ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｂｌｅ牞 ａｎｄ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｅｃｋ ａｎｄ ｃａｂｌｅ牞 ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｓ
ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ牞 ｓｏｍｅ ｋｅｙ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ａｔ
ｔｈｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ．

１　 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌ

　 Ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． １牗 ａ牘
ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｂｊｅｃｔ ｏｆ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ． Ｘｕ ｅｔ ａｌ． 犤１７犦

ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｔｓ ｍｏｄｅｌ ａｓ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． １牗 ｂ牘 ． Ｉｎ ａｌｉｇｎｍｅｎｔ
ｗｉｔｈ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｐｒａｃｔｉｃｅｓ牞 ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ ｏｎｌｙ ｓｈａｌ
ｌｏｗ ｃａｂｌｅｓ牞 ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓａｇｔｏｓｐａｎ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅ
ｉｓ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ １ ／ ８ 牗 ｄ ／ ｌ ＜ １ ／ ８牞 ｗｈｅｒｅ ｄ ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｓａｇ ｏｆ
ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅ ａｎｄ ｌ ｉｓ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｐａｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｂｒｉｄｇｅ牘 ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ牞 ｔｈｅ ｈａｎｇｅｒｓ ａｒｅ ｒｅｐｌａｃｅｄ ｂｙ ａ
ｍａｓｓｌｅｓｓ ｃｏｎｔｉｎｕａｌ ｍｅｍｂｒａｎｅ牞 ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ
ｒｉｇｉｄ ｗｉｔｈｏｕｔ ａｎｙ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ． Ｂｏｔｈ ｃａｂｌｅｓ ａｎｄ ｄｅｃｋ ｗｅｒｅ
ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｂｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ａｔ ｔｗｏ ｅｎｄｓ． Ａ ｃａｒｔｅｓｉａｎ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ牞 ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ｅ ｉ 牗 ｗｈｅｒｅ ｉ ＝ １牞 ２牞 ３ 牘 牞 ｉｓ
ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉ

ｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｂｌｅｓ ａｎｄ ｄｅｃｋ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃａｌｌｙ ｂａｌａｎｃｅｄ ｃｏｎ
ｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ 牗 ｌａｂｅｌｅｄ ａｓ ＴＩ 牘 ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ＸＩｃ 牗 ｓ

Ｉ
ｃ 牘 ＝

ｙｅ１ｅ１ ＋ ｙｅ２ ｅ２ ＋ ｘｅ３ ａｎｄ Ｘ
Ｉ
ｄ 牗 ｓ

Ｉ
ｄ 牘 ＝ ０ｅ１ ＋ ０ｅ２ ＋ ｘｅ３ 牞 ｗｈｅｒｅ

ｔｈｅ ｓｕｂｓｃｒｉｐｔｓ ｃ ａｎｄ ｄ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ ａｎｄ ｄｅｃｋ牞
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． ｙｅ１ ａｎｄ ｙｅ２ ａｒｅ ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ
ｃａｂｌｅ ｏｎ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ 牗 ｅ１ ０ｅ３ 牘 ａｎｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ 牗 ｅ２ ０ｅ３ 牘
ｐｌａｎｅｓ牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ牞 ａｎｄ ｘ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ａｌｏｎｇ ｅ３ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｐａｎ ｌ．

牗 ａ牘

牗 ｂ牘
Ｆｉｇ． １　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｐａｔｉａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ｌａｙｏｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ． 牗 ａ牘 Ｚｈａｎｇｊｉａｊｉｅ ｇｌａｓｓ ｂｒｉｄｇｅ牷 牗 ｂ牘 Ｇｅｏ
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ｖｉ牗０牞 ｔ牘 ＝ ｖｉ牗１牞 ｔ牘 ＝ ｖ″ｉ牗０牞 ｔ牘 ＝ ｖ″ｉ牗１牞 ｔ牘 ＝ ０　 　 ｉ ＝ １牞 ２
牗１０牘

　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｄｅｔａｉｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｍｏｄｅｌ牞
ｔｈｅ ｒｅａｄｅｒｓ ｃａｎ ｒｅｆｅｒ ｔｏ Ｒｅｆ． 犤１７犦 ．

２　 Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｒｅｓｐｏｎｓｅ Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

　 Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｓｙｓ

７６１　 Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ



ｔｅｍ 牗 Ｅｑ． 牗 ８ 牘 牘 ｅｘｈｉｂｉｔ ａ ｃｏｕｐｌｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ牞
ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ ｖ１ ａｎｄ ｖ２ ． Ｔｏ ｒｅｖｅａｌ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ
ｔｈｉｓ ｓｙｓｔｅｍ牞 ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ犤２１ ２２犦 ｉｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ
ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅｓｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｉｓ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｔｅｃｈ
ｎｉｑｕｅ ｉｓ ｃｒｕｃｉａｌ ｆｏｒ ａｄｄｒｅｓｓｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ牞 ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｎａｌｙｓｉｓ牞 ｂｅｃａｕｓｅ ｉｔ ｄｅｃｏｍｐｏｓｅｓ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｓｙｓｔｅｍ
ｉｎｔｏ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｓｃａｌｅｓ牞 ｅｎａｂｌｉｎｇ ａ ｍｏｒｅ ｎｕａｎｃｅｄ
ａｎｄ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｏｆ ｉｔｓ ｂｅｈａｖｉｏｒ． Ｉｎ ｔｈｉｓ
ａｎａｌｙｓｉｓ牞 ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ牞 ａｎｄ ｉｔｓ ｓｏ
ｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍｓ牶

ｖ１ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
εｉｇｉ牗 ｘ牞 Ｔ０ 牞 Ｔ１ 牞 Ｔ２ 牘 牗１１ａ牘

ｖ２ ＝ ∑
３

ｉ ＝ １
εｉｑｉ牗 ｘ牞 Ｔ０ 牞 Ｔ１ 牞 Ｔ２ 牘 牗１１ｂ牘

Ｔｊ ＝ ε
ｊ ｔ　 　 ｊ ＝ ０牞 １牞 ２ 牗１１ｃ牘

ｗｈｅｒｅ ε ｉｓ ａ ｓｍａｌｌ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｖａｌｕｅ牞 ａｎｄ ｔｈｅ ｓｕｐｅｒｓｃｒｉｐｔ ｏｆ ε
ｄｅｎｏｔｅｓ ｉｔｓ ｐｏｗｅｒ． ｇｉ ａｎｄ ｑｉ牗 ｉ ＝ １牞 ２牞 ３牘 ａｒｅ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅ

ｍｅｎｔ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｔｈｏｒｄｅｒ ｔｉｍｅ ｓｃａｌｅ． Ｔｈｅ ｄａｍｐ
ｉｎｇ ａｎｄ ｆｏｒｃｉｎｇ ｔｅｒｍｓ ｉｎ Ｅｑ． 牗８牘 ａｒｅ ｓｃａｌｅｄ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅｉｒ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｂａｌａｎｃｅ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ． Ｈｅｎｃｅ牞
ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｃａｂｌｅ ａｎｄ ｄｅｃｋ
牗 ηｃ 牞 ηｄ 牘 ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ 牗 ｆｄ 牘 ａｒｅ ｒｅｓｃａｌｅｄ ａｓ ηｃ→
ε２ηｃ 牞 ηｄ→ε

２ηｄ 牞 ａｎｄ ｆｄ→ε
２ ｆｄ 牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａ

ｔｉｖｅｓ ｏｆ ｔｉｍｅ ａｒｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶

ｄ
ｄｔ ＝ Ｄ０ ＋ εＤ１ ＋ ε

２Ｄ２ ＋ 爥

ｄ２

ｄｔ２
＝ Ｄ２０ ＋ ２εＤ０Ｄ１ ＋ ε

２ 牗Ｄ２１ ＋ ２Ｄ０Ｄ２ 牘 ＋爥　 牗１２牘

ｗｈｅｒｅ Ｄｊ ＝

Ｔｊ
牗 ｊ ＝ ０牞 １牞 ２牘 ．

　 Ｅｑｓ． 牗１１牘 ａｎｄ 牗１２牘 ａｒｅ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｉｎｔｏ Ｅｑ． 牗 ８ 牘 牞 ａｎｄ
ｔｅｒｍｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ εｊ ａｒｅ ｇｒｏｕｐｅｄ ａｎｄ ｒｅａｒｒａｎｇｅｄ． Ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ牞 ｃｏｎｓｉｄ
ｅｒｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ε１ 牞 ε２ 牞 ａｎｄ ε３ ｂｅｉｎｇ ｚｅｒｏ．
　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍ ε１ ｉｓ

ｌ１ 牗 ｇ１ 牞 ｑ１ 牘 ＝ 牗２ ＋ ｒｍｂ
２ 牘Ｄ２０ｇ１ ＋ ｒｍｂＤ

２
０ｑ１ － ２ｇ″１ － ２αｃｙ″ｅ１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′１ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′１ 牘 ｄｘ ＋ τｄｂ牗 ｂｇ１ ＋ ｑ１ 牘

牗４牘 ＝ ０ 牗１３ａ牘

ｌ２ 牗 ｇ１ 牞 ｑ１ 牘 ＝ 牗２ ＋ ｒｍ牘Ｄ
２
０ｑ１ ＋ ｒｍｂＤ

２
０ｇ１ － ２ｑ″１ － ２αｃｙ″ｅ２∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′１ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′１ 牘 ｄｘ ＋ τｄ 牗 ｂｇ１ ＋ ｑ１ 牘

牗４牘 ＝ ０ 牗１３ｂ牘

　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍ ε２ ｉｓ

ｌ１ 牗 ｇ２ 牞 ｑ２ 牘 ＝ ２αｃｇ″１∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′１ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′１ 牘 ｄｘ ＋ αｃｙ″ｅ１∫

１

０
犤 牗 ｇ′１ 牘

２ ＋ 牗 ｑ′１ 牘
２ 犦 ｄｘ 牗１４ａ牘

ｌ２ 牗 ｇ２ 牞 ｑ２ 牘 ＝ ２αｃｑ″１∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′１ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′１ 牘 ｄｘ ＋ αｃｙ″ｅ２∫

１

０
犤 牗 ｇ′１ 牘

２ ＋ 牗 ｑ′１ 牘
２ 犦 ｄｘ 牗１４ｂ牘

　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍ ε３ ｉｓ

ｌ１ 牗 ｇ３ 牞 ｑ３ 牘 ＝ － Ｄ０ 犤 牗２ηｃ ＋ ηｄｂ
２ 牘 ｇ１ ＋ ηｄｂｑ１ 犦 － ２Ｄ０Ｄ２ 犤 牗２ ＋ ｒｍｂ

２ 牘 ｇ１ ＋ ｒｍｂｑ１ 犦 ＋

　 　
αｄ
２ ｂ牗 ｂｇ１ ＋ ｑ１ 牘 ″∫

１

０
犤 牗 ｂｇ１ ＋ ｑ１ 牘 ′犦

２ｄｘ ＋ ２αｃｙ″ｅ１∫
１

０
牗 ｇ′１ｇ′２ ＋ ｑ′１ｑ′２ 牘 ｄｘ ＋ αｃｇ″１∫

１

０
犤 牗 ｇ′１ 牘

２ ＋ 牗 ｑ′１ 牘
２ 犦 ｄｘ ＋

　 　 ２αｃｇ″２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′１ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′１ 牘 ｄｘ ＋ ２αｃｇ″１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′２ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′２ 牘 ｄｘ ＋ ｂｆｄｃｏｓ牗ΩＴ０ 牘 牗１５ａ牘

ｌ２ 牗 ｇ３ 牞 ｑ３ 牘 ＝ － Ｄ０ 犤 ηｄｂｇ１ ＋ 牗２ηｃ ＋ ηｄ 牘 ｑ１ 犦 － ２Ｄ０Ｄ２ 犤 ｒｍｂｇ１ ＋ 牗２ ＋ ｒｍ牘 ｑ１ 犦 ＋

　 　
αｄ
２ 牗 ｂｇ１ ＋ ｑ１ 牘 ″∫

１

０
牗 ｂｇ１ ＋ ｑ１ 牘 ′

２ｄｘ ＋ ２αｃｙ″ｅ２∫
１

０
牗 ｇ′１ｇ′２ ＋ ｑ′１ｑ′２ 牘 ｄｘ ＋ αｃｑ″１∫

１

０
犤 牗 ｇ′１ 牘

２ ＋ 牗 ｑ′１ 牘
２ 犦 ｄｘ ＋

　 　 ２αｃｑ″２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′１ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′１ 牘 ｄｘ ＋ ２αｃｑ″１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ｇ′２ ＋ ｙ′ｅ２ｑ′２ 牘 ｄｘ ＋ ｆｄｃｏｓ牗ΩＴ０ 牘 牗１５ｂ牘

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ牶

ｇｉ ｘ ＝ ０牞 １ ＝ ０牞 ｑｉ ｘ ＝ ０牞 １ ＝ ０　 　 ｉ ＝ １牞 ２牞 ３ 牗１６牘

　 Ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｅｑｓ． 牗１３ａ牘 ａｎｄ 牗１３ｂ牘 ｃａｎ ｂｅ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶

ｇ１ 牗 ｘ牞 Ｔ０ 牞 Ｔ２ 牘 ＝ Ａ牗 Ｔ２ 牘φｖ１ 牗 ｘ牘 ｅ
ｉω０Ｔ０ ＋ ｃｃ 牗１７ａ牘

ｑ１ 牗 ｘ牞 Ｔ０ 牞 Ｔ２ 牘 ＝ Ａ牗 Ｔ２ 牘φｖ２ 牗 ｘ牘 ｅ
ｉω０Ｔ０ ＋ ｃｃ 牗１７ｂ牘

ｗｈｅｒｅ ｃｃ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｃｅｄｉｎｇ ｔｅｒｍ
ｏｎ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ牞 ａｎｄ φｖ１ ａｎｄ φｖ２ ａｒｅ
ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｃａｂｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ａｎｄ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉ
ｒｅｃｔｉｏｎｓ牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． ω０ ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ．
Ａ牗 Ｔ２ 牘 ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄａｌ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ牞 ｗｈｉｃｈ ｗｉｌｌ ｂｅ
ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ Ａ ｈｅｒｅａｆｔｅｒ ｆｏｒ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ． Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ
Ｅｑ． 牗１７牘 ｉｎｔｏ Ｅｑ． 牗１４牘 牞 ｗｅ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓ
ｓｉｏｎｓ牶

８６１ Ｈｕｉ Ｙｉ ａｎｄ Ｘｕ Ｌｉａｎｇ　



ｌ１ 牗 ｇ２ 牞 ｑ２ {牘 ＝ ２αｃφ″ｖ１∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ ＋ αｃｙ″ｅ１∫

１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄ }ｘ 牗Ａ２ｅ２ｉω０Ｔ０ ＋ Ａ珔Ａ ＋ ｃｃ 牘 牗１８ａ牘

ｌ２ 牗 ｇ２ 牞 ｑ２ {牘 ＝ ２αｃφ″ｖ２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ ＋ αｃｙ″ｅ２∫

１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄ }ｘ 牗Ａ２ｅ２ｉω０Ｔ０ ＋ Ａ珔Ａ ＋ ｃｃ 牘 牗１８ｂ牘

　 Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞 ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｅｑｓ． 牗１４ａ牘 ａｎｄ 牗１４ｂ牘 ｃａｎ
ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍｓ牶

　 　 ｇ２ 牗 ｘ牞 Ｔ０ 牞 Ｔ２ 牘 ＝ ψ１１ 牗Ａ
２ｅ２ｉＴ０ωｍ ＋ ｃｃ牘 ＋ ψ１２Ａ珔Ａ 牗１９ａ牘

　 　 ｑ２ 牗 ｘ牞 Ｔ０ 牞 Ｔ２ 牘 ＝ ψ２１ 牗Ａ
２ｅ２ｉＴ０ω０ ＋ ｃｃ牘 ＋ ψ２２Ａ珔Ａ 牗１９ｂ牘

ｗｈｅｒｅ ψｉｊ牗 ｉ牞 ｊ ＝ １牞 ２牘 ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ．
Ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｅｑｓ． 牗１４ａ牘 ａｎｄ 牗１４ｂ牘 ａｒｅ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ
ｉｎｔｏ Ｅｑ． 牗１９牘 牶

－ ４ω２０ 牗２ ＋ ｒｍｂ
２ 牘ψ１１ － ４ω

２
０ｒｍｂψ２１ － ２ψ″１１ － ２αｃｙ″ｅ１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１１ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２１ 牘 ｄｘ ＋ τｄｂ犤 牗 ｂψ１１ 牘

牗４牘 ＋ ψ牗４牘２１ 犦 ＝ Π１ 牗２０ａ牘

－ ４ω２０ 牗２ ＋ ｒｍ牘ψ２１ － ４ω
２
０ｒｍｂψ１１ － ２ψ″２１ － ２αｃｙ″ｅ２∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１１ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２１ 牘 ｄｘ ＋ τｄ 犤 牗 ｂψ１１ 牘

牗４牘 ＋ ψ牗４牘２１ 犦 ＝ Π２ 牗２０ｂ牘

－ ２ψ″２１ － ２αｃｙ″ｅ１∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１２ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２２ 牘 ｄｘ ＋ τｄｂ犤 牗 ｂψ２１ 牘

牗４牘 ＋ ψ牗４牘２２ 犦 ＝ ２Π１ 牗２１ａ牘

－ ２ψ″２２ － ２αｃｙ″ｅ２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１２ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２２ 牘 ｄｘ ＋ τｄ 犤 牗 ｂψ２１ 牘

牗４牘 ＋ ψ牗４牘２２ 犦 ＝ ２Π２ 牗２１ｂ牘

ｗｈｅｒｅ

Π１ ＝ ２αｃφ″ｖ１∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ ＋

　 　 αｃｙ″ｅ１∫
１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄｘ 牗２２ａ牘

Π２ ＝ ２αｃφ″ｖ２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ ＋

　 　 αｃｙ″ｅ２∫
１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄｘ 牗２２ｂ牘

　 Ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｃｃｕｒｓ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
Ω ｉｓ ｃｌｏｓｅ ｔｏ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｍｏｄａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω０ ． Ａ ｄｅｔｕｎｉｎｇ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ σ ｃａｎ ｂｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ犤２３犦 ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

Ω ＝ ω０ ＋ ε
２σ 牗２３牘

ｗｈｅｒｅ ε２ ｈａｓ ａ ｓｍａｌｌ ｖａｌｕｅ牞 ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈａｔ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ
Ｅｑ． 牗２３牘 ．
　 Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑｓ． 牗１７牘 ａｎｄ 牗１９牘 ｉｎｔｏ Ｅｑ． 牗１５牘 牞 ｗｅ
ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ牶

ｌ１ 牗 ｇ３ 牞 ｑ３ 牘 ＝ ｈ１ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ｅ
ｉω０Ｔ０ ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ 牗２４ａ牘

ｌ２ 牗 ｇ３ 牞 ｑ３ 牘 ＝ ｈ２ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ｅ
ｉω０Ｔ０ ＋ ｃｃ ＋ ＮＳＴ 牗２４ｂ牘

ｗｈｅｒｅ ＮＳＴ ａｒｅ ｔｅｒｍｓ ｔｈａｔ ｄｏ ｎｏｔ ｐｒｏｄｕｃｅ ｓｅｃｕｌａｒ ｔｅｒｍｓ．
Ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ ｈ１ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ａｎｄ ｈ２ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ｃａｎ ｂｅ ｒｅｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
ｆｏｌｌｏｗｓ牶

ｈ１ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ＝ － ｉω０狖犤 牗２ηｃ ＋ ηｄｂ
２ 牘φｖ１ ＋ ηｄｂφｖ２ 犦Ａ ＋ 犤２牗２ ＋ ｒｍｂ

２ 牘φｖ１ ＋ ２ｒｍｂφｖ２ 犦 Ａ狚 ＋

　 　
３αｄ
２ ｂ牗 ｂφｖ１ ＋ φｖ２ 牘 ″∫

１

０
犤 牗 ｂφｖ１ ＋ φｖ２ 牘 ′犦

２ｄｘＡ２珔Ａ ＋

　 　 ２αｃｙ″ｅ１∫
１

０
牗φ′ｖ１ψ′１１ ＋ φ′ｖ２ψ′２１ 牘 ｄｘ珔ＡＡ

２ ＋ ４αｃｙ″ｅ１∫
１

０
牗φ′ｖ１ψ′１２ ＋ φ′ｖ２ψ′２２ 牘 ｄｘＡＡ珔Ａ ＋

　 　 ３αｃφ″ｖ１∫
１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄｘＡ２珔Ａ ＋ ２αｃψ″１１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘＡ

２珔Ａ ＋

　 　 ２αｃψ″１２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘＡ珔ＡＡ ＋ ４αｃφ″ｖ１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′２２ ＋ ｙ′ｅ２ψ′１２ 牘 ｄｘＡＡ珔Ａ ＋

　 　 ２αｃφ″ｖ１∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′２１ ＋ ｙ′ｅ２ψ′１１ 牘 ｄｘ珔ＡＡ

２ ＋ １２ ｂｆｄｅ
ｉσＴ２

牗２５ａ牘

ｈ２ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ＝ － ｉω０狖犤 牗２ηｃ ＋ ηｄ 牘φｖ２ ＋ ηｄｂφｖ１ 犦Ａ ＋ 犤２牗２ ＋ ｒｍ牘φｖ２ ＋ ２ｒｍｂφｖ１ 犦 Ａ狚 ＋

　 　
３αｄ
２ 牗 ｂφｖ１ ＋ φｖ２ 牘 ″∫

１

０
犤 牗 ｂφｖ１ ＋ φｖ２ 牘 ′犦

２ｄｘＡ２珔Ａ ＋

　 　 ２αｃｙ″ｅ２∫
１

０
牗φ′ｖ１ψ′１１ ＋ φ′ｖ２ψ′２１ 牘 ｄｘ珔ＡＡ

２ ＋ ４αｃｙ″ｅ２∫
１

０
牗φ′ｖ１ψ′１２ ＋ φ′ｖ２ψ′２２ 牘 ｄｘＡＡ珔Ａ ＋

　 　 ３αｃφ″ｖ２∫
１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄｘＡ２珔Ａ ＋ ２αｃψ″２１∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘＡ

２珔Ａ ＋

９６１　 Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ



　 　 ２αｃψ″２２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘＡ珔ＡＡ ＋ ４αｃφ″ｖ２∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１２ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２２ 牘 ｄｘＡＡ珔Ａ ＋

　 　 ２αｃφ″ｖ２∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′２１ ＋ ｙ′ｅ２ψ′１１ 牘 ｄｘ珔ＡＡ

２ ＋ １２ ｆｄｅ
ｉσＴ２

牗２５ｂ牘

　 Ｅｑ． 牗２４牘 ｉｓ ａ ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ牞 ａｎｄ ｉｔｓ ｎｏｎ
ｔｒｉｖｉａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｂｅｃｏｍｅ φｖ１ ａｎｄ φｖ２ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｑ． 牗 １３ 牘
ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｏｌｖａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃａｎ ｂｅ ｓａｔｉｓｆｉｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｒｅｆ． 犤２３犦 牶

∫
１

０
犤φｖ１ｈ１ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ＋ φｖ２ｈ２ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 犦 ｄｘ≡ ０ 牗２６牘

　 Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ ｈ１ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ａｎｄ ｈ２ 牗 ｘ牞 Ｔ２ 牘 ｉｎｔｏ
Ｅｑ． 牗２６牘 牞 ｗｅ ｄｅｒｉｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ牶

２ｉω０Γ１ Ａ ＋ ２ｉω０Γ２Ａ ＋ Γ３Ａ
２珔Ａ ＝ １２ ｆｒ ｅ

ｉσＴ２ 牗２７牘

ｗｈｅｒｅ Г ｉ牗 ｉ ＝ １牞 ２牞 ３牘 ａｒｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｓ

ｆｏｌｌｏｗｓ牶

Γ１ ＝ ∫
１

０
犤 牗２ ＋ ｒｍｂ

２ 牘φ２ｖ１ ＋ ２ｒｍｂφｖ１φｖ２ ＋ 牗２ ＋ ｒｍ牘φ
２
ｖ２ 犦 ｄｘ

牗２８ａ牘

Γ２ ＝ ∫
１ [
０
ηｃ ＋

ηｄｂ
２

( )２
φ２ｖ１ ＋ ηｄｂφｖ１φｖ２ ＋

ηｃ ＋
ηｄ( )２ φ２ｖ ]２ ｄｘ 　 　 　 　 牗２８ｂ牘

Γ３ ＝ Γ３１ ＋ Γ３２ 牗２８ｃ牘

ｗｈｅｒｅ

Γ３１ ＝
３αｄ
２ ∫

１

０
犤 牗 ｂφｖ１ ＋ φｖ２ 牘 ′犦

２ｄ{ }ｘ ２
牗２９ａ牘

Γ３２ ＝ ３αｃ ∫
１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄ{ ]ｘ ２

＋ ２αｃ∫
１

０
牗φ′ｖ１ψ′１１ ＋ φ′ｖ２ψ′２１ 牘 ｄｘ∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ ＋

　 　 ２αｃ∫
１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ ∫

１

０
牗φ′ｖ１ψ′１１ ＋ φ′ｖ２ψ′２１ 牘 ｄｘ ＋ ∫

１

０
牗φ′ｖ１ψ′１２ ＋ φ′ｖ２ψ′２２ 牘 ｄ( )ｘ ＋

　 　 ２αｃ∫
１

０
犤 牗φ′ｖ１ 牘

２ ＋ 牗φ′ｖ２ 牘
２ 犦 ｄｘ ∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１１ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２１ 牘 ｄｘ ＋ ∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１ψ′１２ ＋ ｙ′ｅ２ψ′２２ 牘 ｄ[ ]ｘ ＋

　 　 ２αｃ∫
１

０
牗φ′ｖ１ψ′１２ ＋ φ′ｖ２ψ′２２ 牘 ｄｘ∫

１

０
牗 ｙ′ｅ１φ′ｖ１ ＋ ｙ′ｅ２φ′ｖ２ 牘 ｄｘ 牗２９ｂ牘

　 Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ａｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｃａｎ ｂｅ
ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｗｉｔｈ Γ１ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｕｎｉｔｙ． Γ３１ ｉｓ ａ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｄｅｃｋ牞 ａｎｄ Γ３２ ｉｓ ａ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｂｌｅｓ．
Ｔｈｅｉｒ ｓｕｍｍａｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ 牞 ｗｈｉｃｈ ｈａｓ ａ ｓｔｒｏｎｇ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｏｒ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ． Ｔｈｅｙ ａｒｅ ｆａｃｔｏｒｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｓｓ牞 ｄａｍｐ
ｉｎｇ牞 ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ． Ｔｈｅ ｔｅｒｍ Г ｉ 牗 ｉ ＝ １牞 ２牞 ３ 牘 ｉｓ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｓ． Ｆｏｒｃｅ ｆｒ ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ
ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶

ｆｒ ＝ ∫
１

０
ｆｄ 牗 ｂφｖ１ ＋ φｖ２ 牘 ｄｘ 牗３０牘

ｗｈｅｒｅ ｆｄ ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｍｏｄｅ牞 ａｎｄ
ｂφ ｖ１ ＋ φ ｖ２ ｉｓ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅ
ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｋ牞 ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｄｕｃｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ
Ｅｑ． 牗 ５ ａ牘 ．
　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄａｌ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｏ ｈａｖｅ ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｆｏｒｍ牶

Ａ ＝ １２ ａｅ
ｉ 牗３１牘

　 Ｗｅ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅ Ｅｑ． 牗３１牘 ｉｎｔｏ Ｅｑ． 牗２７牘 ａｎｄ ｓｅｐａｒａｔｅ ｔｈｅ
ｔｅｒｍｓ ｉｎｔｏ ｒｅａｌ ａｎｄ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ牶

ａ ＝
ｆｒ

２ω０Γ１
ｓｉｎγ －

Γ２
Γ１
ａ 牗３２ａ牘

ａγ ＝ ａσ ＋
ｆｒ

２ω０Γ１
ｃｏｓγ －

Γ３
８ω０Γ１

ａ３ 牗３２ｂ牘

ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｐｒｉｍｅ ｓｙｍｂｏｌ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｉｍｅ Ｔ２
ａｎｄ γ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｔ２ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ牶

γ ＝ σＴ２ －  牗３３牘

　 Ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ γ ｉｓ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ Ｅｑ． 牗２７牘 牞
ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｏｇｅｔｈｅｒ ｗｉｔｈ ａ ｂｙ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｑ．
牗３２牘 ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏａｒｃｌｅｎｇｔｈ ｍｅｔｈｏｄ犤２４犦 ．

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｒｅｓｕｌｔｓ

　 Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ａｎａｌｙｚｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｌｉｓｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ １ 犤２５犦 ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎ
ｓｉｏｎｌｅｓｓ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ｒｍ ＝
１３． ２２牞 αｃ ＝ ６． ２８ × １０

２ 牞 αｄ ＝ ７． ５４ × １０
３ 牞 τｄ ＝ ５． ６０ ×

１０ －３ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｑ． 牗７牘 ． Ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｋ ｔｏ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ｒα ＝ αｄ ／ αｃ ＝
１２． Ｔｈｅ ａｆｏｒｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｆｉｘｅｄ ｈｅｒｅａｆｔｅｒ
ｕｎｌｅｓｓ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ ｓｔａｔｅｄ． Ｔｈｅ ｄａｍｐｉｎｇ ｔｅｒｍｓ ｉｎ Ｅｑ． 牗 ８ 牘
ａｒｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ηｃ ＝ ηｄ ＝ ０． １． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｙｅ１
ａｎｄ ｙｅ２ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｌｏｗｅｓｔ ｍｏｄｅ

０７１ Ｈｕｉ Ｙｉ ａｎｄ Ｘｕ Ｌｉａｎｇ　



ｓｈａｐｅｓ 牗ｖ１ ａｎｄ ｖ２ 牘 牞 ｉ． ｅ． 牞 ｆｉｒｓｔ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｅｒｔｉｃａｌ
ｍｏｄｅ ｏｆ ｄｅｃｋ 牗１ｓｔ ＡＳＶＤ牘 牞 ｆｉｒｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｍｏｄｅ
ｏｆ ｄｅｃｋ 牗１ｓｔ ＳＶＤ牘 牞 ａｎｄ ｆｉｒｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｍｏｄｅ
ｏｆ ｃａｂｌｅ 牗１ｓｔ ＳＨＣ牘 牞 ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ牞
ｔｈｅ ｒｅａｄｅｒｓ ｃａｎ ｒｅｆｅｒ ｔｏ Ｒｅｆ． 犤１７犦 牞 ａｎｄ ｔｈｅｓｅ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ
ａｒｅ ａｌｓｏ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． ２．

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ａｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｌ ／ ｍ ｄ β０ ｘ ＝ ０牞 １ ／ ｒａｄ ｍｃ ／ ｋｇ ｍｄ ／ ｋｇ ｒｍ
４３０ １ ／ １０ π ／ ６ ３８５ ５ ０８０ １３． ２１
Ｅｄ ／ ＧＰａ Ｊｅ１ ／ ｍ４ Ｈ ／ ＭＮ Ａｃ ／ ｍ２ Ａｄ ／ ｍ２ Ｅｃ ／ ＧＰａ
２１０ ７． １３ × １０ －２ １６． ７ ０． ０５ ０． ６ ２１０

牗 ａ牘

牗 ｂ牘

牗 ｃ牘
Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｗｉｔｈ β０ ｘ ＝ ０牞 ｌ ＝ π ／ ６． 牗 ａ牘 １ｓｔ
ＡＳＶＤ牗ω ＝ ２． ０９牘 牷 牗 ｂ牘 １ｓｔ ＳＶＤ牗ω ＝ ３． ３３牘 牷 牗 ｃ牘 １ｓｔ ＳＨＣ牗ω ＝ ６． ２８牘

　 Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ψｉｊ 牗 ｉ牞 ｊ ＝ １牞 ２牘 ｃｏｒｒｅ
ｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ＡＳＶＤ
ｍｏｄｅ牞 ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ３牞 ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｎｕｍｅｒｉ
ｃａｌｌｙ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｅｑ． 牗３２牘 ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ Γ１
＝ １． ０牞 Γ２ ＝ ０． ０２１牞 ａｎｄ Γ３ ＝ ８． ０８ × １０

４ ．

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ψｉｊ 牗 ｉ牞 ｊ ＝ １牞 ２牘 ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
１ｓｔ ＡＳＶＤ ｍｏｄｅ

　 Ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｔａｒｇｅｔ ｍｏｄａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ
β０ ｘ ＝ ０牞 ｌ ＝ π ／ ６ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ Ｅｑ． 牗 ３２ 牘 ｕｓｉｎｇ ｂｏｔｈ ｔｈｅ
ＭＳＭ ａｎｄ ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄｓ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ Ｇａｌｅｒｋｉｎ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ牞 ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ４． Ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｔｈｒｅｅ ｍｏｄｅｓ ｈａｖｅ ｓｉｍｉｌａｒ ｍａｘｉｍｕｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ牞

ｆｒ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ５． ０ × １０
－４ 牞 １． ２ × １０ －３ 牞 ａｎｄ ４． ４ × １０ －３ ｆｏｒ

ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｃａｓｅｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｔｗｏ
ｍｅｔｈｏｄｓ ａｒｅ ｎｏｔｅｄ ｔｏ ｂｅ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ牞 ｅｘｃｅｐｔ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｒｅｓｏ
ｎａｎｃｅ牞 ｉｎｄｉｃａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ．

牗 ａ牘

牗 ｂ牘

牗 ｃ牘
Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ａ ｓｕｓ
ｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ β０ ｘ ＝ ０牞 ｌ ＝ π ／ ６ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ． 牗 ａ牘 １ｓｔ ＡＳＶＤ牞 ｆｒ ＝ ５． ０
× １０ －４ ａｎｄ ω０ ＝ ２． ０９牷 牗 ｂ牘 １ｓｔ ＳＶＤ牞 ｆｒ ＝ １． ２ × １０

－３ ａｎｄ ω０ ＝
３． ３３牷 牗 ｃ牘 １ｓｔ ＳＨＣ牞 ｆｒ ＝ ４． ４ × １０

－３ ａｎｄ ω０ ＝ ６． ２８

　 Ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｉｎ Ｅｑ． 牗 ２８ 牘 ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ１ ｉｓ ａｌｗａｙｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｕｎｉｔｙ牞 Γ２ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｂｏｔｈ ｄａｍｐｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ 牗 ηｃ ａｎｄ ηｄ 牘 ａｎｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ
牗ｖ１ ａｎｄ ｖ２ 牘 牞 ａｎｄ Γ３ ｉｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ
牗 ｖ１ ａｎｄ ｖ２ 牘 牞 ｔｈｅ ｃａｂｌｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ 牗 ｙｅ１ ａｎｄ ｙｅ２ 牘 牞 ａｎｄ
ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ｏｆ ｃａｂｌｅｓ ａｎｄ ｄｅｃｋ 牗 αｄ ａｎｄ αｃ 牘 ．
　 Ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ａ ｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ
ｓｅｃｔｉｏｎ牞 ｗｉｔｈ Γ２ ａｎｄ Γ３ ｈａｖｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ 牗０． ０２０ ５牞
０． ０４１ ０牞 ０． ０６１ ５牞 ０． ０８２ ０牘 ａｎｄ 牗 － １． ６２ × １０５ 牞 － ８． ０８
× １０４ 牞 ０牞 ８． ０８ × １０４ 牞 １． ６２ × １０５ 牘 牞 ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅｉｒ
ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ＡＳＶＤ
ｍｏｄｅ ａｒｅ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇｓ． ５牗 ａ牘 ａｎｄ 牗 ｂ牘 ． Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ
ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｉｓ ｎｏｔｅｄ ａｓ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｎ Γ２ ． Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

１７１　 Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ



Γ２ ｉｓ ａ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎ牞 ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｍａｉｎｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ
ｓｙｓｔｅｍ ｄａｍｐｉｎｇ 牗 ｂｅｃａｕｓｅ ｏｎｌｙ ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｐｅａｋ ｉｎ Ｆｉｇ． ５
牗 ａ牘 ａｔ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｉｓ ａｆｆｅｃｔｅｄ牞 ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ｎｏ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ
ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｔｗｏ ｓｉｄｅｓ牘 ． Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ ｉｓ ｎｏ
ｔａｂｌｙ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ
ｓｔｒｏｎｇ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ ａｎｄ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｔ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ牞 ｃｏｎｆｉｒｍｉｎｇ ｔｈｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｖｉｋ ａｎｄ Ｐａｋ
ｄｅｍｉｒｌｉ犤７犦 ． Ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ Γ３ ｉｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｓｏｆｔｅｎｉｎｇ 牞
ａｎｄ ａ ｎｅｇａｔｉｖｅ Γ３ ｉｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ． Ｔｈｅｓｅ
ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ Γ３ ．

牗 ａ牘

牗 ｂ牘
Ｆｉｇ． ５　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ Γ２ ａｎｄ Γ３ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ
ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ＡＳＶＤ ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ β０ ｘ ＝ ０牞 ｌ ＝ π ／ ６牞 ｆｒ ＝ ５． ０ × １０

－４ ａｎｄ
ω０ ＝ ２． ０９． 牗 ａ牘 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ Γ２ ｗｉｔｈ Γ３ ＝ ８． ０８ × １０

４ 牷 牗 ｂ牘 Ｅｆｆｅｃｔ
ｏｆ Γ３ ｗｉｔｈ Γ２ ＝ ０． ０２０ ５

　 Ｆｕｒｔｈｅｒ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｑｓ． 牗２８牘 ａｎｄ 牗２９牘 ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ
Γ３ ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｔｅｒｍｓ牞 ｉ． ｅ． 牞 Γ３１ ａｎｄ Γ３２ ． Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ
ｔｅｒｍ ｉｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｋ牞 ａｎｄ
ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｔｅｒｍ ｉｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ． Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ牞 ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ Γ３１ ａｎｄ
Γ３２ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ １ｓｔ ＳＨＣ ｍｏｄｅ ａｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ
ｗｉｔｈ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ．
　 Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ｔｈｅ ｓａｇｔｏｓｐａｎ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｃａｂｌｅ 牗 ｄ牘 ａｎｄ ｔｈｅ ｔｅｎ
ｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｅｃｋ ａｎｄ ｃａｂｌｅ 牗 ｒα ＝ αｄ ／ α牘 ｄｏ
ｎｏｔ ａｆｆｅｃｔ Γ２ ． Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒα ｏｎ ｔｈｅ ｔｅｒｍｓ Γ３１ ａｎｄ Γ３２ ｉｓ
ａｎａｌｙｚｅｄ ａｎｄ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ６． Ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｒａｎｇｅ ｏｆ
犤１． ０牞 １６． ０ 犦 ｉｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｒα ． Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
Γ３１ ｉｓ ｎｏｔｅｄ ｔｏ ｖａｒｙ ｓｌｏｗｌｙ ｗｉｔｈ ｒα 牞 ｉｎｄｉｃａｔｉｎｇ ａ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ
ｓｔａｂｌｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｄｅｃｋ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｆｅａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｔｉｒｅ ｓｙｓｔｅｍ． Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ牞 Γ３２ ｉｓ ｎｏｔｅｄ ｔｏ
ｈａｖｅ ａ ｌａｒｇｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｒα ａｔ ｔｗｏ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｖａｌｕｅｓ 牗 ｒα
＝ ３． ９牞 １４． ７５牘 牞 ｗｈｉｃｈ ｒｅｆｅｒｓ ｔｏ ａ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｔｈａｔ ａｐｐｅａｒｓ
ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｏｎｅ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅ ｉｓ ｔｗｉｃｅ ｔｈａｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｍｏｄｅ． Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ Γ３２ ｖａｒｉｅｓ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ

ｆｒｏｍ ＋ ∞ ｔｏ － ∞ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅｓｅ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｒα ． Ｔｈｉｓ ｐｈｅ
ｎｏｍｅｎｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｃｏｎ
ｄｕｃｔｅｄ ｂｙ Ｌａｃａｒｂｏｎａｒａ ｅｔ ａｌ． 犤２６犦 ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｏｆ ａ ｃａｂｌｅ．

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ Γ３１ ａｎｄ Γ３２ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ ＳＨＣ ｍｏｄｅ ａｓ ｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｒα ｗｈｅｎ β０ ｘ ＝ ０牞 ｌ ＝ π ／ ６ ａｎｄ ｄ
＝ １ ／ １０

４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｙｓｔｅｍ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ Ｎｏｎ
ｌｉｎｅａｒ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　 Ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｓ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐａ
ｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ Γ２ ａｎｄ Γ３ ． Ｔｈｒｅｅ
ｃｒｉｔｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ牞 ｎａｍｅｌｙ ｔｈｅ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ
ｏｆ ｈａｎｇｅｒｓ 牗 β０ 牘 牞 ｔｈｅ ｓａｇｔｏｓｐａｎ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｃａｂｌｅ 牗 ｄ牘 牞 ａｎｄ
ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｅｃｋ ａｎｄ ｃａｂｌｅ 牗 ｒα 牘 牞
ａｒｅ ａｎａｌｙｚｅｄ． Ｔｈｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｍｏｄｅｓ 牗 ｉ． ｅ． 牞 １ｓｔ ＡＳＶＤ牞 １ｓｔ
ＳＶＤ牞 ａｎｄ １ｓｔ ＳＨＣ牘 ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３
ａｒｅ ｅｘａｍｉｎｅｄ． Ｗｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐａ
ｒａｍｅｔｅｒｓ牞 ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ β０ ａｎｄ ｔｈｅ ｓａｇｔｏ
ｓｐａｎ ｒａｔｉｏ ｄ牞 ｔｈｅ ｃａｂｌｅ ｔｅｎｓｉｏｎ Ｈ牞 ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｙｅ１ ａｎｄ ｙｅ２ 牞
ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ａｘｉａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｓ ｏｆ ｄｅｃｋ αｃ ａｎｄ ｃａｂｌｅ
αｄ 牞 ａｎｄ ｔｈｅ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｄｅｃｋ τｄ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｒｅｃａｌｃｕ
ｌａｔｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｓｈａｐｅｆｉｎｄｉｎｇ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ａｎｄ
Ｅｑ． 牗７牘 ．
　 Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ β０ ｂｅｆｏｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｓｅｌｆｗｅｉｇｈｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅ ｉｓ ｔａｋｅｎ ｔｏ ｂｅ ｉｎ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ０ π ／ ４
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｐｒａｃｔｉｃｅ ｗｉｔｈ ｒα ＝ １２ ａｎｄ ｄ ＝
１ ／ １０ ． Ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｏｓｅ ｉｎ
Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ． Ｆｉｇ． ７ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ Γ２ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｂｙ ａｐｐｒｏｘｉ
ｍａｔｅｌｙ ３１％ ｆｒｏｍ ０ ． ０２５ ｔｏ ０ ． ０１５ ｆｏｒ ｔｈｅ １ ｓｔ ＡＳＶＤ
ｍｏｄｅ ｗｈｅｎ β０ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｆｒｏｍ ０ ｔｏ π ／ ４ ． Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ牞 Γ２
ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｂｙ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙ ７５％ ｆｒｏｍ ０ ． ０５ ｔｏ
０ ． ０１２ ５ ｆｏｒ ｔｈｅ １ ｓｔ ＳＶＤ ｍｏｄｅ． Ｈｏｗｅｖｅｒ牞 Γ２ ｉｎｃｒｅａ
ｓｅｓ ｆｒｏｍ ０ ． ０１ ｔｏ ０ ． ０３８ ｆｏｒ ｔｈｅ １ ｓｔ ＳＨＣ ｍｏｄｅ． Ｔｈｅｓｅ
ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ β０ ｏｎ Γ２ ｉｓ ｍｏｄｅｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔ牞 ｗｈｉｃｈ ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｂｅ ｃａｒｅｆｕｌｌｙ ｅｘａｍｉｎｅｄ ｉｎ ｉｎｄｉ
ｖｉｄｕａｌ ｃａｓｅｓ． Ｆｉｇ． ７ ａｌｓｏ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ Γ３１
ａｎｄ Γ３２ ｗｉｔｈ β０ ． Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ｈａｓ ｃｏｎｃｌｕｄｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｉｎ
ｇｕｌａｒｉｔｙ ｉｎ Γ３２ ｄｏｍｉｎａｔｅｓ ｔｈｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔ Γ３ 牞 ａｎｄ ｔｈｉｓ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｉｓ ｒｅｅｘａｍｉｎｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ ｍｏｄｅｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
ｅｘｉｓｔｓ ｉｎ ａｌｌ ｍｏｄｅｓ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ β０∈ 犤 ０ 牞 π ／
４ 犦 牞 ｅｘｃｅｐｔ ｉｎ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ ｔｈｅ １ ｓｔ ＡＳＶＤ ｍｏｄｅ． Ｔｈｉｓ
ｆｉｎｄｉｎｇ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ

２７１ Ｈｕｉ Ｙｉ ａｎｄ Ｘｕ Ｌｉａｎｇ　



ｓｙｓｔｅｍ ｃａｎ ｃｈａｎｇｅ ｄｒａｍａｔｉｃａｌｌｙ ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ｓｕｄｄｅｎ
ｃｈａｎｇｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｋ ａｎｄ
ｃａｂｌｅ ｉｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ β０ ｉｓ ｌｏｃａｔｅｄ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉ
ｔｙ牞 ａｎｄ ｔｈｉｓ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ａｖｏｉｄｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ．

牗 ａ牘

牗 ｂ牘

牗 ｃ牘
Ｆｉｇ． ７　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ β０ ｏｎ Γ２ 牞 Γ３１ 牞 ａｎｄ Γ３２ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｓ
ｗｈｅｎ ｒα ＝ １２ ａｎｄ ｄ ＝ １ ／ １０． 牗 ａ牘 １ｓｔ ＡＳＶＤ牷 牗 ｂ牘 １ｓｔ ＳＶＤ牷 牗 ｃ牘 １ｓｔ
ＳＨＣ

　 Ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄ ｏｎ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ ｉｓ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ． Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄ ｉｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｒａｎｇｅ ｏｆ １ ／ ８ ｔｏ １ ／ １１ ． Ａ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｉｎ
ｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ β０ ｘ ＝ ０ 牞 ｌ ＝ 牗 ０ 牞 π ／ ２４ 牞 π ／ １２ 牞 π ／ ８ 牞 π ／
６ 牞 ５π ／ ２４ 牞 π ／ ４ 牘 ｉｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｗｉｔｈ ｒα ＝ １２ ． Ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｏｓｅ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ． Ｆｉｇ． ８
ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ａ ｌａｒｇｅｒ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄ ａｎｄ ａ ｓｍａｌｌｅｒ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ
ａｎｇｌｅ β０ ｉｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｌａｒｇｅｒ Γ３ ｉｎ ｔｈｅ １ ｓｔ ＡＳＶＤ
ｍｏｄｅ． Ｓｅｖｅｒａｌ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ａｒｅ ｎｏｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ １ ｓｔ ＳＶＤ
ａｎｄ １ ｓｔ ＳＨＣ ｍｏｄｅｓ． Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｉｎ β０ 牞

ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｄ ｔｈａｔ ｉｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｉｎ Γ３
ａｌｓｏ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ．

牗 ａ牘

牗 ｂ牘

牗 ｃ牘
Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｄ ｏｎ Γ３ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｏｄｅｓ ｗｈｅｎ ｒα ＝ １２． 牗 ａ牘 １ｓｔ
ＡＳＶＤ牷 牗 ｂ牘 １ｓｔ ＳＶＤ牷 牗 ｃ牘 １ｓｔ ＳＨＣ

　 Ａｎｏｔｈｅｒ ｓｔｕｄｙ ｉｓ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ ｒα ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｉｎ
ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ １ ． ０ ｔｏ １６ ． ０ 牞 ａｎｄ β０ ｘ ＝ ０牞 ｌ ＝ 牗０ 牞 π ／ ２４ 牞 π ／
１２ 牞 π ／ ８ 牞 π ／ ６ 牞 ５π ／ ２４ 牞 π ／ ４ 牘 ｉｓ ａｄｏｐｔｅｄ ａｇａｉｎ． Ｔｈｅ
ｏｔｈｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｏｓｅ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ ． Ｔｈｅ
ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｒα ｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ ａｒｅ ｄｅｐｉｃｔｅｄ ｉｎ Ｆｉｇ． ９ ． Ａ
ｇｅｎｅｒａｌ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｒｅｎｄ ｏｆ Γ３ ｗｉｔｈ ｒα ｆｏｒ ａｌｌ ｍｏｄｅｓ ｉｓ
ｎｏｔｅｄ． Ｔｈｅ ｒａｔｅ ｏｆ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｔｅｎｄｓ ｔｏ ｄｅｃｒｅａｓｅ ｗｉｔｈ β０ ．
Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ ｉｓ ａｌｗａｙｓ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ ＡＳＶＤ
ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ ｎｏ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｉｎｄｕｃｅｄ牞 ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ
１ｓｔ ＡＳＶＤ ｍｏｄｅ ｂｅｈａｖｅｓ ａｓ ａ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓ
ｔｅｍ ｉｎ ａｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｓｅｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ牞 ｓｉｎｇｕ
ｌａｒｉｔｉｅｓ ａｒｅ ｎｏｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ １ｓｔ ＳＶＤ ａｎｄ １ｓｔ ＳＨＣ ｍｏｄｅｓ．
Ｍｏｒｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｃａｎ ｂｅ ｉｎｄｕｃｅｄ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｒａｎｇｅ
ｏｆ ｒα ｆｏｒ ａ ｌａｒｇｅｒ β０ ． Ｎｏｔａｂｌｙ牞 ｍｏｒｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ａｒｅ ｉｎ
ｄｕｃｅｄ ｉｎ ｔｈｅ １ｓｔ ＳＨＣ ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｔｉｏ
ｏｆ ２ ． ０ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｗｏ ｏｔｈｅｒ ｍｏｄｅｓ． Ｔｈｅｓｅ ｒｅ
ｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ａ ｓｕｄｄｅｎ ｃｈａｎｇｅ ｉｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｐｒｏｐｅｒ
ｔｉｅｓ ｗｏｕｌｄ ｍｏｒｅ ｌｉｋｅｌｙ ｏｃｃｕｒ ｉｎ ｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｓ ｗｈｅｎ
ｒα ｃｈａｎｇｅｓ． Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄ ａｎｄ ｒα ｏｎ Γ２ ａｒｅ ｎｏｔ ｉｎｖｅｓｔｉ
ｇａｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ牞 ａｓ ｔｈｅｙ ｄｏ ｎｏｔ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｔｈｉｓ ｐａｒａｍｅ
ｔｅｒ．

３７１　 Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ



牗 ａ牘

牗 ｂ牘

牗 ｃ牘
Ｆｉｇ． ９　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｒα ｏｎ Γ３ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｓ ｗｈｅｎ ｄ ＝ １ ／ １０．
牗 ａ牘 １ｓｔ ＡＳＶＤ牷 牗 ｂ牘 １ｓｔ ＳＶＤ牷 牗 ｃ牘 １ｓｔ ＳＨＣ

５　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 １牘 Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｅｘｈａｕｓｔｉｖｅｌｙ ｃｏｎｄｕｃｔｓ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｎａｌ
ｙｓｉｓ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
ｂｒｉｄｇｅ ｕｓｉｎｇ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｖｅｒ
ｔｉｃａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｄｅｃｋ ｗｉｔｈ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｉｂｒａ
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｌｉｎｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎｗｉｓｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ． Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｓｐａｔｉａｌ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｈａｎｇｅｒ ａｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．
Ｔｈｅｎ牞 ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａｄｏｐｔｅｄ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ
ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｖｉｂｒａ
ｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ． Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｒｅ ｆｕｒｔｈｅｒ
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ牞
ｗｉｔｈ ｇｏｏｄ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ ｉｎｄｉｃａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ．
　 ２ 牘 Ｔｗｏ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ 牗 ｉ． ｅ． 牞 Γ２ ａｎｄ Γ３ 牘
ｃａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ａｆｆｅｃｔ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ２
ｍａｉｎｌｙ ａｆｆｅｃｔｓ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｒｅｆｌｅｃｔｓ ｓｙｓｔｅｍ ｄａｍｐｉｎｇ．
Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ ｈａｓ ａ ｓｔｒｏｎｇ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｎ ｔｈｅ ｓｏｆｔｅｎ

ｉｎｇ ａｎｄ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ牷
ｈｅｎｃｅ牞 ｉｔ ｉｓ ａｎ ｉｎｄｉｃａｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ．
　 ３ 牘 Ｓｙｓｔｅｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ牞 ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅ
ｏｆ ｈａｎｇｅｒｓ牞 ｓａｇｔｏｓｐａｎ ｒａｔｉｏ牞 ａｎｄ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｅｃｋ ａｎｄ ｃａｂｌｅ牞 ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｔｏ ｈａｖｅ ｎｏｔａ
ｂｌｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Γ３ ． Ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｉｎ Γ３
ｃａｎ ｂｅ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｔｈｉｓ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｃｏｕｌｄ ｃａｕｓｅ
ｌａｒｇｅ ｄｒａｍａｔｉｃ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ
ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ牷 ｔｈｕｓ牞 ｉｔ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ａｖｏｉｄｅｄ ｉｎ
ｔｈｅ ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
犤 １ 犦 Ｄａｌｌａｒｄ Ｐ牞 Ｆｉｔｚｐａｔｒｉｃｋ Ｔ牞 Ｆｌｉｎｔ Ａ牞 ｅｔ ａｌ． Ｌｏｎｄｏｎ ｍｉｌ
ｌｅｎｎｉｕｍ ｂｒｉｄｇｅ牶 Ｐｅｄｅｓｔｒｉａｎｉｎｄｕｃｅｄ ｌａｔｅｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｒｉｄｇｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ牞 ２００１ 牞 ６ 牗 ６ 牘 牶 ４１２
４１７ ． ＤＯＩ牶 １０ ． １０６１ ／ 牗 ａｓｃｅ牘 １０８４ ０７０２ 牗 ２００１ 牘 ６ 牶 ６
牗 ４１２ 牘 ．

犤 ２ 犦 Ｌａｎｇ Ｔ Ｙ牞 Ｗａｎｇ Ｈ牞 Ｊｉａ Ｈ Ｚ牞 ｅｔ ａｌ． Ｖｏｒｔｅｘｉｎｄｕｃｅｄ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ａｎｄ ｗｉｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ ｏｆ ｌｏｎｇｓｐａｎ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ａｆｆｅｃｔｅｄ ｂｙ
ｔｅｍｐｏｒａｒｙ ｆａｃｉｌｉｔｉｅｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
牗 Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ牘 牞 ２０２２ 牞 ５２ 牗 ５ 牘 牶 ８３３ ８４０ ．
ＤＯＩ牶 １０ ． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００１ ０５０５ ． ２０２２ ． ０５ ． ００２ ． 牗 ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ牘

犤 ３ 犦 Ｔａｏ Ｔ Ｙ牞 Ｇａｏ Ｗ Ｊ牞 Ｊｉａｎｇ Ｚ Ｘ牞 ｅｔ ａｌ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ
ｗｉｎｄｉｎｄｕｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｉｎｆｌｕｅｎｔｉａｌ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｌｏｎｇ
ｓｕｓｐｅｎｄｅｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｗａｋｅ ｏｆ ｂｒｉｄｇｅ ｔｏｗｅｒ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ 牗 Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ牘 牞 ２０２３ 牞
５３ 牗 ６ 牘 牶 １０６５ １０７１ ． ＤＯＩ牶 １０ ． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００１ 
０５０５ ． ２０２３ ． ０６ ． ０１３ ． 牗 ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ牘

犤 ４ 犦 Ｌｉ Ｙ牞 Ｙａｎｇ Ｘ Ｐ牞 Ｃｈｅｎ Ｙ Ｍ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ａｎａｌ
ｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｖｅｈｉｃｌｅｂｒｉｄｇｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ａｂ
ｒｕｐｔ ｃａｂｌｅｂｒｅａｋａｇｅ ｅｖｅｎｔｓ 犤 Ｊ 犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ 牗 Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ牘 牞 ２０２３ 牞 ５３ 牗 ６ 牘 牶
１１５６ １１６４ ． ＤＯＩ牶 １０ ． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００１ ０５０５ ．
２０２３ ． ０６ ． ０２３ ． 牗 ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ牘

犤 ５ 犦 ＡｂｄｅｌＧｈａｆｆａｒ Ａ Ｍ牞 Ｒｕｂｉｎ Ｌ Ｉ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ牶 Ｔｈｅｏｒｙ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ牞 １９８３牞 １０９ 牗 １ 牘 牶 ３１３ ３２９． ＤＯＩ牶 １０． １０６１ ／
牗 ａｓｃｅ牘０７３３９３９９牗１９８３牘１０９牶 １牗３１３牘 ．

犤６犦 ＡｂｄｅｌＧｈａｆｆａｒ Ａ Ｍ牞 Ｒｕｂｉｎ Ｌ Ｉ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ牶 Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ
ｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ牞 １９８３牞 １０９牗１牘 牶 ３３０ ３４５． ＤＯＩ牶 １０． １０６１ ／
牗 ａｓｃｅ牘０７３３９３９９牗１９８３牘１０９牶 １牗３３０牘 ．

犤７犦 ｅｖｉｋ Ｍ牞 Ｐａｋｄｅｍｉｒｌｉ Ｍ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎ
ｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ ｗｉｔｈ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ 犤 Ｊ 犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ牞 ２００５牞 ４０ 牗 ６ 牘 牶 ９０１
９２３． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｉｊｎｏｎｌｉｎｍｅｃ． ２００４． １１． ００２．

犤 ８犦 Ｌａｚｅｒ Ａ Ｃ牞 ＭｃＫｅｎｎａ Ｐ Ｊ． Ｌａｒｇｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｏｓｃｉｌ
ｌａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ牶 Ｓｏｍｅ ｎｅｗ ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ犤 Ｊ犦 ． ＳＩＡＭ Ｒｅｖｉｅｗ牞 １９９０牞 ３２牗４牘 牶 ５３７
５７８． ＤＯＩ牶 １０． １１３７ ／ １０３２１２０．

犤９犦 Ａｒｄｉｔｏ Ｒ牞 Ｃａｐｓｏｎｉ Ａ牞 Ｇｕｅｒｒｉｅｒｉ Ａ． Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ａｎｄ ａｅｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ ｆｏｒ ｌｏｎｇｓｐａｎ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
ｂｒｉｄｇｅｓ犤 Ｃ犦 ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ ５ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅ ｏｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｄｙｎａｍｉｃｓ
ａｎｄ Ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ 牗 ＣＯＭＰＤＹＮ ２０１５ 牘 ． Ｃｒｅｔｅ

４７１ Ｈｕｉ Ｙｉ ａｎｄ Ｘｕ Ｌｉａｎｇ　



Ｉｓｌａｎｄ牞 Ｇｒｅｅｃｅ牞 ２０１５牶 ４５０８ ４５２７．
犤１０犦 Ｃａｐｓｏｎｉ Ａ牞 Ａｒｄｉｔｏ Ｒ牞 Ｇｕｅｒｒｉｅｒｉ Ａ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅｓ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ牞 ２０１７牞 ３９３牶 ２８５ ３０７． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｊｓｖ．
２０１７． ０１． ００９．

犤１１犦 Ｌｅｐｉｄｉ Ｍ牞 Ｇａｔｔｕｌｌｉ Ｖ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｌｅｘｉ
ｂｌｅ ｍｕｌｔｉｂｏｄｙ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｃａｂｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｒｉｄｇｅ ｃｒｏｓｓ
ｓｅｃｔｉｏｎｓ犤 Ｊ犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎ
ｉｃｓ牞 ２０１６牞 ８０牶 １４ ２８． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｉｊｎｏｎｌｉｎｍｅｃ．
２０１５． ０９． ００９．

犤１２犦 Ｐｅｎｇ Ｊ牞 Ｘｉａｎｇ Ｍ Ｊ牞 Ｗａｎｇ Ｌ Ｈ牞 ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐｒｉｍａｒｙ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｉｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｃａｂｌｅｓｔａｙｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ
ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ 犤 Ｊ犦 ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ
Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ牞 ２０２０牞 １３７牶 １０６４８８． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ．
ｙｍｓｓｐ． ２０１９． １０６４８８．

犤１３犦 Ｚｈａｎｇ Ｈ Ｙ牞 Ｃｈｅｎ Ｚ Ｑ牞 Ｈｕａ Ｘ Ｇ牞 ｅｔ ａｌ． Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｄｙ
ｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｌａｒｇｅｓｃａｌｅ ｅｄｄｙ ｃｕｒｒｅｎｔ ｄａｍｐ
ｅｒ ｗｉｔｈ ｅｎｈａｎｃｅｄ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｆｏｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ 犤 Ｊ犦 ．
Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ牞 ２０２０牞 １４５牶
１０６８７９． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｙｍｓｓｐ． ２０２０． １０６８７９．

犤１４犦 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｋａｎｇ Ｈ Ｊ牞 Ｌａｗ Ｓ Ｓ牞 ｅｔ ａｌ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃａｂｌｅｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ｉｎｃｌｉｎｅｄ
ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ犤 Ｊ犦 ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ牞 ２０１８牞 １５６牶 ３５１
３６２． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｅｎｇｓｔｒｕｃｔ． ２０１７． １１． ０４０．

犤１５犦 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｘｉａ Ｃ牞 Ｌｉ Ｋ牞 ｅｔ ａｌ． Ｍｏｄａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ａｎｄ ｎｏｎ
ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ｌａｔｅｒａｌ
ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ犤 Ｊ犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒ
ａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ牞 ２０２３牞 ２３ 牗 １０ 牘 牶 ２３５０１１０．
ＤＯＩ牶 １０． １１４２ ／ ｓ０２１９４５５４２３５０１１０９．

犤１６犦 Ｘｕ Ｌ牞 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｙａｎｇ Ｑ Ｓ牞 ｅｔ ａｌ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｏｄａｌ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏｎｔｉｎｕａｌ ｆｏｒｍｕｌａ
ｍｅｔｈｏｄ犤 Ｊ犦 ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ａｎｄ Ｓｉｇｎａｌ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ牞
２０２２牞 １６２牶 １０７８５５． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｙｍｓｓｐ． ２０２１．
１０７８５５．

犤１７犦 Ｘｕ Ｌ牞 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｚｈｕ Ｗ Ｄ牞 ｅｔ ａｌ． Ｔｈｒｅｅｔｏｏｎｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓ
ｏｎａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ａ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ｓｐａｔｉａｌ ｃａｂｌｅ
ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ犤 Ｊ犦 ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅ
ｃｈａｎｉｃｓ—Ａ牞 ２０２１牞 ９０牶 １０４３５４． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｅｕｒｏ
ｍｅｃｈｓｏｌ． ２０２１． １０４３５４．

犤１８犦 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｘｕ Ｌ牞 Ｊｉａｎｇ Ｙ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏ
ｎａｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｎ
ｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ 犤 Ｊ 犦 ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ牞 ２０２２牞 ２５５牶 １１３９３５． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｅｎｇ
ｓｔｒｕｃｔ． ２０２２． １１３９３５．

犤１９犦 Ｘｕ Ｌ牞 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｌｉｕ Ｇ牞 ｅｔ ａｌ． Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌ
ｉｚｅｄ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｍｏｄｅｌ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｏｒｓｉｏｎａｌｖｅｒｔｉｃａｌ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ犤 Ｊ犦 ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ牞 ２０２３牞 ４７牶 １７５４ １７７６． ＤＯＩ牶
１０． １０１６ ／ ｊ． ｉｓｔｒｕｃ． ２０２２． １１． １３１．

犤２０犦 Ｃａｏ Ｌ Ｌ牞 Ｌü Ｙ Ｂ牞 Ｃａｏ Ｄ牞 ｅｔ ａｌ． Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｅ
ｄｅｓｔｒｉａｎ ｄｙｎａｍｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｈｕｍａｎｉｎｄｕｃｅｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｏｆ ｌｏｎｇ ｓｐａｎ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｆｏｏｔｂｒｉｄｇｅ犤 Ｊ犦 ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ 牗Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ牘 牞 ２０２０牞 ５０
牗２牘 牶 ２６０ ２６６． ＤＯＩ牶 １０． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００１０５０５． ２０２０．
０２． ００８． 牗 ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ牘

犤２１犦 Ｒｅｇａ Ｇ牞 Ｌａｃａｒｂｏｎａｒａ Ｗ牞 Ｎａｙｆｅｈ Ａ Ｈ牞 ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉｐｌｅ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ ｉｎ ｓｕｓｐｅｎｄｅｄ ｃａｂｌｅｓ牶 Ｄｉｒｅｃｔ ｖｅｒｓｕｓ ｒｅｄｕｃｅｄｏｒ
ｄｅｒ ｍｏｄｅｌｓ 犤 Ｊ犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｍｅ
ｃｈａｎｉｃｓ牞 １９９９牞 ３４牗５牘 牶 ９０１ ９２４． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｓ００２０
７４６２牗９８牘０００６５１．

犤２２犦 Ｎａｙｆｅｈ Ａ Ｈ牞 Ｍｏｏｋ Ｄ Ｔ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ 犤 Ｍ犦 ．
Ｗｅｉｎｈｅｉｍ牞 Ｇｅｒｍａｎ牶 Ｊｏｈｎ Ｗｉｌｅｙ ＆ Ｓｏｎｓ牞 ２００８牶 １２７
１２８．

犤２３犦 Ｃｈｅｎｇ Ｐ牞 Ｋａｎｇ Ｈ Ｊ． Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ １∶ ３ ｉｎｔｅｒｎａｌ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｕｎｄｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ
犤 Ｊ犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｄｙ
ｎａｍｉｃｓ牞 ２０２４牶 ２５５０００５． ＤＯＩ牶 １０．１１４２ ／ ｓ０２１９４５５４２５５０００５１．

犤２４犦 Ｎａｙｆｅｈ Ａ Ｈ牞 Ｂａｌａｃｈａｎｄｒａｎ Ｂ． Ａｐｐｌｉｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍ
ｉｃｓ牶 Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ牞 ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ牞 ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ
犤Ｍ犦 ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ牶 Ｗｉｌｅｙ牞 １９９５牶 ４３２ ４３４．

犤２５犦 Ｘｕ Ｌ牞 Ｈｕｉ Ｙ牞 Ｌｉ Ｋ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ ａ
ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ ｂｒｉｄｇｅ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｓｐａｔｉａｌ ｌａｙｏｕｔ ｏｆ
ｍａｉｎ ｃａｂｌｅｓ犤 Ｊ犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｓｔａｂｉｌｉ
ｔｙ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ牞 ２０２２牞 ２２ 牗 ７ 牘 牶 ２２５００４１． ＤＯＩ牶 １０．
１１４２ ／ ｓ０２１９４５５４２２５００４１９．

犤２６犦 Ｌａｃａｒｂｏｎａｒａ Ｗ牞 Ｐａｏｌｏｎｅ Ａ牞 Ｖｅｓｔｒｏｎｉ Ｆ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏ
ｄａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｎｏｎｓｈａｌｌｏｗ ｃａｂｌｅｓ 犤 Ｊ 犦 ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ牞 ２００７牞 ４２ 牗 ３ 牘 牶 ５４２
５５４． ＤＯＩ牶 １０． １０１６ ／ ｊ． ｉｊｎｏｎｌｉｎｍｅｃ． ２００７． ０２． ０１３．

空间索面悬索桥的非线性主共振参数分析
回　 忆１ 　 徐　 亮２

（１重庆大学土木工程学院，重庆４０００３０）
（２苏州科技大学土木工程学院，苏州２１５０１１）

摘要：针对空间索面悬索桥的非线性振动问题，采用一种基于连续介质理论的广义模型开展了非线性主共
振参数分析．该模型同时考虑了悬索桥的桥面竖向运动和缆索竖向水平运动的几何非线性特点．基于该模
型和时间多尺度法，推导了求解空间索面悬索桥的竖弯模态主共振响应的调制方程．研究表明，调制方程中
的非线性系数会显著影响系统主共振的最大响应幅值，并影响竖弯振动模态的硬化或软化特性．此外，主缆
与吊杆的倾角、主缆垂跨比、主梁与主缆的抗拉刚度比等系统参数对非线性系数同样存在显著影响，特别是
当系统参数位于奇异点附近时，系统的动力特性会随梁体和主缆的对称振动模态对应的非线性系数突变而
剧烈变化，在系统设计中应避免这种情况．该研究能够为该类桥梁的结构设计提供参考．
关键词：悬索桥；空间主缆；非线性动力学；时间多尺度法；主共振
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