
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ 牗 Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ牘 　 Ｖｏｌ． ４０牞 Ｎｏ． ２牞 ｐｐ． ２０３ ２０９ Ｊｕｎｅ ２０２４　 ＩＳＳＮ １００３—７９８５

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｍｏｄｅ
ｓｈａｐｅ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ

Ｚｈｕ Ｌｅｉ１，２ 　 Ｚｈａｎｇ Ｊｉａｎｘｕｎ１，２ 　 Ｓｕｎ Ｈａｉｌｉｎ３

（１Ｂｅｉｊｉｎｇ Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎ Ｃｅｎｔｅｒ ｆｏｒ Ｆｕｔｕｒｅ Ｕｒｂａｎ Ｄｅｓｉｇｎ，
Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，Ｂｅｉｊｉｎｇ １０００４４，Ｃｈｉｎａ）

（２Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ ａｎｄ Ｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，Ｂｅｉｊｉｎｇ １０００４４，Ｃｈｉｎａ）
（３Ｃｈｉｎａ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｇｒｏｕｐ，Ｂｅｉｊｉｎｇ １０００４４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｔｈｅ ｃｈａｌｌｅｎｇｅ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ，ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ， ａｎｄ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｍａｓｓｅｓ，ａｎ ｉｎｎｏｖａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｔｈｅ
Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．
Ｔｈｉｓ ｄｕａｌｍｅｔｈｏｄ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｏｆｆｅｒｓ ａ ｎｏｖｅｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｂｙ ｆｉｒｓｔ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌ，ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｂｙ
ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｔｈｅｓｅ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ ａｒｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｉｎｔｏ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ
ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ． Ｔｈｅ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎｖｏｌｖｅｓ ａ ｍｅｔｉｃｕｌｏｕｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ
ｖａｌｕｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｄｕｒｉｎｇ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｔｈｅ ｓａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｉｓ
ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｃｈｉｅｖｅｓ ａ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｏｆ １０％ ｏｒ ｌｅｓｓ ｉｎ
ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｃｒｏｓｓ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ． Ｔｈｉｓ ａｃｃｕｒａｃｙ ｌｅｖｅｌ ｉｓ ｗｅｌｌ ｗｉｔｈｉｎ
ａｃｃｅｐｔａｂｌｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ． Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
ｆｏｒ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｃａｎ ｂｅ ｅａｓｉｌｙ ａｄｊｕｓｔｅｄ ｔｏ ｍｅｅｔ ｖａｒｉｏｕｓ
ｎｅｅｄｓ． Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｓｉｍｐｌｅ ｉｎ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｗｉｄｅｌｙ
ａｐｐｌｉｃａｂｌｅ，ｅｎａｂｌｅｓ ｔｈｅ ｑｕｉｃｋ ａｎｄ ｐｒｅｃｉｓｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ
ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ ｄｉｖｅｒｓｅ ｂｅａｍ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ．
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ：ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ；ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；
Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ；ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ＤＯＩ：１０． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００３ － ７９８５． ２０２４． ０２． ０１１

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ２０２３１１３０，Ｒｅｖｉｓｅｄ ２０２４０３１１．
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：Ｚｈｕ Ｌｅｉ （１９８０—），ｍａｌｅ，ｄｏｃｔｏｒ，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｚｈｕｌｅｉ＠ ｂｕ
ｃｅａ． ｅｄｕ． ｃｎ．
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ：Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ
（Ｎｏ． ５１７７８０３５）．
Ｃｉｔａｔｉｏｎ：Ｚｈｕ Ｌｅｉ，Ｚｈａｎｇ Ｊｉａｎｘｕｎ，Ｓｕｎ Ｈａｉｌｉｎ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
ｂｅａｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈｅａｓｔ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
（Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ），２０２４，４０（２）：２０３ ２０９． ＤＯＩ：１０． ３９６９ ／ ｊ． ｉｓｓｎ． １００３
－ ７９８５． ２０２４． ０２． ０１１．

Ｂ ｅａｍｓ ｐｌａｙ ａ ｐｉｖｏｔａｌ ｒｏｌｅ ｉｎ ｖａｒｉｏｕｓ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｄｉｓ
ｃｉｐｌｉｎｅｓ，ｓｕｃｈ ａｓ ｃｉｖｉｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ

ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ． Ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｔｈｅｉｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｈｏｌｄｓ ｂｏｔｈ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｃｅ． Ｔｈｅ Ｅｕｌ
ｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｔｈｅｏｒｙ，ａ ｃｏｒｎｅｒｓｔｏｎｅ ｉｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｂｅａｍ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｃａｐｔｕｒｅｓ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ
ｏｆ ｅｌｏｎｇａｔｅｄ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒｇｏｉｎｇ ｓｍａｌｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｎｄ

ｅｘｈｉｂｉｔｉｎｇ ｍｉｎｉｍａｌ ｓｈｅａｒｉｎｇ ｆｏｒｃｅｓ． Ｔｈｉｓ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ｈａｓ
ｆａｃｉｌｉｔａｔｅｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｏｒ ｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ ｏｆ
ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｌｌｅｎｇｅｓ ｆｏｒ ｐａｒｔｉａｌ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌｓ［１ ４］． Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｗｈｅｎ ｉｔ ｃｏｍｅｓ ｔｏ
ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ ｉｎ
ｃｒｅａｓｅｓ，ｎｅｃｅｓｓｉｔａｔｉｎｇ ｔｈｅ ａｄｏｐｔｉｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｐｐｒｏａ
ｃｈｅｓ ｆｏｒ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ． Ｔｈｅｓｅ ｉｎｃｌｕｄｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈ
ｏｄ （ＦＥＭ）［５ ７］，ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄ （ＦＤＭ）［８ ９］，
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ＤＴＥＭ）［１０］，
ａｎｄ ｏｔｈｅｒ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄｓ［１１ １３］．
　 Ｂａｎｅｒｊｅｅ ｅｔ ａｌ． ［１４］ ｄｅｒｉｖｅｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｃｏｎｉｃａｌ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｇｅｎ
ｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｕｓｉｎｇ Ｂｅｓｓｅｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ． Ｌｅｅ ｅｔ
ａｌ． ［１５］ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｍａｔｒｉｘ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ
ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ
ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ． Ｆｕｒｔｈｅｒ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ
ｉｎｃｌｕｄｅ Ｚｈｅｎｇ ｅｔ ａｌ． ［１６］，ｗｈｏ ｌｅｖｅｒａｇｉｎｇ ｔｈｅ ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ａｓｓｅｓｓ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｃｅｍｅｎｔ ｃｏｎ
ｃｒｅｔｅ ｐａｖｅｍｅｎｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｓｌｉｐ
ｅｆｆｅｃｔ ａｔ ｉｎｔｅｒｌａｍｉｎａｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓ． Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ， Ｋａｎｇ ｅｔ
ａｌ． ［１７］ ｅｘａｍｉｎｅｄ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ａｘｉａｌｌｙ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｍｉｃｒｏｂｅａｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ
ｔｏ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ａｎｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄｓ． Ｎｉｕ ｅｔ ａｌ． ［１８］ｍｏｄ
ｅｌｅｄ ｂｅａｍｓ ａｓ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍｓ ｔｏ ｄｅｒｉｖｅ ａｎ
ａｌｙｔｉｃ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｅｌ
ｅｍｅｎｔａｌ ｍｏｄａｌ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ． Ｄｅｓｐｉｔｅ ｔｈｅ ｍｅｒｉｔｓ ｏｆ ｔｈｅｓｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ，ｔｈｅｉｒ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ ｏｆｔｅｎ ｒｅｍａｉｎｓ
ｃｏｎｆｉｎｅｄ ｔｏ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｍｏｄｅｌ ｔｙｐｅｓ． Ａｄｄｒｅｓｓｉｎｇ ｔｈｉｓ ｌｉｍｉｔａ
ｔｉｏｎ，ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓ ａ ｎｏｖｅｌ ｍｅｔｈｏｄｏｌｏｇｙ ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｔｈｅ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｔｈｅｏｒｙ． Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｕｎｉｑｕｅｌｙ
ａｃｃｏｍｍｏｄａｔｅｓ ｇｅｎｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａｃｃｏｕｎｔｓ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｏｎ
ｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｍａｓｓｅｓ． Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ Ｒａｙｌｅｉｇｈｓ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ
Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｆａｃｉｌｉｔａｔｅｓ ｔｈｅ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ． Ｔｈｅ ｖａｌｉｄ
ｉｔｙ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｃｏｎｆｉｒｍｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｗｉｔｈ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｅｘａｍｐｌｅｓ．

１　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄ
１． １ 　 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｅ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ

　 Ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｆｏｃｕｓｅｓ ｏｎ ｒｅｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔ ｆｕｎｄａ



ｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，
ｂｅｆｏｒｅ ａｐｐｌｙｉｎｇ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ，ｉｔ ｉｓ ｉｍｐｅｒａｔｉｖｅ ｔｏ ｆｉｒｓｔ ｏｂ
ｔａｉｎ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ
ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ，ｗｅ ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｆｏｒｍ
ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

φ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ｆｉ（ｘ） （１）

ｗｈｅｒｅ φ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃ
ｔｕｒｅ；ｎ ｓｉｇｎｉｆｉｅｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｉｎｔｏ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ
ｂｅａｍ ｉｓ ｄｉｖｉｄｅｄ；ａ ｉｓ ａ ｒａｎｄｏｍｌｙ ｃｈｏｓｅｎ ｎｕｍｂｅｒ ｄｅｒｉｖｅｄ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ；ｆ ｓｙｍｂｏｌｉｚｅｓ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｅｄ
ｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ．
　 Ｉｔ ｉｓ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ ｔｏ ｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｄｈｅｒｅｎｃｅ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎ ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｓ ｎｏｔ ｒｅｑｕｉｒｅｄ． Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓ，
ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｍａｎｄａｔｅｓ ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔｓ ｔｏ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｏ ｅｎｓｕｒｅ ｃｏｍｐｌｉａｎｃｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉ
ｔｉｏｎｓ．
　 Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

φ ｘ ＝ ｘｉ
＝ ０；φ ＝ （ｘ － ｘｉ）∑

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ｆｉ（ｘ） （２）

　 Ｔｈｅ ｃｌａｍｐｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：
φ ｘ ＝ ｘｉ

＝ ０；φ′ ｘ ＝ ｘｉ
＝ ０；φ ＝ （ｘ － ｘｉ）２∑

ｎ

ｉ ＝ １
ａｉ ｆｉ（ｘ）

（３）
　 Ｔｈｒｏｕｇｈ ｅｘｔｅｎｓｉｖｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｔｉｏｎ，ｉｔ
ｈａｓ ｂｅｅｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｔｈａｔ ａｄｏｐｔｉｎｇ ａ ４ｔｈｄｅｇｒｅｅ ｎｏｒｍａｌ
ｉｚｅｄ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ａｓ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｙｉｅｌｄｓ
ｅｘｃｅｌｌｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｍｏｓｔ ｂｅａｍ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ｍｏｄｅｌｓ．

１． ２　 Ｍｏｄｅｌ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ

　 Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｂｅｇｉｎｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ
ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ ｂｙ ｓｅｇｍｅｎｔｉｎｇ ｉｔ ｉｎｔｏ ｓｅｖｅｒａｌ ｅｑｕａｌｌｅｎｇｔｈ
ｐｏｒｔｉｏｎｓ，ｅａｃｈ ｐｏｓｓｅｓｓｉｎｇ ｕｎｉｆｏｒｍ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ． Ｔｈｉｓ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎｖｏｌｖｅｓ ｄｅｒｉｖｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ，ｓｕｃｈ ａｓ ｌｉｎｅ ｄｅｎ
ｓｉｔｙ ａｎｄ ｂｅｎｄｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ，ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｖａｌｕｅｓ
ａｔ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｂｅａｍ ｓｅｇｍｅｎｔ． Ｆｕｒ
ｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ａｌｌ ｎｏｄｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ ａｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．

１． ３　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

　 Ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｆｒｅ
ｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｈｉｌｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｍａｓｓ ｃｏｎ
ｃｅｎｔｒａｔｉｏｎ ｅｆｆｅｃｔｓ． Ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｃａｌｃｕｌａｔｅｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ
ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌ．

Ｔｍａｘ ＝
１
２ ω

２∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍｉΦｘｉＬｉ ＋∑ω２ＭｉΦ２ｘｉ （４）

Ｖｍａｘ ＝
１
２∑

ｎ

ｉ ＝ １
ＥＩｉ（Φ″ｘｉ）２Ｌｉ （５）

ｗｈｅｒｅ Ｔｍａｘ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｍａｘｉｍｕｍ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎ
ｅｒｇｙ；ω ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ；
ｍｉ ｉｓ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｈ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ；Φｘｉ ｒｅｐｒｅ
ｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｈ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ；Ｌｉ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ
ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｈ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ；Ｍｉ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｉｔｈ ｃｏｎ
ｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｍａｓｓ；Ｖｍａｘ ｉｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍ；Ｅ ｉｓ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ；Ｉｉ ｒｅｐｒｅ
ｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｈ ｂｅａｍ ｓｅｃｔｉｏｎ．
　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｃａｎ ｂｅ ｄｅｔｅｒ
ｍｉｎｅｄ ｆｒｏｍ Ｅｑｓ．（４）ａｎｄ （５）ａｂｏｖｅ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ：

ω２ ＝
∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｍｉΦｘｉＬｉ ＋∑ＭｉΦ２ｘｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＥＩｉ（Φ″ｘｉ）２Ｌｉ

（６）

１． ４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉａ

　 Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ａ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｃａｎ ｂｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｃｈｏｓｅｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒｍ，ｗｈｉｃｈ ｍｉｇｈｔ ｎｏｔ ａｌｗａｙｓ ｍｅｅｔ ｔｈｅ
ｄｅｓｉｒｅｄ ａｃｃｕｒａｃｙ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ． Ｃｏｎｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，ｃｏｎｖｅｒ
ｇｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｍｕｓｔ ｂｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． Ｌｅｖｅｒａｇｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉ
ｐｌｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈ ｔｙｐｉｃａｌｌｙ ｙｉｅｌｄｓ ｒｅ
ｓｕｌｔｓ ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，ｗｅ
ｉｍｐｌｅｍｅｎｔ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ
ＭＡＴＬＡＢ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ：
　 １）Ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅ
ｑｕｅｎｃｙ ａｓ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ａｎｄ ｄｅｆｉｎｅ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ａｓ ｔｈｅ
ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，ｄｉｖｉｄｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ
ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ．
　 ２）Ｃａｌｃｕｌａｔｅ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ
ｔｉｍｅ，ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎ
ｃｙ，ａｎｄ ｒｅｃｏｒｄ ｔｈｅ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ．
　 ３）Ｒｅｃａｌｃｕｌａｔｅ ａｎｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ． Ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｉｓ ｎｅｗ ｖａｌｕｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ． Ｉｆ
ｔｈｅ ｎｅｗ ｒｅｓｕｌｔ ｉｓ ｌｏｗｅｒ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｃｕｒｒｅｎｔ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ，ａｄｏｐｔ
ｔｈｉｓ ｎｅｗ ｆｉｇｕｒｅ ａｓ ｔｈｅ ｕｐｄａｔｅｄ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｄａ
ｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，ｒｅｃｏｒｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ，
ａｎｄ ｐｒｏｃｅｅｄ ｗｉｔｈ ａｎｏｔｈｅｒ ｒｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ． Ｉｆ ｔｈｅ ｎｅｗ ｆｒｅ
ｑｕｅｎｃｙ ｅｘｃｅｅｄｓ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｂｕｔ ｒｅｍａｉｎｓ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ
ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｄ ｂｙ （１ ＋ ｃｏｎｖｅｒ
ｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ），ａｃｃｅｐｔ ｔｈｉｓ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ａｓ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｖｅ ｆｕｎ
ｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ａｓ ｔｈｅ
ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ． Ｉｎ ｓｃｅｎａｒｉｏｓ ｎｏｔ ｃｏｖｅｒｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ａｂｏｖｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｉｎｉｔｉａｔｅ ａｎｏｔｈｅｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｃｙｃｌｅ．
２　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

　 Ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ａｉｍｓ ｔｏ ｖａｌｉｄａｔｅ ｏｕｒ ｍｅｔｈｏｄ ｂｙ ｅｘａｍｉｎｉｎｇ
ｔｈｒｅｅ ｄｉｓｔｉｎｃｔ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌｓ：ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ
ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ，ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃ

４０２ Ｚｈｕ Ｌｅｉ，Ｚｈａｎｇ Ｊｉａｎｘｕｎ，ａｎｄ Ｓｕｎ Ｈａｉｌｉｎ　



ｔｉｏｎｓ，ａｎｄ ｍｕｌｔｉｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｍａｓ
ｓｅｓ． Ｔｈｅｓｅ ｍｏｄｅｌｓ ａｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
ｅｘａｍｐｌｅｓ． Ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｏｕｒ ａｐｐｒｏａｃｈ，ｗｅ
ｊｕｘｔａｐｏｓｅ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ｆｒｏｍ ｏｕｒ ｍｅｔｈｏｄ ａｇａｉｎｓｔ
ｔｈｏｓｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｆｉ
ｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｒｅｓｕｌｔｓ．

２． １　 Ｕｎｉｆｏｒｍ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｅｑｕａｌ ｓｅｃｔｉｏｎ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ，ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ０． １ ｍ × ０． １ ｍ ａｎｄ ａ ｓｐａｎ ｌｅｎｇｔｈ
ｏｆ １ ｍ ｉｓ ｅｘａｍｉｎｅｄ． Ｔｈｉｓ ｂｅａｍ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｆｒｏｍ ｓｔｅｅｌ，
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ａｎ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ （Ｅ）ｏｆ ２０６ ＧＰａ ａｎｄ
ａ ｄｅｎｓｉｔｙ （ρ）ｏｆ ７ ８５０ ｋｇ ／ ｍ３ ． Ｔｗｏ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ａｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ：ｏｎｅ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｓ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ａｔ ｂｏｔｈ ｅｎｄｓ （ＳＳ）ａｎｄ ａｎｏｔｈｅｒ ｗｈｅｒｅ ｉｔ ｉｓ ｃｌａｍｐｅｄ ａｔ
ｏｎｅ ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ ｆｒｅｅ ａｔ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ （ＣＦ）．
　 Ｔｏ ａｓｓｅｓｓ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｏｕｒ ｍｅｔｈｏｄ，ｗｅ ｃｏｍｐａｒｅ ｔｈｅ
ｒｅｓｅａｒｃｈ ｒｅｓｕｌｔｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ａｎｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｅｓ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙ
ｓｉｓ，ｗｅ ｕｔｉｌｉｚｅ ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ ｐｌａｔｆｏｒｍ，ｅｍｐｌｏ
ｙｉｎｇ ａ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ５０ ｓｅｇｍｅｎｔｓ，
ｗｉｔｈ Ｂｅａｍ１８８ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ． Ａ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ
ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． １．

Ｆｉｇ． １　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｑｕａｌ ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

　 Ｉｎ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ，ａ ｃｏｎ
ｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ １％ ｉｓ ｕｓｅｄ． Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ ｉｓ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｉｎｔｏ １００ ｅｑｕａｌｌｙ ｌｏｎｇ ｍｉｃｒｏｅｌｅｍｅｎｔ ｓｅｇｍｅｎｔｓ
ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｒｅｆｅｒ
ｅｎｃｅｄ ｆｒｏｍ ｐｒｉｏｒ ｒｅｓｅａｒｃｈ［１９］． Ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎ
ｃｉｅｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ ｈａｖｅ
ｂｅｅｎ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ａｓ ２２８． ８８ ａｎｄ ８１． ５３ Ｈｚ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，
ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ＦＥＭ ｙｉｅｌｄｓ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ２２５． １５ ａｎｄ ８０． ９０ Ｈｚ，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒａｂｌｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｌｉｓｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅｓ １
ａｎｄ ２．
　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ，ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ｆｏｕｎｄ ｔｏ ｂｅ
４． ９３％，ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅａｃｈｅｄ ６． ６７％ ． Ｗｈｅｎ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ
ａｖｅｒａｇｅ ｏｕｔｃｏｍｅｓ ｏｆ １０ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｓｅ ｅｒｒｏｒｓ ｗｅｒｅ ｒｅ
ｄｕｃｅｄ ｔｏ １． ８４％ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ ａｎｄ
３． ５２％ ｉｎ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ． Ｒｅｇａｒｄ
ｉｎｇ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ，ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｒｅｌａ
ｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ １． ９４％，ｗｉｔｈ ａ ｓｌｉｇｈｔ
ｌｙ ｌｅｓｓｅｒ ｅｒｒｏｒ ｏｆ １． ７４％ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ １０ ｃａｌ
ｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ０． ９５％，ｗｈｉｌｅ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ
ｂｅａｍｓ ｏｆ ｅｑｕａｌ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅｓ

Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｃｙｃｌｅｓ

１ ２４０． １７ ４． ９３ ６． ６７ ２８０
２ ２３９． ２４ ４． ５３ ６． ２６ ２５６
３ ２２９． ９７ ０． ４８ ２． １４ ３５４
４ ２３０． １６ ０． ５６ ２． ２３ ３２３
５ ２３２． ０２ １． ３７ ３． ０５ ３２９
６ ２３０． ４３ ０． ６８ ２． ３５ ３１９
７ ２２９． ３６ ０． ２１ １． ８７ ３６４
８ ２３６． ００ ３． １１ ４． ８２ ３１４
９ ２２９． ３４ ０． ２０ １． ８６ ２７４
１０ ２３４． １５ ２． ３０ ４． ００ ２３０

Ａｖｅｒａｇｅ ２３３． ０８ １． ８４ ３． ５２ ３０４
Ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ０． ０１８ ０． ９７６ ０． ５１９ ０． １４２

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ
ｗｉｔｈ ｅｑｕａｌ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅｓ

Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｃｙｃｌｅｓ

１ ８０． ３１ － １． ５０ － ０． ７３ ７ ５１１
２ ８１． ８１ ０． ３４ １． １２ １ ９３５
３ ８０． ０６ － １． ８０ － １． ０４ １１ ７０３
４ ８０． ９５ － ０． ７１ ０． ０６ ９ ８２４
５ ８０． ２６ － １． ５６ － ０． ７９ １７ ８３１
６ ８１． ０３ － ０． ６１ ０． １６ ６ ８８４
７ ８２． ３１ ０． ９６ １． ７４ ８１４
８ ７９． ９５ － １． ９４ － １． １７ ２２ ８２８
９ ８０． ３６ － １． ４４ － ０． ６７ １７ ２５０
１０ ８０． ５４ － １． ２１ － ０． ４４ ８ ４７３

Ａｖｅｒａｇｅ ８０． ７５ － ０． ９５ － ０． １８ １０ ５０５
Ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ０． ０１０ － １． ００６ － ５． ４４０ ０． ６７０

ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗａｓ ０． １８％ ．
Ｔｈｅｓｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｃｏｎｆｉｒｍ ｔｈａｔ ｏｕｒ ｍｅｔｈｏｄ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｔｈｅ ｓｔｒｉｎｇｅｎｔ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ｔｙｐｉｃａｌ ｏｆ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ． Ａｎ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｖａｒｉａ
ｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （０． ０１８ ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｙ
ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ０． ０１０ ｆｏｒ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ）ｒｅｖｅａｌｓ
ａ ｃｏｍｍｅｎｄａｂｌｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ． Ａｌ
ｔｈｏｕｇｈ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｖａｌｕｅｓ ａｒｅ ｍｉｎｉｍａｌ，ｒｅｎｄｅｒｉｎｇ
ｔｈｅｉｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｌｅｓｓ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｖｅ，ｉｔ ｉｓ ｎｏｔｅｗｏｒ
ｔｈｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｅｘｈｉｂｉｔｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｂｌｅ ｖａｒｉａｂｉｌｉｔｙ，ｗｉｔｈ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ
０． １４２ ｆｏｒ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍｓ ａｎｄ ０． ６７０ ｆｏｒ ｃａｎｔｉｌｅ
ｖｅｒ ｂｅａｍｓ． Ｔｈｉｓ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｔｏｔａｌ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｏｒｔ ｒｅｑｕｉｒｅｄ． Ｄｅｓｐｉｔｅ ｔｈｅｓｅ ｖａｒｉａ
ｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｉｓ ｈｉｇｈｌｉｇｈｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｒｅｍａｒｋ
ａｂｌｙ ｓｈｏｒｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ，ｗｉｔｈ ｅａｃｈ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｃｌｕ
ｄｉｎｇ ｉｎ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ １０ ｓ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅ ｐｒａｃｔｉｃｅ ｏｆ ｃｏｎ
ｄｕｃｔｉｎｇ ｒｅｐｅａｔｅｄ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｐｒｏｖｅｎ ｔｏ ｓｉｇｎｉｆｉ
ｃａｎｔｌｙ ｉｍｐｒｏｖｅ ａｃｃｕｒａｃｙ．

２． ２　 Ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ａｎａｌｙｓｉｓ，ｗｅ ｅｘｐｌｏｒｅ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａ

５０２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ爥



ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｓｐａｎｓ ３ ｍ． Ｔｈｉｓ ｂｅａｍ ｅｘｈｉｂｉｔｓ
ａ ｌｉｎｅａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｉｎ ｈｅｉｇｈｔ ａｌｏｎｇ ｉｔｓ ａｘｉｓ，ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｉｎｇ
ｆｒｏｍ ａ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ０． ２ ｍ × ０． ２ ｍ ａｔ ｏｎｅ
ｅｎｄ ｔｏ ａ ｆｌａｔ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ０． ２ ｍ × ０ ｍ ａｔ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ
ｅｎｄ． Ｔｈｅ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｒｅ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｏｓｅ
ｕｓｅｄ ｉｎ ｏｕｒ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ
ｂｅａｍ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ａｒｅ ａｓ ｆｏｌ
ｌｏｗｓ：ｏｎｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ，ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｒｏｓｓ
ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｓ ｌｏｃａｔｅｄ，ｉｓ ｆｉｘｅｄ，ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｏｐｐｏｓｉｔｅ ｅｎｄ，ｆｅａ
ｔｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｆｌａｔ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｉｓ ｌｅｆｔ ｆｒｅｅ．
　 Ｒｅｇａｒｄｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎ ＡＮＳＹＳ Ｗｏｒｋ
ｂｅｎｃｈ，ｓｏｌｉｄ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ａ ｃｅｌｌ ｓｉｚｅ ｏｆ ０． ０３ ｍ ａｒｅ
ｕｓｅｄ． Ｔｈｅ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｅｌｅｍｅｎｔ ｃｅｌｌ ｔｙｐｅ ｉｓ Ｓｏｌｉｄ１８６，ａ ｈｉｇｈ
ｏｒｄｅｒ ３Ｄ ２０ｎｏｄｅ ｈｅｘａｈｅｄｒａｌ ｓｏｌｉｄ ｅｌｅｍｅｎｔ ｋｎｏｗｎ ｆｏｒ ｉｔｓ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ． Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄ
ｅｌ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ，ｔｈｅ ｃｈｏｉｃｅ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ ｅｌ
ｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ａｆｆｅｃｔ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｃｏｍ
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ． Ａ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅ
ｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ２．

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ

　 Ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｓｏｌｕ
ｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ，ｗｅ ｓｅｔ ａ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ １％ ． Ｔｈｅ
ｏｒｉｇｉｎａｌ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｉｎｔｏ １００ ｅｑｕａｌｌｙ ｌｏｎｇ
ｍｉｃｒｏｅｌｅｍｅｎｔ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ． Ｔｈｅ ｔｈｅｏ
ｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｄ ｆｒｏｍ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ［１４］，ｉｎ
ｄｉｃａｔｅｓ ａ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ２７． ３９ Ｈｚ． Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ ｏｕｒ ＦＥＭ，ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｓ ２７． ３８ Ｈｚ．
Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｌｉｓｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ ３．

Ｔａｂｌｅ ３ 　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓ
ｓｅｃｔｉｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅｓ

Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｃｙｃｌｅｓ

１ ２７． ３１ － ０． ２９ － ０． ２６ ５４
２ ２７． ８４ １． ６４ １． ６８ ２３
３ ２７． ３０ － ０． ３３ － ０． ２９ ２４
４ ２７． ３６ － ０． １１ － ０． ０７ ２０
５ ２７． ３８ － ０． ０４ ０． ００ ２９
６ ２７． ３１ － ０． ２９ － ０． ２６ ３０
７ ２７． ７３ １． ２４ １． ２８ １６
８ ２７． ５８ ０． ６９ ０． ７３ ２０
９ ２７． ３７ － ０． ０７ － ０． ０４ ４８
１０ ２７． ５９ ０． ７３ ０． ７７ ５９

Ａｖｅｒａｇｅ ２７． ４７ ０． ３２ ０． ３５ ３２
Ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ０． ００７ 　 ２． ２３７ 　 ２． ０１１ ０． ４８１

　 Ｉｎ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ，ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ １． ６４％，

ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ １． ６８％ ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅ ｅｒｒｏｒ ａｃｒｏｓｓ
１０ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ，ｗｈｅｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕ
ｔｉｏｎ，ｉｓ ０． ３２％，ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅ
ｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｓ ０． ３５％ ． Ｇｉｖｅｎ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍａｌ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
ａｎｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｓ ｎｏｔ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｖｅ． Ｔｈｅｓｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｕｎｄｅｒｓｃｏｒｅ ｔｈｅ ｒｏｂｕｓｔ ａｐｐｌｉｃａ
ｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｆｏｒ ａｎａｌｙｚｉｎｇ ｖａｒｉａｂｌｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌｓ．

２． ３　 ＮＲＥＬ ５ＭＷ ｗｉｎｄ ｔｕｒｂｉｎｅ ｔｏｗｅｒ

　 Ｔｈｅ ＵＳ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｎｅｗａｂｌｅ Ｅｎｅｒｇｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ
（ＮＲＥＬ）５ＭＷ ｗｉｎｄ ｔｕｒｂｉｎｅ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ａ ｃｏｒｎｅｒｓｔｏｎｅ ｉｎ
ｖａｒｉｏｕｓ ａｃａｄｅｍｉｃ ｓｔｕｄｉｅｓ，ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇ ａ ｓｔａｎｄａｒｄ ｔｈｒｅｅ
ｂｌａｄｅ， ｕｐｗｉｎｄ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｘｉｓ ｗｉｎｄ ｔｕｒｂｉｎｅ［２０］． Ｔｈｉｓ
ｍｏｄｅｌｓ ｄｅｓｉｇｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ａｓ ｏｕｔｌｉｎｅｄ ｂｙ ＮＲＥＬ，ｏｆｆｅｒ ａ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｆｏｒ ｄｅｔａｉｌｅｄ ａｎａｌｙｓｅｓ．
　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ ｃｏｎｔｉｎｕｅ ｔｏ ｌｅｖｅｒａｇｅ ｔｈｅ ＡＮＳＹＳ
Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｐｕｒｐｏｓｅｓ． Ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ，ｔｈｅ ｔｏｗｅｒ ｉｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ ａｎ ｉｓｏｓｃｅｌｅｓ
ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｕｎｉｆｏｒｍ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｄｉａｍｅｔｅｒ ａｎｄ
ｗａｌｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｂａｓｅ ｔｏ ｔｈｅ ｔｏｐ． Ｆｏｒ ｔｈｅ ｓａｋｅ ｏｆ
ｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｔｈｅ ｍａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ａｎｄ ｔｈｅ ｈｕｂ ｉｓ ｃｏｎｃｅｎ
ｔｒａｔｅｄ ａｔ ａ ｓｉｎｇｌｅ ｐｏｉｎｔ，ｎｅｇｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅｉｒ
ｍａｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｈｕｂ，ｌｏｃａｔｅｄ ２． ３４ ｍ ａｂｏｖｅ ｔｈｅ
ｔｏｗｅｒ ａｎｄ ９０ ｍ ａｂｏｖｅ ｇｒｏｕｎｄ ｌｅｖｅｌ，ｉｓ ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｄ ｅｃｃｅｎ
ｔｒｉｃａｌｌｙ，５ ｍ ａｈｅａｄ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｗｅｒ． Ｔｏ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｒｅｐｌｉｃａｔｅ
ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ｔｈｅ
ｔｏｗｅｒ ｉｓ ｍｏｄｅｌｅｄ ｕｓｉｎｇ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔｓ，ｓｅｇｍｅｎｔｅｄ ｉｎｔｏ
５０ ｅｑｕａｌｌｅｎｇｔｈ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ａ ｂｅａｍ ｅｌｅｍｅｎｔ ｔｙｐｅ
Ｂｅａｍ１８８． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ
ｓｈａｐｅ ｉｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ． ３．

Ｆｉｇ． ３　 ＮＲＥＬ ５ＭＷ ｗｉｎｄ ｔｕｒｂｉｎｅ ｔｏｗｅｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｈａｐｅ

　 Ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｏｇｒａｍ ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｓ
ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｂｙ ｉｇｎｏｒｉｎｇ ｔｈｅ ｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｏｗｅｒ ｔｏｐ
ｍａｓｓ ａｎｄ ｓｅｔｔｉｎｇ ａ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ １％ ． Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ
ｔｏｗｅｒ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｉｎｔｏ １００ ｅｑｕａｌｌｅｎｇｔｈ ｍｉｃｒｏｅｌｅ
ｍｅｎｔ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ． Ｔｈｅ ｆｕｎｄａ
ｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｉｓ ０． ３２４ Ｈｚ，ａｎｄ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅ

６０２ Ｚｈｕ Ｌｅｉ，Ｚｈａｎｇ Ｊｉａｎｘｕｎ，ａｎｄ Ｓｕｎ Ｈａｉｌｉｎ　



ｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ＦＥＭ ａｒｅ ０． ３２０ Ｈｚ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ
ｌｉｓｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ ４．

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＮＲＥＬ ５ＭＷ ｗｉｎｄ ｔｏｗｅｒ ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｔｉｍｅｓ

Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｅｒｒｏｒ ｗｉｔｈ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ／ ％

Ｃｙｃｌｅｓ

１ ０． ３３５ ３． ４０ ４． ６９ ６１９
２ ０． ３３９ ４． ６３ ５． ９４ １１３
３ ０． ３３７ ４． ０１ ５． ３１ １８２
４ ０． ３３６ ３． ７０ ５． ００ ９９
５ ０． ３３４ ３． ０９ ４． ３８ １６６
６ ０． ３３７ ４． ０１ ５． ３１ １２０
７ ０． ３３６ ３． ７０ ５． ００ １４８
８ ０． ３３２ ２． ４７ ３． ７５ １ ５７９
９ ０． ３３２ ２． ４７ ３． ７５ ４１１
１０ ０． ３３５ ３． ４０ ４． ６９ ４６２

Ａｖｅｒａｇｅ ０． ３３５ ３． ４９ ４． ７８ ３８９
Ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ０． ００７ ０． １９６ ０． １４５ １． １６５

　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｉｎ ｔｈｅ ＮＲＥＬ ５ＭＷ ｔｏｗｅｒ ｍｏｄｅｌ
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｖａｌｕｅ ｉｓ ４ ． ６３％ ａｎｄ ５ ． ９４％
ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ａｖｅｒａ
ｇｉｎｇ ｔｈｅ ｏｕｔｃｏｍｅｓ ｏｆ １０ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ ｙｉｅｌｄｓ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ
３ ． ４９％ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ４ ． ７８％
ｗｈｅｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ． Ｔｈｅｓｅ ｆｉｇｕｒｅｓ，ｐｒｅｓｅｎ
ｔｅｄ ｉｎ Ｔａｂｌｅ ４，ｈｉｇｈｌｉｇｈｔ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｒｏｂｕｓｔ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｅｓｐｉｔｅ ｔｈｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｖａｒｉａｂｉｌｉｔｙ ｉｎ
ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｒｅｑｕｉｒｅｄ，ａｓ ｉｎｄｉｃａｔｅｄ ｂｙ ａ ｖａｒｉ
ａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ １ ． １６５ ． Ｔｈｉｓ ｖａｒｉａｂｉｌｉｔｙ ｓｕｇｇｅｓｔｓ ｓｉｇ
ｎｉｆｉｃａｎｔ ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｏｒｔ ｄｅ
ｍａｎｄｅｄ ｂｙ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ． Ｎｏｎｅｔｈｅｌｅｓｓ，ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｈｉｇｈ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｅｎｓｕｒｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｔｉｍｅ ｃｏｓｔ ｒｅｍａｉｎｓ ｓｉｍｉ
ｌａｒ． Ｓｕｃｈ ｆｉｎｄｉｎｇｓ ｕｎｄｅｒｓｃｏｒｅ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｓｔｒｏｎｇ ａｐｐｌｉ
ｃａｂｉｌｉｔｙ ｔｏ ａｃｔｕａｌ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｃｏｍｐｌｅｘ ｇｅ
ｏｍｅｔｒｙ．

３　 Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ
３． １　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ

　 Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ｐｒｉｍａｒｉｌｙ ｉｍｐａｃｔｓ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｃｏｍ
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｇｒａｍ． Ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｊｕｄｇｍｅｎｔ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｏｕｔｌｉｎｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａ
ｐｅｒ，ｔｈｅ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔ ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａ
ｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｓ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｌｏｗ． Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｆ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒ
ｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏｏ ｌｏｏｓｅｌｙ，ｉｔ ｍｉｇｈｔ ｌｅａｄ ｔｏ ｓｉｔｕａｔｉｏｎｓ
ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ｍｅｅｔ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉａ ｂｕｔ
ｓｔｉｌｌ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｄｅｖｉａｔｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅ
ｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ． Ｓｕｃｈ ｉｎｃｏｒｒｅｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｍｏｒｅ
ｌｉｋｅｌｙ ｔｏ ａｒｉｓｅ ｉｎ ｔｈｅ ｅａｒｌｙ ｓｔａｇｅｓ ｏｆ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ，ｌｅａｄｉｎｇ
ｔｏ ｓｕｂｓｔａｎｔｉａｌ ｄｉｓｃｒｅｐａｎｃｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ． Ｂｙ ｅｉｔｈｅｒ ｃｏｎ
ｄｕｃｔｉｎｇ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｒ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｒｉｎｇｅｎｃｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉａ，ｔｈｅ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｏｆ ｔｈｅｓｅ ｄｉｓｔｏｒ
ｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｇｒｅａｔｌｙ ｍｉｎｉｍｉｚｅｄ．
　 Ｏｎ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｈａｎｄ，ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｍａｒｇｉｎａｌ ｅｆｆｅｃｔ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ．
Ｓｅｔｔｉｎｇ ｅｘｃｅｓｓｉｖｅｌｙ ｓｔｒｉｃｔ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔｓ ｗｉｌｌ ｓｉｇｎｉｆｉ

ｃａｎｔｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｐｒｏｇｒａｍ ｔｏ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｉｔｓ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｉｓ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｉｎ
ｃｒｅａｓｅｓ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ ｂｕｔ ａｌｓｏ ｙｉｅｌｄｓ ｍｉｎｉｍａｌ
ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ａｃｃｕｒａｃｙ． Ｉｎ ｐｒａｃｔｉｃｅ，ｓｅｔｔｉｎｇ ａ ｃｏｎ
ｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ｏｆ １％ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｆｏｕｎｄ ｔｏ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｂａｌ
ａｎｃｅ ｔｈｅ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ
ｔｉｍｅ．

３． ２　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎ
ｂｅａｍｓ

　 Ｔｈｅ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｎｔｏ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｉｎ
ｆｌｕｅｎｃｅｓ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅ
ｑｕｅｎｃｙ，ωＢ，ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄｓ
ｒｅｌｉａｎｃｅ ｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｄａｔａ
ｐｏｓｅｓ ｉｎｈｅｒｅｎｔ ｌｉｍｉｔａｔｉｏｎｓ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ
ｉｎ ＭＡＴＬＡＢ． Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ
ｏｒｄｅｒ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｍｏｄｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｔ ｔｈｅ ｍｏｓｔ
ｍａｒｇｉｎａｌ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｅｎｄｓ ｃａｎ ｂｅ ｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇ． Ａ
ｓｍａｌｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎ ｄｉｖｉｓｉｏｎｓ ｃａｎ ｍａｇｎｉｆｙ ｔｈｉｓ ｉｍｐａｃｔ
ａｎｄ ｄｉｓｔｏｒｔ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ
ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｈｅｌｐｓ ｍｉｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ，ｏｆｆｅｒｉｎｇ ａ
ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｕｂｓｔａｎｔｉａｌｌｙ ｒａｉｓｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕ
ｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｓｔ． Ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｇｒａｍｓ ｅｘｅｃｕｔｉｏｎ ｔｉｍｅ，
ｔｈｅ ｐｒｏｇｒａｍ ｒｅｑｕｉｒｅｓ ｍｉｎｉｍａｌ ｔｉｍｅ ｔｏ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ａ ｓｉｎｇｌｅ
ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ． Ｄｉｖｉｄｉｎｇ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｉｎｔｏ １００ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｉｓ ｇｅｎｅｒ
ａｌｌｙ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｔｏ ｍｅｅｔ ｍｏｓｔ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ． Ｈｏｗ
ｅｖｅｒ，ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｂｙ ａｎ ｏｒｄｅｒ ｏｆ
ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｈａｓ ａ ｍｉｎｉｍａｌ ｉｍｐａｃｔ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｏｇｒａｍｓ ｅｘｅｃｕ
ｔｉｏｎ ｔｉｍｅ．

３． ３　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｓｅｌｅｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ

　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ，ｗｅ ｏｐｅｒａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ａ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ，
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｉｇｈｅｓｔ ｏｒｄｅｒ ｔｅｒｍ ｂｅｉｎｇ ４． Ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｄｅｆｉ
ｎｉｎｇ ｔｈｉｓ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ａｒｅ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｔｏ ｆａｌｌ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｉｎ
ｔｅｒｖａｌ ［－ １，１］，ｅｎｓｕｒｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅｙ ｒｅｍａｉｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ．
Ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｔｈｒｏｕｇｈ
ｐｏｗｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｅｎｓｕｒｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｃｃｕｒａｃｙ ｒｅ
ｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｍｅｔ ｗｈｉｌｅ ｍａｉｎｔａｉｎｉｎｇ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｃｙ． Ｗｈｅｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｏ ｏｔｈｅｒ ｃｏｍｍｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｏｆ ｆｉｔ
ｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｏｓｅ ｕｔｉｌｉｚｉｎｇ ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｓｅｒｉｅｓ，
ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｓｅｒｉｅｓ ａｐｐｒｏａｃｈ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓ ｓｕｐｅ
ｒｉｏｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ．

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

　 １）Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ，ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｏｆ ｂｅａｍ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ． Ｔｈｉｓ ｉｎｎｏｖａｔｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｃｏｍｂｉｎｅｓ
ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ｍｅｔｈｏｄ．
　 ２）Ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｕｔｌｉｎｅｄ ｉｓ ｓｔｒａｉｇｈｔｆｏｒｗａｒｄ ａｎｄ ｕｓｅｒ
ｆｒｉｅｎｄｌｙ，ｂｏａｓｔｉｎｇ ｂｒｏａｄ ａｐｐｌｉｃａｂｉｌｉｔｙ． Ｉｔ ｏｆｆｅｒｓ ｒａｐｉｄ ａｎｄ
ｐｒｅｃｉｓｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｂｅａｍｓ，
ｗｈｅｔｈｅｒ ｔｈｅｙ ｈａｖｅ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｒ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ．

７０２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ爥



Ｎｏｔａｂｌｙ，ｉｔ ａｃｈｉｅｖｅｓ ｔｈｉｓ ｗｈｉｌｅ ｍａｉｎｔａｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ
ｅｒｒｏｒ ｒａｔｅ ｂｅｌｏｗ １０％，ａ ｌｅｖｅｌ ｏｆ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｈａｔ ｍｅｅｔｓ ｔｈｅ
ｓｔｒｉｎｇｅｎｔ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．
　 ３）Ｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ ｄｅｌｖｅｓ ｉｎｔｏ ａ ｄｅｔａｉｌｅｄ ｅｘａｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｒｅｓｕｌｔｓ ａｃｒｏｓｓ ｖａｒｉｏｕｓ ｃａｓｅｓ，ｓｈｅｄｄｉｎｇ ｌｉｇｈｔ ｏｎ ｈｏｗ ｐａ
ｒａｍｅｔｅｒｓ ｓｕｃｈ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｌｉｍｉｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕ
ｔａｔｉｏｎａｌ ｔｉｍｅ ｒｅｑｕｉｒｅｄ． Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｉｔ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ｅｘｔｅｎ
ｓｉｖｅ ｉｎｓｉｇｈｔｓ ｉｎｔｏ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｏｕｔｌｉｎｉｎｇ ｔｈｅｉｒ
ｖａｌｕｅ ｒａｎｇｅｓ ａｎｄ ｈｏｗ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｆｏｒｍ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
［１］Ｒａｏ Ｃ Ｋ，Ｍｉｒｚａ Ｓ． Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｌｙ ｒｅ
ｓｔｒａｉｎｅｄ ｂｅａｍｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ＆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，１９８９，
１３０（３）：４５３ ４６５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ００２２４６０Ｘ（８９）
９００６９２．

［２］Ｐｉｃｃａｒｄｏ Ｇ，Ｔｕｂｉｎｏ Ｆ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ＥｕｌｅｒＢｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍｓ ｔｏ ｒｅｓｏｎａｎｔ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｍｏｖｉｎｇ ｌｏａｄｓ［Ｊ］．
Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ＆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１２，４４（５）：６８１
７０４． ＤＯＩ：１０． １２９８９ ／ ｓｅｍ． ２０１２． ４４． ５． ６８１．

［３］Ｂｏｋａｉａｎ Ａ． Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｍｐｒｅｓ
ｓｉｖｅ ａｘｉａｌ ｌｏａｄｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，
１９８８，１２６（１）：４９ ６５． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ００２２４６０Ｘ（８８）
９０３９７５．

［４］Ｌｉ Ｓ，Ｘｉｅ Ｌ Ｌ，Ｂａｏ Ｙ Ｑ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｖａｒｉａｂｌｅ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｄｉｒｅｃｔ ｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ［Ｊ］． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅ
ｃｈａｎｉｃｓ，２００９，２６（２）：２２６ ２３１． ＤＯＩ：１０． １１０９ ／ ＣＬＥＯＥ
ＥＱＥＣ． ２００９． ５１９４６９７． （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［５］Ｓｈａｈｂａ Ａ，Ｒａｊａｓｅｋａｒａｎ Ｓ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ
ｔａｐｅｒｅｄ ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ ｂｅａｍｓ ｍａｄｅ ｏｆ ａｘｉａｌｌｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ
ｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，
２０１２，３６（７）：３０９４ ３１１１． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ａｐｍ． ２０１１．
０９． ０７３．

［６］?ｚｄｅｍｉｒ ?，Ｋａｙａ Ｍ Ｏ． Ｆｌａｐｗｉｓｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌ
ｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｒｏｔａｔｉｎｇ ｔａｐｅｒｅｄ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ ｂｅａｍ
ｂｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ＆
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２００６，２８９（１ ／ ２）：４１３ ４２０． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ．
ｊｓｖ． ２００５． ０１． ０５５．

［７］爦ｉｍ爧ｅｋ Ｍ，Ｋｏｃａｔüｒｋ爧 Ｔ，Ａｋｂａ 爦． Ｓｔａｔｉｃ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ａ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍｉｃｒｏｓｃａｌｅ Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ ｂｅａｍ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃ
ｔｕｒｅｓ，２０１３，９５：７４０ ７４７． ＤＯＩ：１０． １０１６ ／ ｊ． ｃｏｍｐｓｔｒｕｃｔ．
２０１２． ０８． ０３６．
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基于蒙特卡洛法的ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁基频和振型求解方法
祝　 磊１，２ 　 张建勋１，２ 　 孙海林３

（１北京建筑大学北京未来城市设计高精尖创新中心，北京１０００４４）
（２北京建筑大学土木与交通工程学院，北京１０００４４）
（３中国建筑设计研究院有限公司，北京１０００４４）

摘要：将Ｒａｙｌｅｉｇｈ法和蒙特卡洛法相结合，在ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论假设下求解了均匀梁、变截面梁和附带
集中质量的变截面梁自由振动问题．对原本连续的梁结构模型进行离散化处理，利用蒙特卡洛法给出梁结
构的假设振型．将假设得到的梁结构振型函数代入Ｒａｙｌｅｉｇｈ法，多次计算过程中，将历次基频所得值与计算
所得最小值进行比较，根据其相对误差判断是否满足收敛条件，进而求得基频及对应的振型．结果表明，不
同计算模型中基频最大误差不超过１０％，能够满足工程需求，且精度和时间的控制参数调整灵活，使用者可
根据自身需要自行调节．该方法理论简明，适用范围广泛，能够快速准确地求解诸多类型的梁结构基频和
振型． 　
关键词：ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁；基频；蒙特卡洛法；数值解
中图分类号：Ｏ３０２
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